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Miiallif

ON SOZ

Hoqiqi dayisonli funksiyalar nazoriyyasi vo funksional analiz miiasir
riyaziyyatin mithiim vo siiratlo inkisaf edon bir sahosidir. Ona goéro do bu
fonnin riyaziyyat fakultslorinin talobalorina todrisi ¢ox vacibdir. Bu fonnin
todrisi prosesinds tolobalor riyazi analiz kursundan molum olan bozi
anlayiglarin imumilogmasi Vo daha miicorrad formalari ilo tanis olur, daha
dorin biliklor sistemina yiyslonirlor. “Analiz 111” ad1 altinda birlogon hoqiqi
dayisonli funksiyalar nazariyyasi va funksional analizin vahid bir kurs soklinda
todris olunmasi ideyasini ilk dofo XX asrin boyiik riyaziyyat¢ilarindan biri
A.N.Kolmogorov irali stirmiis vo 1946/47-ci tadris ilindon baslayaraq Moskva
Dovlat  Universitetinin - mexanika-riyaziyyat fakiiltasindo bu fonni todris
etmisdir.

Bu fonnin programi onun rahborliyi ilo gorkemli riyaziyyatcilarin
istiraki ilo tortib edilmis, 1954-cii ilds S.V.Fomin ila birlikds bu fonn {izrs ilk
dofo dors vasaiti hazirlanmis vo noasr edilmisdir. Bu dors vosaiti demak olar ki,
homin vaxtdan etibaron Sovetlor birliyindo homin fonn {izro osas vasait
olmusdur.

Molum oldugu kimi, ¢oxluglar vo funksiyalar nozoariyyasi XI1X asrin
sonlarinda tosokkiil tapmaga baslamigdir. Bu sahonin inkisafinda gorkomli
fransiz riyaziyyatgisi Anri Lebeq miihiim rol oynamisdir. Onun torafindan
coxluglarin 6lgiisii va Slgiilon funksiyalar nozariyyssi, Lebeq inteqrali vo digar
miithiim sahalor inkisaf etdirilmisdir.

Funksional analiz, kegon osrin 30-40-c1 illorindon baslayaraq inkisaf
etmis, riyazi analiz, hondass vo Xotti cobrin ideya vo metodlarinin qarsiliqh
alagoasi va sonsuz 6lgiilii fazalara imumilogsmasi naticasinds togokkiil tapmisdir.
Funksional analizin bir elm kimi formalagsmasinda gorkoamli polyak
riyaziyyat¢ist S.Banaxin misilsiz xidmotlori olmusdur. Onun “Funksional
analiz kursu” adli monaqrafiyas1 1948-ci ildo ukrayna dilino torciimo
edilmisdir. Kegmis Sovetlor Birliyinds funksional analizs aid ilk monografiya
1949-cu ildo gdrkomli azorbaycan riyaziyyatcisi akademik Z.1.Xolilov
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torafindon yazilmisdir. Belo bir asarin nasri bu fonnin inkisafinda miihiim rol
oynamigdir. Yaranma tarixinin nisboton qisa olmasina baxmayaraq, kegon
miiddat arzinds bu elm sahasi xeyli siiratlo inkisaf etmisdir. Bu inkisaf asason
iki istigamotdo aparilmigdir: bir torofdon klassik analiz vasitssi ilo hall
olunmayan bir ¢ox miithiim masalalorin halli, digor torofdon iss funksional
analizin Kklassik nazoriyyssinin iimumilogsmasi, daha miicarrad sakildo totbiq
edilmigdir.

Miiasir dovrdo funksional analizin metodlart  noazori vo totbiqi
riyaziyyatin miixtolif saholorinde miivoffoqiyystlo totbig edilir. Funksional
analiz tsullar1 totbiq edilmodon diferensial tonliklor nozariyyasi, idarsetmo
nozariyyasi, hesablama tisullari vo digor mithiim elm sahalorinin son illardoaki
stiratlo inkisafi miimkiin olmazdi. Ona gors do miiasir dovrds funksional analiz
riyazi tohsilin osas elementlorindon biridir vo onun osaslarinin  todrisi
universitetlorin riyaziyyat ixtisaslarinin todris planlarina daxil edilmisdir.

Funksional analiz fonnins aid azarbaycan dilinds ilk darslik 1978-ci ildo
prof. ©.S.Habibzads torafindon yazilmigdir. Kitabin nasrindon kegon miiddstdo
hom bu fannin tadrisinds yaranmig doyisikliklar, ham do respublikada aparilmis
tohsil islahati ilo slagedar olaraq yaranmis vaziyyst azarbaycan dilinds yeni
dors vosaitlorinin yaranmasi zaruratini yaratmisdir.

Toqdim edilmis dors vasaiti yaranmis bu boslugu gismon doldurmaq
moaqsadi ilo yazilmisdir.

Molum oldugu kimi dorslik vo ya dors vesaitinin yazilmasi kifayat
godar miirakkab va ¢atin bir masaladir. Vasaitin mazmununun necs olmasi,
qurulusu, dili son noaticodo bu fonnin todrisini vo goalocok riyaziyyat
miiolliminin hazirliq saviyyasini toyin edir.

Miiasir dovrda tolobo hazirliginin osas sorti tolobalorin sorbast iginin
toskili oldugu bir dovrda keyfiyyatli dors vasaitinin olmasi miihiim amildir.
Ona gora do todrisin keyfiyyatinin yiiksok olmasini toamin etmok {igiin talobanin
ixtiyarinda biitiin fonni ohato edon bir ne¢o dors vosaiti olmalidir. Aydindir ki,
yalniz bir vosait predmeti tam ohato eds bilmoz.

Qeyd edok ki, rus dilinds funksional analiz fonnino aid ¢oxlu sayda
dorslik vo dors vosaiti movcuddur. A.N.Kolmoqorov va S.V.Fomin
“Funksiyalar nozoriyyasinin elementlori vo funksional analiz”, L.A.Liisternik
vo V.L.Sobolev “Funksional analizin elementlori”, L.V.Kantorovi¢ vo
Q.P.Akilov “Funksional analiz”’, V.A.Trenoqin “Funksional analiz” vo digoar
mialliflorin funksional analizs aid kitablar: vardir.

Dors  vosaiti  tortib  edilorkon miollif  torofindon  gdstarilon
odobiyyatlardan genis sokilds istifado edilmisdir. Biitiin bunlara baxmayaraq
tobii ki, funksional analizin bir ¢ox bdlmoalori vosaito daxil olmamusdir.
Umumiyyatlo, hesab edirom ki, funksiyalar nozoariyyasi vo funksional analizo
aid olan bir vasaitds genis bir elmi sahoni tam ohats etmok ¢atin bir vazifadir.



Funksiyalar nazariyyasi va funksional analizo aid nozori materiallarin
sorh edildiyi yuxarida adlar1 g¢okilon monogqrafiyalar olmasina baxmayaraq
praktik mosgalalor {igiin A.B.Antonovig, P.H.Knyazyeva, Y.V.Radino
“Funksional analizo aid masalo va tapsiriglar”, A.A.Kirillov vo A.D.Qvisiani
“Funksional analizo aid toerem vo masalalor”, V.A.Petrov, N.Y.Vilenkin
“Funksional analizin elementlari mosalolords” V.A.Trenoqin, B.M.Pisarevskiy,
T.S.Soboleva “Funksional analizs aid masala va tapsiriglar”, Y.S.Ocan “Riyazi
analizdon mosalalor”, S.A.Telyakoski “Hoagiqi doyisonli  funksiyalar
nazariyyasindan masalalor”, V.V.Qorodetskiy, N.I.Nagnibida, P.P.Nastasiyev
“Funksional analizdo masals halli tisullar1” dars vasaitlori dayarli vasitalordir.

Toqdim edilmis dors vosaiti iki hissadan ibaratdir.

Birinci hisso dogquz fasildon ibarstdir vo c¢oxluglar noazariyyssi vo
funksiyalar nazariyyasina hasr edilmisgdir.

Birinci fosildo ¢oxluglar nazariyyasinin asas anlayislari verilmis, onlar
tizorinds amallar, ¢oxluglarin ekvivalentliyi vo onun xassslori, coxlugun giicii
Vo giiclorin miiqayisasi, kontinium giiclii goxluglar, Kantor ¢oxluqlart vo diger
anlayislar hortorafli sorh edilmisdir.

Ikinci fosildo odad oxu iizerinds agiq vo gapali ¢oxluglar, onlarin asas
xassalori, qurulusu haqqinda asas teoremlor verilmisdir.

Uciincii fosilda coxluglarin dlgiisii anlayis1 verilmis, Lebeq monada
Olglilon coxluglar sinifi miioyyon edilmisdir. Coxluglar noazariyyassinin bozi
problemlari gostorilmis, goxlugun Jordan 6l¢iisii anlayis1 verilmisdir.

Dordiincii fasilda Slgiilon funksiyanin torifi, dlgiilon funksiyalarin osas
xassolari verilmigdir. Olgiilon funksiyalar ardicilliginin limiti vo onun xassalori
verilmig, Olciilon funksiyalarin qurulusu haqqinda Riss, Yeqorov, Luzin
teoremlori gostorilmisdir.

Besinci fasildo Lebeq inteqrali anlayisi verilmis, onun asas xassalori isbat
edilmigdir. Lebeq inteqrali altinda limito kegmo teoremi, Riman vo Lebeq
inteqrallar1 miiqayiso edilmisdir.

Altinct fasildo comlonon vo kvadrati ilo comlonon funksiyalar siniflori
toyin edilmis, onlarin osas xassolori gostorilmisdir. Comlonon funksiyalar
ardicilliginin  Glgiiys gors, orta, orta kvadratik monada yigilmasi, onlarin
miiqayisasi verilmisdir. L,(a, b) fozasinda ortoqonal sistemlor, qapali vo tam
sistemlor toyin edilmisdir. L,(a, b), p = 1 fozasi toyin olunmusdur.

Yeddini fasildo monoton funksiyanin kasilmo noqtalori hagqinda teorem,
sigrayls vo Kantor funksiyalari, mohdud variasiyali funksiyalar vo onlarin asas
xassalori, Riman-Stiltes vo Lebeq-Stiltes inteqrallari, onlarin xassalori va
hesablanmasi {isullar1 verilmisdir.

Sokkizinci fasildo ¢ox miihiim funksiyalar sinifi olan miitloaq kasilmaz
funksiyalar, onlarin osas xassolori verilmis, miitloq kosilmoz funksiyalarin
diferensial xassolori Oyronilmisdir. Qeyri-miioyyon Lebeq inteqrali vo onun
miitloq kasilmozliyi haqqinda teoremlor isbat edilmisdir.
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Dogquzuncu fasilda Sobolev tipli foazalar vo daxilolma teoremlori
oyronilmisdir. Umumilosmis téromalor Vo onlarm adi tdromalorlo slagesi vo
osas xassalori isbat olunmusdur. Daxilolma operatorunun mohdudlugu vo
kompaktligi hagqinda teoremlor verilmisdir.

Kitabin ikinci hissasi on bes fosildon ibaratdir vo bu fasildo funksional
analizin nazari va praktik masalalori sorh edilmisdir.

Onuncu fosildo xotti fozalar, xotti fozalara aid osas anlayislar, xotti
fozanin bazisi, Xatti fozanin 6lgiist, xotti altfozalar vo Xotti coxobrazlilar, xatti
fozanin altfozalarin diiz comino ayrilisi, Xotti fozalarin izomorflugu, gabariq
coxluglar movzulart sorh edilmisdir. Xotti fozalara aid ¢ox sayda calismalar
verilmigdir.

On birinci fasildo metrik fozalar, metrik fozalarda ardicilliglarin limiti,
separabel fozalar, tam metrik fozalar, metrik fozalarin tamamlanmasi, bir-birina
daxil olan kiiralor haqqinda teorem, kompakt coxluqglar vo topoloji fozalar
haqqinda molumat verilmisdir. Metrik fozalara aid ¢ox sayda masalalar hall
edilmis va tapsiriglar verilmisdir.

On ikinci fasilda Xatti normalagmis fazalar, Banax fozalari, normalagmis
fozalarin izomorfizmi, normalasmis fozalarda kompakt c¢oxluglar vo digar
masalalor sorh edilmisdir. Faslin sonunda mosalo halli nimunslori Vo
tapsiriglar verilmisdir.

On tgiincti fosili Hilbert fozalarinin 6yronilmasine hasr edilmisdir. Bu
fosildo skalyar hasil, onun xassalori, ortonormal vektorlar sistemi, Bessel
borabarsizliyi, qapali sistemlar, altfoza, ortogonal tamamlayict vo diiz com
anlayis1 haqqinda molumat verilmisdir. Evklid fozasi olmayan normalagmis
fozalara misallar gostorilmisdir. Hilbert fozasina aid mosalo halli niimunalori vo
tapsiriglar gostorilmisdir.

On dordiincii fosildo xotti mohdud vo Xxotti koasilmoz operatorlar
nozariyyasi verilmisdir. Coxsayli masalalor tortib edilmisdir.

On besinci fasilds tors operatorlar, tors operatorun varhigr sortlori vo tors
operatorlara aid masala halli niimunalori verilmisdir.

On altinc1 fosildo xotti funksional analizin asas prinsiplori, miintozom
mohdudlug prinsipi, Banax-Steynhauz teoremi, xatti operatorlarin davami
haqqinda teoremlor isbat edilmis, operatorlar ardicilliglarinin giicli vo zaif
monada yigilmasi anlayiglari sorh edilmisdir. Moasalo halli niimunalori
verilmisdir.

On yeddinci fosildo gapali operatorlar, operatorun qrafiki, qapali qrafik
haqqinda Banax teoremi va digar anlayislar verilmisdir.

On sokkizinci fasildo xotti funksionallar, funksionallar ardicilliginin
yigilmasi, qosma fozalar, Hilbert fozasinda xotti funksionalin imumi sokli
haqqinda teorem, refleksiv fozalar vo diger anlayislar verilmigdir. Xotti
funksionallara aid niimunalor vo tapsiriglar verilmisdir.



On dogquzuncu fasildo 6z-6ziino qosma operatorlar nazariyyasinin 2sas
anlayiglari, unitar operatorlar, ortoqonal proyeksiya operatorlari vo digar
anlayislar sorh edilmisdir.

Iyirminci fosildo tamam kosilmoz operatorlar, onlarin osas xassalori,
Banax fozasinda tamam koSilmoz operatorlarin sonlu olgiilii operatorlarla
yaxinlagmasi haqqinda teorem isbat edilmisdir.

Iyirmi birinci fasildo Xotti operatorlarin moxsusi ododlori vo moxsusi
funksiyalari, xotti operatorlarin rezolventasi vo spektri, 0z-6ziino qosma
operatorlarin spektral ayrilisi, 6z-0zlino qosma operatordan asili fnksiyalar,
geyri-mohdud 06z-6ziino qosma operatorlarin spektral ayrilisi haqqinda
teoremlor verilmisdir.

Nozori molumatlarin  moanimsanilmasi  moaqgsadi il masalalar hall
edilmigdir.

Iyirmi ikinci fasildo sixilmis inikas prinsipi, onun iimumilosmalori
haqqinda teorem isbat edilmis, cobri tonliklora vo Xatti tonliklorin hallina,
diferensial tonliklor tigiin Kosi masalasinin hallino va digar moasalalarin hallino
totbiqlori gostorilmisdir.

Iyirmi iiciincii fasildo operatorlar grupu vo yarimqruplarin dyranilmasine
hosr edilmigdir. Operatorlardan asili eksponensial funksiyalar qrupu toyin
edilmis, onun bozi Xxassolori dyronilmisdir. Banax fozasinda C, yarimqruplar
sinfinin osas xassolori dyronilmis, Hill-losida teoreminin isbati verilmisdir. Hor
bir yarimqrupun toradici operator vasitasilo birgiymatli toyin olunmasi isbat
edilmigdir. Siirismo tip operatorlar qrupunun doguran operatorunu
diferensiallanma operatoru olmasi gostorilmis, onun funksiyanin ayrilmis
forglori ilo olagesi miioyyon edilmisdir. Unitar operatorlar grupu vo
yarimqruplar1 dyronilmis, Stoun teoremi isbat edilmisdir. Foslin sonunda 6z-
0zilino qosma operatorlar qrupu vo yarimqruplari hagqinda molumat verilmis
S.Nad vs Hille teoremi isbat olunmusdur.

Iyirmi dérdiincii fosildo Banax fozalarinda diferensial tonliklorin halli
tisullart haqqinda malumat verilmisdir. Qalyorkin vo Furye tsullari, farglor
sxemi, ki¢ik parametr tisulu, Laplas ¢evirmasi isulunun tatbiglori verilmisdir.

Iyirmi dordiincii fasildo Sturm-Liuvill operatorunun spektral nazariyyasi
haqqinda molumat verilmisdir. ~ Strum-Liuvill — operatorunun  moxsusi
odadlarinin vo moxsusi funksiyalarmim osas xassolori gostorilmis, moxsusi
funksiyalarin sifirlari  haqqinda teorem isbat edilmisdir. Sturm-Liuvill
mosalosinin - moxsusi funksiyalarinin  moxsusi funksiyalara goro ayrilis
teoremloari isbat edilmisdir. Operatorun requlyarlagmis izi ti¢iin diistur verilmis,
spektrinin diskretliyi {igiin kafi sortlor gostorilmisdir.

Doars vasaiti miiallifin respublikanin miixtalif ali moktoblorinds 40 illik
pedaqoji foaliyyati, osason son illordo Baki Dd&vlat Universitetinin totbiqi
riyaziyyat vo Kibernetika fakultosindo oxudugu miihazirolor osasinda
yazilmigdir.



Miollif elmi foaliyyoti dovriinde az-¢ox qazandigi ugurlara goro Vo
kitabin yazilmasinda gostordiyi monavi dastoys gora elmi rohbari vo kitabin
elmi redaktoru, taninmig riyaziyyat¢t professor Mommod Bayramogluna
darindan tosokkiir etmayi 6ziina borc bilir. Kitab haqqinda 6z dayarli raylarini
bildirmis professor Homzaga Orucova, professor Sabir Mirzoyevs, professor
Elsad Eyvazova vo professor Odalot Axundova 6z darin minnatdarligimi
bildirirom.

Sonda, monim saglamhigimin qaygisini ¢okan, mono monavi kémayini
asirgomayan cofakes vo vofali hoyat yoldasim doktor Elza xanima tirokdan
togokkiir etmayi 6ziima borc bilirom.

Kitab haqqinda 6z tongidi fikirlorini bildiron biitiin oxuculara avvalcadon
0z togokkiiriimii bildiriram.



| HISSO
| FOSIL. SONSUZ COXLUQLAR

1.1 Coxluq anlayisi. Coxluqlar iizarinda amallar.

Coxluq riyaziyyatin ilkin anlayislarindan biridir vo ona doqiq torif
verilmir. Coxluq dedikdo miioyyan xassays malik olan osyalar vo ya elementlor
kiilliyat1 (toplusu) basa diisiiliir. Masalon auditoriyadaki tolobolor goxlugu,
kitbxanadaki kitablar ¢oxlugu vo s. Riyazi analiz kursunda natural, rasional va
hogigi odadlor ¢oxlugu, kompleks odalor goxlugu, hondass kursunda eyni
morkozo malik ¢evralor ¢oxlugu, diferensial tonliklor kursunda har hansi
diferensial tanliyin biitiin hallor ¢oxlugu ils tanisiq.

Coxluglar1 adaton boyiik A4, B, C, .... harflari ila, onlarin elementlarini isa
kicik a, b, c, ... yaxud x,y, z, ... kimi isaro edirik. Hor hansi a elementinin A
coxlugunun elementi olmasi faktini, yani a elementinin A ¢oxluguna daxil
olmasi a € A kimi isara olunur.a elementinin A ¢oxluguna daxil olmamasi iso
a €A, yaxud a ¢ A kimi isaro olunur. N ={,2,3,...,n,...}ilo natural odadlor

coxlugunu isara edirik. Aydindir ki, 5 N amma %@ N,v/3 € N. Qilo biitin
rasional odadlor ¢oxlugu isaro edilir. Q c¢oxlugunun elementlori biitiin
M %0, mneN soklindo adodlordon ibarstdir. R ilo biitiin hogigi adodlor
n

coxlugu isars olunur. Heg bir elementi olmayan ¢oxluqglara bos ¢coxluq deyilir.

Mosalon x? +1 = 0tonliyinin biitiin haqigi koklorindan ibarst olan ¢oxluq bos
coxlugdur. Bos ¢oxluq & kimi isara edilir. Ogar A ¢oxluguna daxil olan har bir
element eyni zamanda B ¢oxluguna da daxil olarsa, onda A ¢oxlugu B
¢oxlugunun alt ¢oxlugu adlanir vo A € B kimi isaro edilir. Masalon, N C R,
Q c R. Eyni elementlordon diizolmis goxluqglar barabar ¢oxluglar adlanir vo
A = B kimi isara edilir. ©9gor A € B vo B c A miinasibalari olarsa, bu halda
A = B hesab edilir. Yoni, A ¢oxluguna daxil olan hor bir element B ¢oxluguna,
elocado B ¢oxluguna daxil olan hor bir element A ¢oxluguna daxildir.

Masoalon, A= {3,4}V9 B ¢oxlugu x?—7x+12=0tonliyinin koklorindon ibarat

olarsa, aydindir ki, A = B.

Tarif 1. Tutaq ki, A vo B ¢oxluglar1 verilmisdir. A vo B ¢oxluglarina
daxil olan biitiin elementlordon toskil edilmis vo basqa heg bir elemento malik
olmayan C ¢oxluguna bu ¢oxluqlarin birlosmasi yaxud comi deyilir. C = AU B
Vvoya C = A + B kimi isars edilir.

Istonilon sayda ¢oxluglarin comi do bu gayda ilo toyin olunur vo
asagidaki kimi isaro olunur:

C=A+A+.+Ayaxud C=A UA U..UA,
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Masalan, A:{l,3,6,8}, B:{2,3,4,5,7,9} coxluglarinin birlogmasi
C=AUB=1{,23456,789}
kimidir.

Asanligla gérmok olar ki, agor A< Bolarsa, bu halda A+B=Bolar.
Xiisusi halda A=Bolarsa, onda A+ A= Aolar.

Tarif 2. Tutaq ki, A vo B ¢oxluglar1 verilmisdir. A Vo B ¢oxluglarinin hor
ikisina daxil olan ortaq elementlardan toskil edilmis vo basqga heg bir elemento
malik olmayan C c¢oxluguna bu coxluqglarin kosismasi yaxud hasili deyilir.
C = AN BvayaC = AB kimi isars edilir.

Mosalon, A={2,4,68,...2n,...}, B=1{36,9,...,3n,...} olarsa,
C=AnB={61218,...6n,...} olar.

Tarif 3. Tutaqg ki, A vo B ¢oxluglari verilmisdir. A ¢oxlugunun B
coxluguna daxil olmayan biitiin elementlorindan ibarat olan va basqa heg bir
elemento malik olmayan c¢oxluga A vo B ¢oxluqlarmin forgi deyilir vo
C = A|B voya C = A — B kimi isars edilir.

Masalan, A={l,2,3,4}, B:{3,4,5,6} coxluglar1 Gi¢iin

A|B={2}, B|A={56}
kimidir.

Tarif 4. Tutaqg ki, A vo B c¢oxluqglar verilmisdir. A|[B voa BJ|A
coxluglarinin birlogsmasindan ibarat olan ¢oxluga bu g¢oxluglarin simmetrik
forqi deyilir vo A A B kimi isars edilir. Tarifo goro

AAB=(A|B)uU(B|A)

Yuxarida baxdigimiz A= {1,2,3,4}, B= {3,4,5,6} misalinda
A|B={2}, B|A={56} oldugunu nozoro alsag, onda AAB={,256}
oldugunu alariq.  Elocado A:[0,4], B:[3,6] olarsa, bu halda
A|B=[03), B|A=[4,6) oldugunu gororik. Naticads AAB=[0,3)U[4,6)
alariq.

Tarif 5. Tutaq ki, S ¢oxlugu vo bu g¢oxluga daxil olan A g¢oxlugu
verilmisdir AcS . S|A coxluguna A  coxlugunun S c¢oxluguna kimi
tamamlayict ¢oxlugu deyilir voa CgA kimi isaro olunur. Masalan,

S={a,b,c,d,e}, A={c,e} olarsa, goriindiiyii kimi AcS vo C;A={a,b,d}
olar. Elocads S =[0,3 A=[L2]olarsa, onda CsA=[0,1)u(2,3]olar.

ikilik prinsipi adlanan asagidaki miinasibatlor dogrudur:
Ogor A B c S ¢oxluglari verilmisso, bu halda

a) Cs(AUB)=CsANCsB

b) Cs(AnB)=C;AUCSB

Coxluglar tizorindo gostorilon amoallori Eyler-Venn diaqrami adlanan
asagidaki sxem vasitasilo do tasvir etmok olar.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

Alt coxlug Ac B @ R

Coxluglarin birlosmasi AUB

Coxluglarin kasismasi AN B

Coxluglarin forgi A|B B| A

Simmetrik forq AAB

Tamamlayici ¢oxluqCg A
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1.2. Coxluglarin ekvivalentliyi.

Coxluglar1 hartorafli 6yronmok tiglin avvalca sonlu va sonsuz ¢oxluq
anlayiglarini miioyyon etmok lazimdir.

Tarif 1. Ogar verilmis coxlugun elementlari say1 hor hansi natural adadlo
ifads edils bilorsa, onda hamin ¢oxluq sonlu ¢oxluq adlanir. Bu halda hamin
natural adadin malum olub-olmamasinin shomiyyasti yoxdur. Masalon, verilmis
kitabin varaglori say1, hor hansi kitabxanada olan biitiin kitablar sahifalori say1,
teleskop vasitasilo goriinon biitiin ulduz va planetlor, yiik vaqonunda aparilan
gum danalari sonlu goxlugdur.

Riyaziyyatda bazi hallarda sonlu olmayan ¢oxluqlara da rast galinir. Belo
coxluglar sonsuz ¢oxluglar adlanir. Sonsuz ¢oxluglarin elementlori sayini heg
bir natural ododlo ifado etmok miimkiin deyildir. Masalon, biitiin rasional
odadlor ¢oxlugu, miistovi tizarindaki biitiin noqtalor goxlugu, biitiin kosilmoz
funksiyalar ¢oxlugu, bir ndqtads kasison biitiin diiz xatlor goxlugu va s.

Forz edok ki, A vo B hon hansi sonlu g¢oxluglardir. Bu g¢oxluglarin
elementlorini saymagqla onlarin eyni sayda, yaxud miixtalif sayda elemento
malik olub olmadigin1 miioyyan etmok olar. Bu mosaloni baxilan ¢oxluglarin
elementlorini saymadan da miioyyan etmok olar. Tutaq ki, A={a,b,c,d,e}vo

B= {a, B.7,0, 5}. Bu ¢oxluglarin elementlarini asagidaki kimi yazaq:

A a b c d e
B o p 4 1)

Heg bir sayma aparmadan belo bu ¢oxluglarin eyni sayda elemento malik
oldugunu goriiriik. Eyni qayda ilo sinifdoki sagirdlor ilo sinifdoki stullarin
saymin eyni olub-olmadigini bilmok {ig¢lin hor sagirdi bir stulda oylosdirmok
kifayotdir. Elocodo hor bir oglanin arxasinda bir qiz dayanmaq sorti ilo
olimpiadada istirak edon sagirdlori diizmoklo onlarin saymi heg bir sayma
aparmadan da miigayiso etmok olar. Bu {lisul miigayiso tisulu adlanir.

Goriindiyii kimi sayma iisulu yalniz sonlu ¢oxluglar iigiin totbigq edilo
bilor. Bu tisul sonsuz ¢oxluglar {i¢iin miimkiin deyil. Amma miigayiso lisulu
hom sonlu, hom do sonsuz c¢oxluglar iigiin totbiq edilo bilor. Miiqayiso
tisulunun asas mahiyyati ondan ibaratdir ki, bu halda hor hansi bir ¢oxlugun har
bir elementina gars1 digor ¢oxlugun yegano elementi qarst qoyulur va tarsing
digar ¢oxlugun har bir elementino ovvolki ¢oxlugun yegans elementi garsi
goyulur. Bu tisulun giicii onun sonsuz ¢oxluqlara da totbig oluna bilmasidir.

- .
Moasalon, biitiin natural adadlor ¢oxlugu N ilo=, n e N soklinds biitiin adadlor
n

coxlugu M -in elementlorinin “say1” barabardir. Buna N va M ¢oxluglarin
elementlorini asagidak: sokildo yerdoyigsmoklo omin olmaq miimkiindiir:
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Tarif 2. Tutaq ki, A vo B goxluglar verilmisdir. ©gor istonilon ae A
elementino qars1 yegano b € B elementi gars1 qoyularsa vo eloca doa istonilon
b € B elementi yegano a € Aelementino qars1 qoyularsa, onda ¢ qaydasi A vo

B ¢oxluqlar1 arasinda qarsiligl birqiymotli uygunluq adlanir.

Toarif 3. ©gorA va B ¢oxluglan arasinda qarsiliqh birgiymotli uygunluq
yaratmaq miimkiin olarsa, onda bu c¢oxluglar ekvivalent yaxud eynigiicli
coxluglar adlanir vo A ~ B kimi gostarilir.

Torifdon alinir ki, iki sonlu ¢oxluq o zaman ekvivalent olar ki, onlar eyni
sayda elemento malik olsunlar. Buradan goriiniir ki, ¢oxluglarin eynigiicliiliyi
anlayist sonlu coxluglarin eyni sayda elements malik olmasi anlayiginin
imumilagsmoasidir.

Ekvivalent ¢oxluglara bazi misallar gostorok:

1.N ={,23,..,n,..} natural odadlor goxlugu vo M = {2,4,6,...,2n,...}ciit
odadlor g¢oxlugu ekvivalentdir. Bu c¢oxluqglar arasinda qarsiliqli birgiymatli
uygunluq yaratmaq {i¢iin istonilon n e N adoadina2n e M adadini garst qoymaq
lazimdir.

M 1 2 3 n
N 2 4 6 2n

2. Tutaq ki, A vo B paraleloqgramin paralel qarst toroflori tizorindoki

noqtalor ¢oxlugudur A
AN
a e A ndqtosindon gars1 torsfo perpendikulyar
¢okilmis diiz xattin qars1 toroflo kasisma noqtasi a
olan b € B noqtesini a-ya garsi qoyagq.
Asanligla A~B oldugunu aliriq. .
\ 4
h'd
B
3. Tutaq ki, A va B iki konsentrik
cevra lizarinds yerlagon nogtalor ¢oxlugudur.
Ogor bu gevralori “diizlondirsak”, h
onda bunlar biri digarindon qisa
olan diizxatli pargalara ¢evrilarlor.
[k baxigda daha uzun parcadaki Sokil 2
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noqtalor ¢oxlugunun digar pargadaki ndqtslordon daha “gox” oldugunu diigiino
bilorik. Amma aslinds bu bels deyildir. Hor iki parsadaki néqtalor ¢oxlugu bir-
birino ekvivalentdir. Bunlar arasindaki qarsiliglt birgiymatli uygunluq sokil 2-
do gostorilmisdir.

4. Hor hansi diizbucaqli tigbucaq gotiirok. A ilo hipetonuzun tizorindaki
noqtalor ¢oxlugunu, B ilo hor hansi katet tizorindoki noqtalor ¢oxlugunu isars
edok. Ogor bu kateti hipetonuz iizorina qoysag, onda B ¢oxlugunun A-nin bir
hissasi oldugunu alariq. Yoni B € A vo B # A. B ¢oxluguna A-nin diizgiin
hissasi deyacoyik. Bu halda biz 6z alt hissasine ekvivalent olan g¢oxluq ilo
qarsilasirig. Malumdur ki, A vo B sonlu ¢oxluglar olarsa, belo bir hal miimkiin
deyil. Sonlu ¢oxluq 6z alt hissasina ekvivalent ola bilmaz. Onda bels naticaya
golirik ki, yalniz sonsuz ¢oxluglar belo xassays malik ola bilarlor. Yani sonsuz
coxluq 6z alt hissasino ekvivalent ola bilor. Sonralar géracoyik Ki, hor bir
sonsuz ¢oxluq 6ziino ekvivalent olan alt hissays malikdir.

Ekvivalentlik anlayisinin asagidaki xassalorini geyd edok:
l.  Istonilon A ¢oxlugu iiciin A ~ A (eynilik),
[l. ©gor A ~ B iso, onda B ~ A (simmetriklik),
I1l. ©gor A ~ Bva B ~ C iso, 0onda A ~ C (tranzitivlik),
V. Tutaq kl, Ak ~ Bk (k = 1,2,3,...), Ai nAj = @, Bl' nB]- = @, i :/:j
(l,j = 1,2,3, ) A= U Ak ) B= U Bk isarg edok. Bu halda A ~ B olar.
k K

Asagidaki teoremloari do qeyd edok.

Teorem 1. Tutagki,Ac Bc Cvo A~ C.OndaA ~ B.

Teorem 2. Tutaq ki, A ¢oxlugu B ¢oxlugunun hor hansit B* € B alt
coxlugu, B coxlugu iso A ¢oxlugunun A* C A alt ¢oxluguna ekvivalentdir. Bu
halda A vo B ¢oxluglari ekvivalentdirlor.

Bu teorem Kantor-Bernsteyn teoremi adlanir.

1.3. Hesabi ¢oxluqlar vo onlarin asas xassalari.
N = {1,2,3,..., n} natural adadlor ¢oxlugu gotiirok.

Toarif 1. Natural odadlor ¢oxluguna ekvivalent olan c¢oxluglara hesabi
coxluqlar va ya hesabi giiclii coxluqlar deyilir.
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Verilmis coxlugun hesabi giico malik olmasi faktim A = a kimi isaro
edirlor. Aydindir ki, biitiin hesabi giiclii coxluglar bir-birina ekvivalentdirlor vo
onlart biitin natural ododlorin komayi ilo némrolomok mimkiindiir. Yani
hesabi ¢oxluglart A= {al, DI an,...} ardicillig soklinds gdostormok olar.

A =1{14916,..n%,..|
A, ={18,27.64,...n°,...}
A ={2,4,68,..2n,..}

111 1
={1=, =, =, =
A { 2'3'4"""n }

Bu ¢oxluglardan har biri hesabi giiclii coxluqdur.

Teorem 1. Hor bir sonsuz A ¢oxlugundan hesabi alt goxluq ayirmaq olar.

Isbati: A ¢oxlugundan hor hansi a; elementini gotirok. A|{a,} sonsuz
¢oxluq oldugundan bu ¢oxlugdan a,-don fargli har hansi a, elementi gotiirmok
olar. Yenidon A|{a;, a,} ¢oxlugundan a; Vo a, elementlorindon fargli hor
hans1 a; elementini gotiirok vo prosesi bu gayda ilo sonsuz davam etdirok.
Noticada ayrilmis elementlordan ibarst sonsuz D = {al,az,...,an,...} hesabi

coxlugunu almis olurugq.
Teorem 2. Hesabi A ¢oxlugunun hor bir sonsuz alt B € A ¢oxlugu
hesabidir.

Isbati: A coxlugunu A= {al, Ay,ees an,...} kimi goOstorok. A
coxlugunun elementlarini ardicil olaraq nazardan kegirok. Bu elementlordon B
¢oxluguna daxil olan birinci elementi b, =a, kimi némraloyok. A-nin B
¢oxluguna daxil olan ikinci elementini b, =a,, (n, >n;) kimi isaro edok va
prosesi bu gayda ilo sonsuz davam etdirok. Belaliklo B-nin biitiin elementlarini

b,,b,,b;,...,b,... soklindo nomralays bilorik, belo ki by =2y, k=123,...
(n,<n,<ng<..<ng<...). B sonsuz c¢oxluq oldugundan onun elementlori

biitiin natural adodlor vasitasilo némralonmis olur. Bu iso B ¢oxlugunun hesabi
oldugunu gostarir.

Natica: Hesabi ¢oxlugdan sonlu ¢oxlugu atdigdan sonra alinan ¢oxluq da
hesabi ¢coxluqdur.

Masalan, ciit natural adadlor ¢oxlugu, elocads tok natural adadlor goxlugu
hesabi ¢oxluglardir.

Teorem 3: Sonlu va hesabi ¢oxlugun birlogsmasi do hesabi ¢oxlugdur.

isbati: Tutag ki, A={a,a,..a,, B={b,b,..,b,} belo ki

ANB=C. C=AUB isaro edok vo onu C={a,a,,..,a,0,0,..,0,,..}
kimi gostorok. Bu g¢oxlugu yenidon  C={C;,Cy,...,C,CougsensCoyppre]  YENIDON
nomraloyak, bels ki,
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c — q;, 1=12,.,
' b_,, i=n+1Ln+2,..,
Naticada C ¢oxlugunun hesabi ¢oxluq oldugunu aliriq.
Teorem 4: Sonlu sayda ciit-ciit kasismoayan hesabi ¢oxluqglarin birlosmasi

do hesabi ¢oxluqdur.
Isbati: Teoremi ii¢ sayda hesabi ¢oxluqlar iigiin isbat edok.
D=AuUBuUC bels ki, A={a,,a,,a,,..,a,,..}
B={by,b,,b5,...b,..; C={c1,C5,C5,....Cp...f
D goxlugunun elementlorini D ={a,b;,c,a,,b,,C,,,..} soklindo gostorok

Vo yenidon nomraloayak. Bu halda D -nin hesabi ¢oxluq oldugunu alariq.

Eyni {isulla hesabi sayda ciit-ciit kosismoyon sonlu c¢oxluglarin
birlagsmasinin ds hesabi ¢oxluq oldugunu almagq olar.

Teorem 5. Hesabi sayda ciit-clit kosismoyon hesabi c¢oxluglarin
birlosmasi ds hesabi ¢oxluqdur.

Isbati: Tutag ki, A,A,..., A ... hesabi sayda ciit-ciit kosismayan
hesabi ¢coxluglardir.

Bu ¢oxluglari agagidaki kimi gostorok:

Aﬁ{ @ a® a®,. }
A, = {al(Z) a® a®? . }

A =1{a®,a®,a?,.. |

D=AUAUAU..UA U.. coxlugunun elementlorini asagidaki kimi
diizok. ©vvalco al elementini, sonra af? vo al® elementlorini, daha sonra

a® al? al® va bu qayda ilo indekslorinin comi 5 olan elementlor olmagla

indekslor cominin artma istigamstinds diizok. Noticodo D ¢oxlugu asagidaki
kimi gostorirlar:

D={a® a® a®? aP,a?,a® a?,..|.
Bu gayda il biitiin natural ododlor vasitasilo yenidon nomralomak olar.

Noticado D ¢oxlugunun hesabi oldugunu alariq.
Bu teoremlordon istifado edorok biitiin rasional odadlor g¢oxlugunun

hesabi oldugunu gostara bilorik. Malum oldugu kimi istonilon rasional adod P
q
soklinda gostarilo bilar, beloki, p vo gtam adadlordir. Maxraci q olan biitiin

l E E .. soklindo biitiin odadlor ¢oxlugu hesabidir. g maxraci 6ziido

q'aqa’ q’

hesabi sayda 7, 2, 3, ... natural giymatlorini ala bilor. Noticods teorem 5-i tatbiq
etmoklo baxilan goxlugun hesabi oldugunu alariq. ©gor bu ¢oxlugdan biitiin
ixtisar olunan kasrlori atsaq, alinan ¢oxluq 2-ci teoremo goéro hesabi olar. Bu
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gayda ilo biitiin miisbot rasional adadlor ¢oxlugu olan Q, ¢oxlugunun hesabi
oldugunu aliriq. Biitiin menfi rasional odadlor Q_ vo Q, ¢oxluqlari ekvivalent
oldugundan Q=Q, v {O}U Q_ coxlugunun da hesabi oldugunu aliriq.

Natica. [0,1] segmenti daxilindoki biitiin rasional adadlor goxlugu
hesabidir. Dogrudan da [0,1] seqmenti daxilindo yerlogon biitiin rasional

2’3" "n

coxlugu hesabidir vo P, =P . P, coxlugu iso biitiin rasional ododlor
coxlugunun alt¢oxlugudur. Onda P, = B, = Q. Malum teoremo goro P, ~ Q

odadlor ¢oxlugunu P, ilo isare edok. Molumdur ki, P ={ ,l,l ) 1,}

oldugundan P,~ Q oldugunu aliriq. Yoni P, ¢oxlugu hesabidir.

Xiisusi halda Z =N_U{0}UN, borabarliyindon biitiin tam odadlor
coxlugunun da hesabi oldugunu aliriq. Burada N, vo N_ uygun olaraq
miisbat Vo moanfi tam adadlori gostarir.

Teorem 6. Ogar sonsuz M ¢oxluguna sonlu va ya hesabi A ¢oxlugu slava
etsok, onda M ¢oxlugu ila eynigiiclii goxluq alinar, yani M «w A~M olar.

Isbati: M ¢oxlugundan hor hansi hesabi D goxlugu ayirag. M|D =P

isaro edok. Onda M = P u Dolar.

Buradan

MUA=(PUD)UA=PU(DUA)

P~P vo DUA~D oldugundan M U A~ M miinasibatini aliriq.

Bu teoremdon alinir ki, hor hansi sonsuz ¢oxluga sonlu vo ya hesabi
coxlugun alavs olunmasi bu ¢oxlugun giiciinii doyismoz.

Teorem 7. Ogor sonsuz M ¢oxlugu geyri-hesabi iss vo Aonun sonlu va
ya hesabi alt hissasidirso, onda

M\ A~M

olar.

Isbati: B=M |A coxlugu sonlu ola bilmaz, ¢iinki bu halda M ¢oxlugu

sonlu va ya hesabi ¢oxluq olardi.

Onda teorem 6-ya osason B+ A~ A oldugundan

M~M-A

alariq.

Buradan asagidaki natico almar:

Natica: Hor bir sonsuz ¢oxlugun 6ziino ekvivalent olan diizgiin hissasi
vardir.

Buradan da aliriq ki, sonsuz g¢oxlugdan istonilon sonlu alt ¢oxlugun
atilmasi onun giiciinii doyismir.

Qeyd etdiyimiz kimi sonlu ¢coxluqlar bu xassays malik deyildir. Ona gora
do agagidaki torifi vera bilarik.
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Tarif: Ogar verilmis ¢oxluq 6ziina ekvivalent alt hissays malik iso, ona
sonsuz ¢oxluq deyilir.

Teorem 8. Hor biri digarindon asili olmayaraq hesabi ¢oxlugda doyison n
sayda indekslos tayin edilon elementlordon ibarat

xn} (Xk =xD, x?,...; k =1,2,3,...,n)

coxlugu hesabidir.

Isbati: Teorem riyazi induksiya metodu ils isbat edilir. n =1 oldugda
teorem aydindir.

Forz edok ki, teorem n =m {igiin dogrudur. Teoreminn = m+1 oldugda
dogru oldugunu gostarak.

Tutaq ki, A= {a

Forziyyaya goro A coxluglarindan hor biri hesabi ¢oxlugdur. A = G A
i=1
oldugundan molum teoremo goéro A -nin hesabi ¢oxluq oldugunu aliriq.
Teorem isbat olundu.
Bu teoremdon asagidaki naticalori almaq olar.
1) Miistovi lizorindo rasional koordinantlhh M (X,y) noqtalori g¢oxlugu
hesabidir.
2) k sayda natural odadlorlo tayin edilon (n,n,,...,n,) soklinds toplular

coxlugu hesabidir.
3) Tam  omsalh  aX"+ax"t+ax"?+..+a, x+a, soklindo
coxhadlilar ¢oxlugu hesabidir.

Tarif. ©gor har hansi bir adod tam omsalli cabri goxhadlinin kokii olarsa,
onda cabri adad deyilir. Cobri olmayan adadlara transendent adadlor deyilir.

% (meZ tam odod ne N ) soklindo adadlor tam omsalli birdaracali

nXx—m=0 cobri tonliyin kokii oldugundan biitiin rasional odadlor (xiisusi
halda natural vo tam odadlor) cobri adadlordir. Istonilon n>2 vo m natural

odadlori {igiin %m soklindo olan biitiin odadlor rasional yaxud irrasional
olmasindan asili olmayaraq tam omsalli cabri tonliyin koklori oldugundan
onlarda cabri adadlordir.

Isbat olunmusdur ki, 7 vo e adadlori he¢ bir tam omsalli cabri tonliyin
halli deyillar. Bu adadlar transendent adadlordir.

Teorem 9. Biitiin cobri odadlor coxlugu hesabdir.

Isbati: Tam omsall1 biitiin cobri ¢oxhadliler coxlugu hesabi oldugundan
onlart B (x), P, (x), Bs(X),..., P,(X),... kimi nomralomok olar. Hor bir

18



R.(x) (k=12,.) coxhadlisinin sonlu sayda koklori vardir. ©vvalco P(x)

coxhadlisinin, sonra P,(x) ¢oxhadlisinin P, (x)-in koklorindon forgli koklorini

Vo s. kimi diizsok, koklordon ibarot ardicilliq alariq. Bu isa cabri odadlor
¢oxlugunun hesabi oldugunu gostarir.

1.4. Coxlugun giicii anlayisi. Giiclorin miiqayisasi.

Tutaq ki, har hanst A ¢oxlugu verilmisdir. A ¢oxlugu ilo borabar A ils
ekvivalent olan biitiin ¢oxluqglara baxaq. Tranzitivlik xassasino gors biitiin bu
coxluglar 6z aralarinda ekvivalent coxluqglardir. Belo coxluqlar kiilliyat1 6z
aralarinda ekvivalent olan ¢oxluglar sinifi adlanir. Sonralar goéracayik Ki,
sonsuz sayda 0z aralarinda ekvivalent olan ¢oxluglar siniflori vardir. Asanliqla
gora bilarik ki, iki miixtalif sinifo daxil olan iki ¢oxluq he¢ zaman ekvivalent
ola bilmazlar.

Hor bir 6z aralarinda ekvivalent olan g¢oxluglar sinfino qarst1 «
simvolunu gars1 qoyaq. Bu simvola baxilan sinifa uygun kardinal adad, yaxud
bu sinifs daxil olan ¢oxluqglarin giicii deyilir.

Beloliklo goriiriik ki, ¢oxlugun giicli anlayigi 6z aralarinda ekvivalent
olan biitiin ¢oxluglara aid olan timumi bir keyfiyyst, yaxud xassadir. Bu halda
biz ¢oxluga daxil olan elementlorin konkret keyfiyyatini vo ¢oxlugun sonlu vo
ya sonsuz olmasini nozars almiriq.

Ekvivalent ¢oxluglar sinfins qars1 qoyulan bu simvol homin ¢oxluglarin
gliciinii gostarir.

Ogor A vo A, ekvivalent olmayan ¢oxluglar isa vo bu ¢oxluqglara uygun

simvollar o4 vo a, (o #a,) ise, onda bu coxluglar miixtalif giico malik
coxluglar adlanirlar.

Coxlugun giicinii A kimi isars edirik. Ogor miixtolif coxluglara uygun
kordinal odadlor (simvollar) & vo S olarsa, bu haldaa =4, a> f, a<pf
miinasibatlorindon yalniz biri ola bilar.

Biitiin yuxarida deyilonlordon goriintir ki, c¢oxlugun giicii anlayist
coxlugun elementlori saymin {mumilogmosidir. Sonlu c¢oxluglar {iciin
coxluglarin elementlori sayr ilo ¢oxlugun giicli anlayislarn {st-iisto disiirlor.
Sonsuz soxluglar {i¢iin “elementlorin say1” anlayisinin monast yoxdur. Bu
halda yalniz ¢oxlugun giicii anlayisindan danigsmaq olar. Coxlugun giicii
anlayisi elementlorin say1 anlayisinin tobii imumilosmasidir.

Tutaq ki, A vo B ¢oxluglart verilmisdir. ©Ovvalca forz edok ki, A vo B
sonlu coxluglardir. Belo ki, A coxlugu m elements, B iss n elements
malikdir. Aydindir ki, m vo n arasinda asagidaki iic miinasibatdon biri ola
bilar:

1)m=n, 2)m>n, 3)m<n
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Birinci hal o zaman mimkindir ki, A vo B ekvivalentdir vo onlar
arasinda garsiligh birgiymotli uygunluq yaratmagq olar.

Ikinci halda A va B coxluglar ekvivalent deyildirlor, onlar arasinda
qgarsiligh birgiymatli uygunluq yoxdur. Amma B ¢oxlugu ilo ekvivalent olan
A c Acoxlugu vardir.

Uciincii halda A va B ¢oxluglar1 ekvivalent deyildirlor, onlar arasinda
qarsiligh birgiymotli uygunluq yoxdur. Amma A ¢oxlugu ilo ekvivalent olan
B, < B ¢oxlugu vardir.

Belaliklo aliriq ki, sonlu c¢oxluglart miigayiso etmok ii¢iin ya onlarin
elementlorini saymaq lazimdir, ya da bu ¢oxluglar vo ya onlarin alt ¢oxluglari
arasinda garsiligli birqiymotli uygunluq yaratmaq lazimdir.

A vo B ¢oxluglart sonsuz oldugu halda onlarin elementlorini saymaq
miimkiin deyildir. Bu halda onlar1 miiqayise etmok {i¢iin yalniz ikinci tisuldan
istifado etmok lazimdir.

Bu halda asagidaki hallar ola bilar:
1) A~B;, B,cB, amma B coxlugu A -nin heg¢ bir alt ¢oxluguna
ekvivalent deyildir.
2) B~A, AcA, amma A coxlugu B -nin he¢ bir alt ¢oxluguna
ekvivalent deyildir.
3) A~B, BBcBvoB~A, AcCA.

Torif. eger AVa B coxluglar1 arasinda 1) miinasiboati varsa bu halda
deyirlor ki, A< B, yenl A coxlugu B -don zoif giiclii ¢coxlugdur. Ogor 2)
miinasibati varsa, A> B, yani A ¢oxlugu B -don daha giiclii ¢oxlugdur. 3)

hali 6dandikdo, A=B. (Bu halda Kantor-Bernsteyn teoremina goro A vo B
coxluglar1 ekvivalent olur).

Coxluglarin giiclarini miiqayiso etmok {iciin asagida gostorilon teoremlor
miihiim shamiyyato malikdir.

Teorem 1. (Araliq ¢oxlugunun giicii haqqinda). Tutag ki, ADA D A,

vo A~A,.Onda A~A.

Teorem 2. (Kontor-Bernsteyn). ©gor Avo B coxluqlarindan hor biri
digorinin hor hansi hissosino ekvivalent isos, onda bu coxluglar ozlori do
ekvivalentdirlor. Yoni A~B,cB vo B~A c Aiso,onda A~B.

Yuxarida geyd etdik ki, sonsuz sayda miixtalif ekvivalentlik siniflori
vardir vo buna uygun olaraq sonsuz sayda miixtolif giiclor vardir. Sonsuz
coxluglar igarisinds an sads qurulusa malik olan goxluglar hesabi ¢oxluglardir.
Hesabi coxluglarin giiciinii A= a kimi isaro etmoyi sortlosmisik.

Asagidaki tobii sual ortaya ¢ixir. Sonsuz ¢oxluglar isarisinds an boyiik
glico malik olan ¢oxluq varmi? Asagidaki teorem gostarir Ki on bdyiik giico
malik olan ¢oxluq yoxdur.
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Teorem 3. Istonilon bos olmayan A c¢oxlugunun biitiin alt ¢oxluglar
coxlugunun giicii verilmis coxlugun giiclindon boyiikdiir.

1.5. Kontinium giiclii ¢coxluqlar.

Yuxarida gostarilon Teorem 3-dan notica olaraq alinir ki, an boyiik giico
malik olan ¢oxluq qurmaq miimkiin deyildir. Ciinki, verilmis ¢oxlugun alt
coxlugunun giicti hamisa verilon ¢oxlugun giiciindon boyiik olur. Onda yens do
tobii sual yaranir. On kigik giico malik olan sonsuz ¢oxluq varmi?

N = {1, 2,3,..., n,...} natural adodlor ¢oxlugunu gotiirok. Tutag ki, M har
hanst sonsuz ¢oxluqdur. M ¢oxlugundan, har hansi element gotiirok vo onu
m, ils isaro edak. Yenidon basqa bir element gétiirak vo onu m,, ilo isars edok.
M sonsuz ¢oxluq oldugundan bu prosesi sonsuz davam etdirmok olar. Natica
do M g¢oxlugundan sonsuz M, ¢oxlugu ayirmis olariq. M; coxlugunun
elementlori biitiin natural ododlor vasitesi ilo nomralondiyindon o hesabi
¢oxlugdur. Yoni M; ~ N . Natico do aliriq ki, M > a.

Demali, istonilon sonsuz g¢oxlugun giicii hesabi giicdon kigik deyildir.
Onda hesabi giiciin sonsuz ¢oxluglarin giicii arasinda on kicik giic oldugunu
alirg.

Teorem 1. [0,1] pargasina daxil olan biitiin haqiqi adadlor ¢oxlugu
hesabi ¢coxluq deyildir.

Isbati: A= [0,1] isaro edok. Forz edok ki, A parcasinin noqtalori hesabi
coxluq toskil edir. Onun biitiin noqtalorini natural odadlor vasitasilo

nomralomak olar: X, X,,..., X ...

.. . N 1 1 2|1
A pargasint ii¢ borabar hissaya bolak. |:0,§} [5,5},[5 ,1}. X
noqtasini 6z daxilino almayan hissani A, ils isars edok. A; pargasini yenidon
ti¢ borabar hissoys bolok. Bu hissalordon x, ndqtesini 6z daxilinde saxlamayan
hissani A, ils isare edok. Prosesi bu gayda ilo sonsuz davam etdirak. Naticado

bir birina daxil olan sonsuz
ADA DA, D..DA,D..

pargalar ardicilligr alariq, bels ki, istanilon n {igiin A, parcast x, elementini

0z daxilindo saxlamur. |An|=3in oldugundan n—w sartinds |An|—>00. Onda

Kantor teoremina goéra bu pargalarin har birina daxil olan yegano & ndqtasi
vardir. Bu noqto [0,1] parcasina daxildir. Digor torofdon & ododi {Xn}
noqtalorindan heg biri ils tist-listo diismiir. Ogor & adadi bu noqtalardan biri ils
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uist-iisto diigsoydi, onda & ododi qurmaya gors {An} pargalarindan birino daxil
olmazdi.

Alinmis bu ziddayyat gostorir ki, A pargasinin ndqtalori hesabi goxluq
togkil etmir. Bu noqtalor ¢goxlugu geyri hesabi sonsuz ¢oxlugdur. Teorem isbat
olundu.

Tarif: [0,1] parcasina daxil olan hoqigi adodlor ¢oxlugunun giiciine

kontinium giic deyilir. [0,1] parcas1 ilo ekvivalent olan biitiin ¢oxluglara iso

kontinium giiclii goxluglar deyilir. Kontinium giic A = ¢ kimi isars olunur.

Molumdur ki, [0,1]parcasina daxil olan rasional adodlor ¢oxlugu hesabi
coxluqdur. Bu parcanin digar biitiin noqtolari irrasional adadlordir. Yuxarida
isbat edilon teoremdon alinir ki, irrasional adadlor rasional adadlora nisbaton
daha ¢oxdur vo irrasional adadlor ¢oxlugu hesabi olmayan ¢oxluqdur vo ¢
gliciino malikdir.

y = (b—a)x +a funksiyasi [0,1] A [a,b] pargalar1 arasinda qarsiligl
birgiymatli uygunluq yaradir. Ona gora da istonilon [a;b] pargasi da kontinium
giiclii goxlugdur. Malum oldugu kimi sonlu sayda element alava etmokls vo ya
atmagqla ¢oxlugun giicii doyismir. Onda aliriq ki,istonilon (a,b)intervali, yaxud
(a, b], [b, a) yarimintervallarida kontinium giiclii coxluqlardar.

Teorem 2. Sonlu sayda ciit-ciit kasismoyan kontinium giiclii ¢oxluglarin
birlosmasi da kontinium giiclii ¢oxluqdur.
isbati: Tutaq ki, A, A,..., A, coxluglarindan har biri c giiciine malikdir,

n
AnA =3, i# ], B=[JA isaro edok. [0,1) yarimintervalin1 gétiirok vo
k=1

onu O=ay<a <a, <..<a,,<a, =1 noqtoleri ilo [, ;,¢,) (k=12,...,n)
yarimintervallarina bolok. A, ¢oxluglarindan har biri ¢ giiclii oldugundan bu
coxluglar ilo uygun (ak_l,ak]yarlmintervallarl arasinda qarsiliglt birqiymotli

uygunluq yarada bilarik.
Noticads B ¢oxlugu ilo

n

[0.1)= . [ 1.a)

-1
yarimintervallar1 arasinda qarsiligh birqiymatli uygunluq yaratmis oluruq. Bu
iISo B ¢oxlugunun kontinium giiclii ¢oxluq olmasi demokdir. Teorem isbat
olundu.

Teorem 3. Hesabi sayda ciit-ciit kasismoyan kontinium giiclii ¢oxluglarin
birlosmasi do kontinium giiclii coxluqdur.

Isbati: Tutaq ki, A, A,..., A,, .. kontinium giiclii coxluglardir.
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B:DAK, AmAj:@,i;tj,
k=1

[01) yarimintervalim 0=a,<a, <..<a, ; <&, <.. lim a, =1 noqtalori vasitasilo

Nn—o0
[a,;,a,) yarmintervallarma bolok. A vo [a, ;.8 ) k=12,.. ¢oxluglari
arasinda qarsiligh birgiymotli uygunluq yaratsaq noticado B ¢oxlugu ilo [0,1)
arasinda garsiligl birqiymatli uygunluq yaratmis olariq. Bu iso B ¢oxlugunun
kontinium giiclii olmasi demokdir. Teorem isbat olundu.
Natica 1. Biitiin hogiqgi ododlorden ibarst Z c¢oxlugu kontinium giiclii

coxluqdur.
Bu faktin dogrulugu

Z = U{lk-1k]u[-k,—k+1]}

1

TCs

barabarliyindon alinir.

Natica 2. Biitiin irrosianal adadlor ¢oxlugu kontinium giiclii coxlugdur.

Natica 3. Transendent odadlor ¢oxlugu bos deyil.

Bozi miithiim ¢oxluglarin kontinium giiclii ¢oxluq oldugunu gdstormok
ticlin [0,1] parcasina daxil olan odadlorin ikilik Kkosr soklinds yazilisindan
istifada olunur.

Hor hanst « €[0,1]odadini gotiirak. Molumdur ki, bu odadi

Lt G
2 22 2
siras1 soklinda gostara bilarik. Bunu qisa sokilda
a=0,qa0;...
soklindo yazagq. Buna « ododinin ikilik soklindo yazilisi deyilir. Burada
a,a,,05... 0 vo ya 1 giymotlorindon ala bilor. ©ksina, ikili kasr soklinds
yazilmig har bir adad [0,1] pargasina daxildir. Ona gora do ikilik kasr soklinda
yaza bilon ododlor goxlugu ilo [01] pargasindaki ododlor goxlugu
ekvivalentdirlor. [0,1] parcasina daxil olan bazi ododlorin ikilik kosr soklinds

yaziligini gostorok. Masalon,

Qy
+...+2—k+...

1=0111.., % =0,0111..., -=0,10011001..

g =0,011000... vo ya g =010111......

~N | o1

[0,1] parcasindaki odadlorin ikilik Kkosr soklinds yazilisindan istifado
edorak onu ii¢ név ¢oxluga ayira bilorik. Birinci ¢oxluga ikilik kosr soklinda
yazilisinda sonsuz sayda sifirlar vo sonsuz sayda vahidlor olan adodlori daxil
edirik. Bu ododlor irrasional adodlordir. Ikinci ¢oxluq ikilik kosr soklinda
yazilisina sonlu sayda sifirlar daxil olan odadlordir. Ugiincii ¢oxluq iso ikilik
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kosr soklinda ayrilisina sonlu sayda vahidlor daxil olan ododlordir. Bunlar
rasional odadlordir.

Teorem 4. Hor bir haddi sifir vo vahidlordon ibarat olan biitiin
ardicilliglar ¢oxlugu kontinium giiclii coxlugdur.

fsbati: Hor bir hoddi sifir vo vahidlordon ibarst olan {a,a,,...,a,...|

ardicilligma ikilik yazilist « =0,4@,..«, odadini qarsi qoyaq. Masalon
{0,0,1,0,1,...} ardicilligma qarst o =0,0101... odadini garsi qoyaq. Ikilik kosr
soklindo gostarilon odadlor g¢oxlugu ila [0,1] pargasina daxil olan odadlor
coxlugu ekvivalent oldugundan baxilan ardicilliglar g¢oxlugunun kontinium
giiclii ¢oxluq oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.

Teorem 5. Natural adadlordon toskil edilmis biitiin artan ardicilliglar
coxlugu kontinium giico malikdir.

isbati:  Tutag ki, {k;,Kp,Ks...} (k <k, <kz<..) istonilon artan
ardicilliqdir. Bu ardicilliga qarsi elo {al,az,ag...} ardicilligi qarst qoyaq Ki,
a, =ay,=..=g_ =..=1 qalan yerlords yerlogon a; hadlari iso sifirlar olsun.

Bu qayda ilo {k;,k,,...,K,...} ardicillig1 ilo hadlori yalmz sifir vo vahidlordon

ibarot olan ardicilliglar ¢oxlugu arasinda qarsiliqli birqiymotli uygunluq
yaratmig olariq. Teorem 4-o asason bu g¢oxlugun kontinium giicli ¢oxluq
oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.
Teorem 6. Biitiin natural odoadlor ardicilliglarindan ibarat olan ¢oxluq
kontinium giicliidiir.
isbati: Hor bir natural {n,,n,,...,n,...} adadlor ardicilligina artan
m =N, My=n+N,, Mg=n+N,+0Ng+...
natural odadlor ardicilligint qarst qoyaq. Onda teorem 5-o osasen bu ¢oxlugun
kontinium giiclii oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.
Teorem 7. Hoqigi adodlordan toskil edilmis biitiin ardicilliglar ¢oxlugu
kontinium giiclii ¢oxluqdur.
Isbati: &= {51,52,...,§n...} kimi isaro edok. &, €(01) oldugunu forz

edok. &, ododlarinin ikilik kasr soklinds ayrilisini gotiirok vo hor bir &
ododdins qarst artan {p;, Pis, Piz....; Natural odedlor ardicilligimi qarst qoyaq:
(P1as Przs Pagoe)
(P21 P22y o)
(P31 Pazs Pagoor)

G~
& —
&3

& simvoluna qarst dioqonal tisulu ilo {p;, Py, Piy. Pias Prps Payo} NAtural odadlor
ardicilligini qars1 qoyagq.
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Belolikls, hor bir & simvoluna bir natural ododlor ardicilligr qarst
qoyulur. ©ksina har bir natural adadlor ardicilligina qarsi bir £ simvolu qarst
goymagq olar. Naticads teorem 7-nin dogru oldugunu aliriq.

Teorem 8. [a, b] par¢asinda kosilmoyon biitiin funksiyalar ¢oxlugu
kontinium giiclii ¢oxluqdur.

isbati: Tutaq ki, {rl, My yees rn,...} [a,b] pargasina daxil olan biitiin rasional
odadlar ardicilligidir. Hor bir kasilmoaz ~ f (x) funksiyasina qarst bu funksiyanin
[rl, My ey rn,...] ardicilligmma uygun noqtalordo aldigi giymotlordon ibarat
ardicillig1 qars1 qoyaq

f(x) <> {F (), (1), F(5),.n., F(B),o0 )

Bu uygynluq qarsiligli birgiymatlidir.

Iki miixtolif kosilmoz f(X) vo g(x) funksiyalarm uygun
(), F(ry),., F(r,),.} Vo {9(r), g(N,),..., (F,),...} ardicilliglart da miixtalif olar.
Bu gayda ilo hor bir kasilmoz funksiyaya qarsi bir hagiqi adadlor ardicilligi
qarst qoymaq olar. Onda C[a, b] ¢oxlugunun giicii kontinium olan hagiqi
ododlor ardicilliglarindan diizolmis ¢oxlugun alt hissasi oldugunu aliriq.

istonilon O [a,b] iigin f(x)=6 soklindo sabit funksiyalar goxlugu
kontinium giiclii ¢oxluq oldugundan Kantor-Bernsteyn teoremo goro C[a, b]
coxlugu ilo hoagiqi ododlordon ibarot ardicilliglar c¢oxlugunun ekvivalent
oldugunu alariq. Bu iso C[a,b]-nin kontinium giiclii coxluq olmasi demokdir.
Teorem ishat olundu.

Teorem 9. [0,1] parcasinda toyin edilmis biitiin hoagiqi giymatli
funksiyalar ¢oxlugu kontiniumdan bdyiik giice malikdir.

Isbati: Bu ¢oxlugu F ilo isaro edok. ©vvalco gostorok ki, F ¢oxlugu vo
[0,1] parcasina daxil olan noqtalor ¢oxlugu ekvivalent deyildirlor. Oksini forz
edok. Forz edok ki, F ~[0,1] Tutaq Ki, ¢ F ¢oxlugu ilo [0,1] arasinda hor
hans1 qarsiliglt birqiymotli uygunluqdur. f,(x) ilo ¢ uygunlugu zamani
te [0,1] noqtasine qarst F ¢oxlugundan garst qoyulmus funksiyani isaro edok:
F(t,x) = f,(x).

F(t,x) funksiyas1 0<t<1 0<x<1 oblastinda toyin olunmus
ikidoyisonli funksiyadir.

w(X)=F(x,X)+1 gobul edok. Bu funksiya 0<x<1 parcasinda tayin
edilmis funksiyadir vo w(x) e F.

puygunlugu zamani w(x) har hansi a e [O,l] noqtasine uygundur. Onda

w(X)=F,(x) yaxud w(x)=F(a,x) olar. Bagsqa sozla istanilon Xe[O,l] ticlin
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F(x,x)+1=F(a,x) olar. Bu baraborlik iso a=x oldugda dogru deyildir. Bu
ziddiyyat gostorir ki, F coxlugu [0,1]parcasina ekvivalent deyildir.

ogor F*={sinx+c}, (0<c<1) coxluguna baxsaqg, gororik ki, F'cF
vo F'~[01] .

Bu iso F ¢oxlugunun [0,1] -coxlugundan boylk gilico malik oldugunu
gostorir. Teorem isbat olundu.

Qeyd 1. Bu teorem kontinium gilicdon daha bdyiik giiciin varligini
gOstorir. Yuxarida isbat olunmusdur ki, bos olmayan istonilon ¢oxlugun alt
coxluglar ¢oxlugunun giicii verilmis ¢oxlugdan daha boyiik giico malikdir.
Biitiin bunlar bir daha onu gostorir ki, on bdyiikk giico malik olan ¢oxluq
yoxdur.

Qeyd 2. Yuxarida hesabi giiclii vo kontinium giiclii ¢oxluglart nozardan
kegirdik vo onlarin bir ¢ox miithiim xassolorini gostordik.  Coxluqlar
nozariyyassindo on miihiim masalolordon biri do hesabi va kontinium giic
arasinda yerlogon giiciin varligi masalasidir. Osrlor boyu bu problem hall
olunmamis galmigdir. “Kontinium problemi” adlanan bu masalo 1966-c1 ildo
amerikan riyaziyatcis1 P.G.Koyen torafindon hall edilmisdir. isbat olunmusdur
Ki, coxluglar nozoriyyssinin miiasir aksiomatikasi osasinda bu problemin
miisbat halli yoxdur.

Qeyd 3. Tutag ki, M n elementdon ibarst sonlu ¢oxlugdur. T ilo bu
coxlugun biitiin alt ¢oxluglar ¢oxlugunu isara edok. T goxluguna bir bos

¢oxlug, C} sayda birelementli, C’ sayda ikielementli vo nohayat coxlugun &zii
ilo birlikds
1+CL+C2+..+CMt+CP =2"

sayda alt ¢oxluq daxildir.

Bunu nozors alaraq asagidaki torifi do vermok olar.

Torif. Ogor M c¢oxlugu u giiciine malikdirss vo onun biitiin alt
coxluglart ¢oxlugu 7 giiciino malikdirso, bu halda 7 =2*.

§ 1.4 teorem 3-o osason alariq ki, 2 > u.

Teorem 10. Hesabi vo kontinium giic arasinda asagidaki miinasibat
dogrudur: C= 22

Isbati: T ilo N natural ododlor ardicilliginin biitiin alt c¢oxluglar
coxlugunu, L ilo

0
(al,az,a3,...), a ={1

! MN.0x.KoeH. Teopna MHOXKeCTB U KOHTUHMYM runoTtesa, « Mup», 1969.
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soklinda biitiin ardicilliglar ¢oxlugunu isara edok. Onda malum teoremlora gora
T =22, L=C boraborliklori dogrudur.

istonilon N"eT elementi gotirok. N~ hor hansi natural ododlor
coxlugudur. N*-a qars1 asagidaki isulla diizolmis (al,az,a3,...) ardicilliginm
qarsi qoyaq: ogor k e N"iso a, =1, oger keN” olarsa, a, =0. Bu qaydailo T
Vo L coxluglar arasinda qarsiligli birqiymotli uygunluq yaratmis olurugq.

Naticodo T ilo N ¢oxluglarinin ekvivalent oldugunu alirng. Bu iso 2% =C
demokdir. Teorem isbat olundu.

1.6. Kantor ¢oxluqlar.

A= [0,1]par<;asma daxil olan biitiin hoqigi adadlar ¢oxluguna baxaq. 1 Vo

3
2 . . I .. . " 12
3 noqtalori vasitasilo bu pargan1 ii¢ borabar hissaya bolok Vo 33

2
'9

|

intervalin1 ataq. Qalan [0,%} ) [% ,1} parcalarini yenidon uygun olaraq

Vo Z§ noqtalori vasitasilo {i¢ borabar hissoys bolok vo (1,2} (ZEJ
99 99 99
intervallarini ataq. Daha sonra alinmis 4 pargani yenidon ii¢ borabar hissoya
bolarok orta intervallari atmaqla bu prosesi qeyri mohdud davam etdirak.

Noticada atilan intervallardan ibarat olan

GO — 0’1 U 1’2 U Z’§
3 99 99
coxlugunu vo atilmamis hissalardon ibarat olan P, = [0,1] ‘GO coxluglarini aliriq.

G, —Kantorun aciq c¢oxlugu, P, ise Kantorun miikammal c¢oxlugu
adlanir.
Bu coxluqglarin ododi xarakteristikalarin1 6yronmok fiigiin odoadin iigliik

kosr soklindo ayrilisindan istifado edocayik. ilk névbada atilan (%,%)

intervalina hansi noqtelorin diisdiiyiinii 6yranak. Aydindir ki, bu adadlarin
X=0,a;,8,,8,... (ak = 0,1,2) soklindo iigliik ayrilisinda a =1 olmalidur.

Bu intervalin {i¢ noqtalori asagidaki kimi ti¢liik ayrilislara malikdir:
1 {0,10000..._2 {0,1222...

~10,02222.."3  ]0.2000...

3
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[0,1] pargasinin digar biitiin noqtalorinin tigliik kasra ayrilisinda vergiildon
sonra birinci yerds vahid ola bilmaz.

Beloliklo, Gy ¢oxlugunun qurulmasi prosesindo birinci addimda [0,1]
pargasindan elo noqtolor atilir ki, onun {gliik ayriliginda vergiildon sonra
hokmon vahid olsun.

Analoji olaraq gostara bilarik ki, ikinci addimda elo noqtalor atilir ki,
onlarin tgliik ayrilisinda vergiildon sonra ikinci yerdo hokmon vahid olsun.
Prosesi bu gayda ilo sonsuz davam etdirdikdon sonra atilmayan yalniz o
noqtolor qalir ki, homin noqtelorin Ttglik ayrilisinda 0,a;,a,,8;,...,8,
isaralarindan heg biri vahida borabar olmasin.

Beloliklo Gy ¢oxlugu o noqtalordon ibaratdir ki, onlarin tiglik ayrilisi
vahidsiz miimkiin deyil. P, iss o noqtalorden ibarstdir ki, onlarin ayrilisina
vahidlor daxil deyildir.

Natica. Kantorun P, miikommal ¢coxlugu kontinium giico malikdir.

Dogrudan da, P, ={0,a,,a,,a,,...}, a :{2 oldugundan moalum teorema goro

Py-1n ¢ giictine malik oldugunu alirg.

[k baxisda belo goriino bilor Ki, P, ¢oxluguna yalmz atilan intervallarin

uc noqtalori daxildir. Amma uc noqtolordon ibarat olan ¢oxluq hesabi
¢oxlugdur. Ona gora do bu ¢oxluga uc noqtalordon basqa sonsuz sayda digor
noqtalor do daxildir. Masalon, uc noqtasi olmayan belo noqgtalors ayrilist

0
0,8,a,,8s,.., &, ={2

soklinda olan adadlor do daxildir, bels ki 0 vo ya 2 periodik tokrarlanmasin. Bu
xassa Kantorun By mitkommoal ¢oxlugunun bir “qoaribaliyidir”.

1.7. Coxluqlara aid misallar vJ tapsiriqlar.

1. istenilon A, B, C ¢oxluqlar iiciin asagidak1 miinasibatlori ishat

edin.
a) AUA=A
b) ANnA=A

c) An(BuC)=(AnB)U(ANC)
d) Au(BNnC)=(AuB)n(AUC)
e) (AuB)NC=(AnC)u(BNC)
) (AnB)uC=(AuC)n(BuUC)
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g) ANB=A(AB)

h) A(BIC)=(AB)U(ANC)

i) (AB)C=A(BUC)

) A(BUC)=(AB)N(AC)

k) A(BNC)=(AB)N(AC)

) AAB=(AB)U(B|A) = (AUB)(ANB)

m) (AAB)C =(AIC)A(B[C)

n)  AA(BAC) = (AAB)A(AAC)

2. AUB, AnB, AB, B|A AAB coxluglarini tapin:

) A={ -4<x<l} B={{0<x<4};
b) A={x| xz—x—2>0}, B={x| 6x—x220};

c) A:{x| sinzx=0}, B:{x| cos%zo};

) A=l ¥ +yP<th B={oy) [K+l<t:
e) A={(xy)| max(|x.ly])<1f, B={xy)| [X+]y|<1};

f) A:{(x,y)| |x|+|y|£2}, B:{(x,y)| \/(x—2)2+(y—2)2<2};

g) A= {\/x2 +y? < 2; B= {(x, y)| max(|x+]j,|y+]j )s 2}
3. Ogor A vo B coxluglarmin dekart hasili AxB = {(x, y] XeA ye B}
kimi toyin edilirso, asagidaki hallarda AxB -ni tapin:
a) A={{-2<x<1} B={y| -1<y<1};
b) A={x 0<x<1}, B=DxE, haradaki
B={y| 0<y<2},E={7] 0<z<3};
C) A={x| —oo<x<oo}, B={y sinnyzo};
d) A={{ sinm=0},B={y] —y<y<o}.
4. Natural adadlor ¢coxlugu ilo tok odadlor arasinda garsiligh birqiymatli
uygunluq yaradn.
5. [0,1] Vo [7 ,15] parcalar1 arasinda qarsiliqli birqiymatli uygunluq
yaradin.
6. Miistovi tizorinds rasional koordinantlara malik tops noqtalori olan
ticbucaglar coxlugunun hesabi ¢oxluq oldugunu gostorin.

7. Radiusu vo morkozinin koordinantlar: rasional adoadlor olan g¢evralor
coxlugunun hesabi ¢oxluq oldugunu gostorin.
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8. Isbat edin ki, natural odadlordon ibarat olan stasionar ardicilliglar
coxlugu hesabidir.

9. Gostorin Ki, agar diiz xott tizarinds yerlogon E ¢oxlugunun istanilon
iki noqtosi arasinda mosafo birdon boyiik iss, onda E ¢oxlugu sonlu va ya
hesabidir.

Gostaris: Diiz xotti 0, £1, £2, +3,... noqtalori ilo hissalora bolmok
lazimdir.

10. (0,1) vo (—o,0) pargalar1 arasinda qarsiliqli birqiymotli uygunluq
yaradin.

Gostaris: x =ctg #t funksiyasindan istifads edin.

11. [a, b] parcasini biitiin adod oxuna qarsiligh birgiymatli inikas etdiran
kasilmoz funksiya vardirmi?

Gostoris:  Yox. Kosilmoz funksiyanin xassolorindan istifado edib
osaslandirin.

12. [a,b] parcasim [0,1]U[3,4] coxluguna qarsiligh birgiymatli inikas
etdiron kasilmoz funksiya ola bilormi?

Gostoris:  Yox. Pargada kosilmaz funksiyanin araliq qiymotlori almasi
haqqinda teoremdon istifads edin.

13. Miistovi lizorinds E ¢oxlugunun ixtiyari iki noqtesi arasindaki
mosafo a -dan boyiik olarsa (a -miisbat odaddir), onda E g¢oxlugunun an
¢oxu hesabi oldugunu gostarin.

a
J2
vasitasilo hesabi sayda kvadratlara boliin va 7-ci misaldan istifads edin.

14. Hoqiqi odadlordon diizelmis biitiin stasionar ardicilliglarin kontinium
giiclii oldugunu gostarin.

15. Hoagiqi amsall1 biitiin ¢oxhadlilor goxlugunun kontinium giiclii ¢oxluq
oldugunu gostarin.

16. [a,b] parcasinda kesilmaz olan funksiyalardan ibarot ardicilliglar
coxlugunun giiclinii tayin edin.

17. isbat edin ki, ogor E miistovi iizorindo geyri-hesabi c¢oxluqdursa,
onda markazi koordinant baslangicinda yerloson elo daira vardir ki, E -nin
geyri-hesabi sayda elementini 6ziinds saxlayir.

Gostoris: Miistovini aralarindaki mosafa olan x=c vo y=d xatlori
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Il FOSIL

9DOD OXU UZORINDD QAPALI VO ACIQ COXLUQLAR

2.1. Limit noqtasi anlayisi. Bolsano-Veyerstrass teoremi.

Torif 1. Tutaq ki, E diiz xatt {izorinds néqtovi ¢oxluqdur. Ogar X,
noqtasini 6z daxilinds saxlayan istanilon intervala E c¢oxlugunun X, -dan fargli
he¢ olmazsa bir noqtesi daxil olarsa, onda X, noqtesine E ¢oxlugunun limit
noqtasi deyilir.

Qeyd edak ki, X, ndqtasi 6zii E c¢oxluguna daxil olada bilar, olmaya da
bilor. ©gor X, noqtesi E coxluguna daxildirss, amma onun limit ndqtosi
deyilso, onda X;-a E c¢oxlugunun izols edilmis noqtasi deyilir.

Gostora bilorik ki, agar X, noqtesi E ¢oxlugunun limit noqtasidirss,
onda bu ndqteni 6z daxilindo saxlayan istonilon (a,f) intervalma E
coxlugunun sonsuz sayda noqtolori daxildir. Oksini forz edok. Tutaq ki, X,
noqtasini 6z daxilinds saxlayan («, ) intervalina E ¢oxlugunun sonlu sayda
noqtalori daxildir; X, -dan forqli olan bu noqtalori &,&,,..., &, isara edok

& =min{[xo — &, [Xo = &l Xo = Enls Xo — @, B—%o gotiirok Vo
(Xo—0, Xo +0) intervalina baxaq. Gortindiyt kimi &,&,,...,&, noqtalorinden
heg¢ biri bu intervala daxil deyildir. (X,—0, X, +0)c(a,f) oldugundan bu
intervala iimumiyystlo E c¢oxlugunun X,-dan forqli he¢ bir ndqtesi daxil
olmur. Bu isa X, ndqtasinin E ¢oxlugunun limit ndqtasi olmasi sartinas ziddir.

Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. X, ndqtesinin E ¢oxlugunun limit nqtasi olmasi {iglin zaruri

vo kafi sort E c¢oxlugunun mixtslif elementlorindan ibarot olan vo X, -a
yigilan X;,X,,..., X, ... ardicilligimin olmasidir. Yani lim x, =X, .

n—
Isbati: Sortin Kkafiliyi bilavasito ardicilligin limitinin torifindon ¢ixur.
Yoni limx,=X, varsa, onda X,-mn istonilon otrafinda sonsuz sayda X,

N—o0

elementlori vardir.
Sartin zoruriliyini gostorak. Tutaq ki, X, E coxlugunun limit noqtasidir.

Onda (X, -1, X, +1) intervalindan X,-dan forgli x; ndqtosi se¢o bilarik. Eyni
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gayda ilo (XO—%, x0+%j intervalindan E ¢oxluguna daxil olan, X, Vo x, -

don forgli X, € E noqtesi sego bilorik. n-ci addimda (xo—l,xo+1j
n n

intervalindan X, X;, X,,..., X,y noqtolorindon forgli X, noqtesi sego bilarik.
Prosesi sonsuz davam etdirdikde noticade E ¢oxlugundan lim x, =X, sortini
n—o0

doyan {x, | ardicillign ayira bilorik. Teorem isbat olundu.

Bu teorems asaslanaraq limit noqtasinin torifini asagidaki kimi do vera
bilorik:

Torif 2. ©gar E ¢oxlugundan X, noqtasine yigilan miixtolif noqtolordon
ibarat X, Xj,...,Xp,... ardicilligt ayirmaq olarsa, onda X,—a E g¢oxlugunun limit
noqtasi deyilir.

Asagidaki teorem hansi ¢oxluglarin limit noqtesine malik oldugunu
gostarir.

Teorem 2. (Bolsano-Veyerstrass). Hor bir sonsuz mohdud ¢oxlugun heg
olmazsa bir limit noqtasi vardir (bu limit néqtasi ¢oxlugun 6ziine daxil ola da
bilor, olmayada bilor).

Isbati: E ¢oxlugu mohdud oldugundan elo [a, b] parcast vardir ki,
E c[ab]

C=a%b gobul edok va [a,c], [C,b] pargalarina baxaq. Bu pargalardan

he¢ olmazsa birino E ¢oxlugunun sonsuz sayda noqtslori daxildir. Homin
algbl gobul edorok [ag,¢,], [c,.by]

pargalarindan E g¢oxlugunun sonsuz sayda noqtalorini 6ziinds saxlayan pargani
[a,,b, ] ilo isaro edok.

Prosesi bu gayda ilo davam etdirmaklo har biri E ¢oxlugunun sonsuz
sayda noqtalorini 6ziinda saxlayan bir-birina daxil olan sonsuz sayda

[a,b]o[a,b ]2 [a,.b,]o .. o]a,,b,]> ...

parcalar ardicilligin alariq.

pargant [al,bl] ilo isara edok. ¢, =

b, -a, :bz_—na oldugu t¢ilin N—>oco sortinde parcalarin  uzunluqlar

b, —a, = 0. Bir-birino daxil olan parcalar prinsipino géro bu pargalarmn

hamisina daxil olan yegana X, ndqtesi vardir, bels ki, lima, =Ilimb, =x,.
N—o0 N—o0

Gostarok ki, X, noqtesi E coxlugunun limit noqtesidir. Bu mogsadls X,
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noqtesini 6z daxilindo saxlayan (&, ) intervalimi gotiirok. Aydindir ki, Nn-in
kifayat godor boyiik giymatlorinds [an,bn]c (a,f) olar. Buradan aliriq ki,
(a, B) intervalinda E g¢oxlugunun sonsuz sayda noqtolori vardir. Bu isa X, -1n

limit noqtasi oldugunu gostarir. Teorem isbat olundu.

Qeyd. Teoremds E ¢oxlugunun moahdud olmasi miihiim sartdir. Bu sort
0donmazsa, teoremin hokmii dogru olmaz. Masalon natural adadlor ¢oxluguna
baxaq. Bu ¢oxluq sonsuzdur, amma mohdud deyil. Bu ¢oxlugun he¢ bir limit
noqtasi yoxdur.

Bolsano-Veyerstrass teoremini asagidaki kimi do ifads etmak olar.

Teorem 2°. Hor bir mohdud X35 X9 yeeey Xpyyee. - ardicilligindan  yigilan

Xy » X 1000 Xy oo (nl <n, <..<n < ) altardicilliq ayirmaq olar.

2.2. Qapali coxluqlar. 9sas teoremlor.

Owvalca ¢oxlugun limit noqtesi anlayigi ilo sax bagli olan asagidaki
anlayiglarin torifini verak.

Tarif. Tutag ki, E ndqtavi ¢oxluqdur.

1. E ¢oxlugunun biitiin limit néqtalori goxluguna E ¢oxlugunun téroma
coxlugu deyilir vo E'kimi isars edilir.

2. Ogor E' c Eolarsa, E ¢oxluguna gapali goxluq deyilir.

3. Ogar E c E'olarsa, E goxluguna 6ziindo six ¢oxluq deyilir.

4. Ogor E =E'olarsa, E ¢oxluguna miikkommoal ¢oxluq deyilir.

5. EUE'coxluguna E goxlugunun gqapanmasi deyilir vo E kimi isaro
olunur.

Bu torifdon goriiniir ki, ¢oxluq o zaman qapali adlanir ki, o biitiin limit
noqtalorini 6z daxilinde saxlasin. Oziindo six ¢oxlugun heg bir izolo edilmis
ndqtesi yoxdur. Miitkammal ¢oxluq qapali vo 6ziinds six ¢oxluqdur.

Misallar baxaq:

11 1
1. E= {1,5,5,...,5,..}, E'= {0} Coxluq qapalidir, amma 6ziinds six deyil.

2. E= (a, b), E'= [a, b]. Coxluq 6ziinda sixdir, amma gapali deyildir.

3. E=[a,b] E'=[a,b] Coxlug mikemmal goxluqdur.

4. E=Z, E'=Z, bu onu gostorir ki, biitiin hagiqi ododlor ¢oxlugu
miikommal ¢oxlugdur.

5. Ez{l,%,%,...,%,...,O}, E'={0}; Coxluq qgapalidir, amma 06ziindo six

deyil.

33



6. E=Q (biitiin rasional ododlor ¢oxlugu). E'=Z; Coxluq 6ziinds

sixdir, amma qapali deyil.
7. E=J, E'= yanibos ¢oxluq mikommoaldir.
8. E-hor hansi sonlu ¢oxluqdur. Aydindir ki, E'=. Aliriq ki, sonlu
¢oxluq qapalidir, amma 6ziinds six deyil.
Indi iso qapali ¢oxluglar haqqinda asagidaki teoremlori isbat edok.
Teorem 1. Istonilon noqtavi ¢oxlugun téroms ¢oxlugu qapalidir.
Isbati. ©gor E = & olarsa, bu halda E' = & vo goxluq gapali olar.
Tutaq ki, E'#J vo X, noqtesi E' —¢oxlugunun limit ndqtesidir.
Gostarok ki, X, € E'. x, noqtesini 6z daxilinde saxlayan ixtiyari (e, f)

intervalin1 gotiirok. Limit ndqtasinin torifina gora bu intervalda Z € E' nogtesi
vardir.

Onda aliriq ki, (@, ) interval verilmis E c¢oxlugunun limit ndqtosini
6z daxilindo saxlayir. Bu halda (&, f) intervali daxilindo E ¢oxlugunun
sonsuz sayda noqtesi oldugunu alariq. Beloliklo aliriq ki, X, ndqtesini 6z
daxilinds saxlayan har bir interval E g¢oxlugunun sonsuz sayda noqtosini 6z
daxilinds saxlayir. Demali X, noqtesi E ¢oxlugunun limit ndqtasidir, yoni

%o € E'. Aliriq ki, E' ¢oxlugu biitiin limit ndqtolorini 6z daxilindo saxlayir vo

qapalidir. Teorem isbat olundu.
Teorem 2. Ogor Ac B iso, onda A'c B’ dogrudur.

Isbati: X, € A" ndqtesi A coxlugunun limit ndqtesidirss, onda o eyni

zamanda B g¢oxlugunun da limit noqtasidir vo demali X, € B', yani A'cB'.
Teorem ishat olundu.

Teorem 3. Istonilon A vo B coxluglan iigiin (AUB) =A'UB’

dogrudur.
Isbati: Teorem 2-ys osason Ac AUB, Bc AUB miinasibatlorindon

Ac (AU B)’ , B'c (AU B)' alirq.
Buradan A'UB’ < (AUB).
indi iso (AU B)’ =A'UB' oldugunu gostorok.
X, € (AU B), gotiirok. Onda AUB ¢oxlugundan r!m X, = X sortini 6dayan

miixtolif X;,X,,...,X,... noqtalor ardicilligi ayirmaq olar. X, noqtolorindan
sonsuz saydast A-ya daxil oldugda x, € A'c A'UB’, sonsuz saydasi B -y

34



daxil oldugda iso X, € B'c A'UB'. Noticodo X, € A'UB', (AUB) c A'UB'

alariq. Buradan (AUB) = A'UB' olmas1 alimir. Teorem isbat olundu.

Natica 1. Istonilon E ¢oxlugunun E gapanmasi qapali ¢oxluqdur.
Dogrudan da

E) =(EUE) =(EUE) cE'U(E) cE'UE'=E'cE,
yani (E)’ —E vo E qapalidir.

Natica 2. E coxlugunun qapali olmasi iiciin zoruri vo kafi sort E = E
olmasidir.

Teorem 4. Sonlu sayda gqapali ¢oxluglarin birlosmosi do qapali
coxluqgdur.

Isbati: Teoremi ®=FUF, hali {igiin isbat edok. Teorem 3-o osason
®'=F'UF,. Eyni zamanda F/c F, F, < F,oldugundan ®' — ® aliriq, yoni
F, UF, qapalidir. Teorem ishat olundu.

Umumi halda teoremi riyazi induksiya iisulu ilo ishat etmak olar.
Qeyd. Sonsuz sayda qapali goxluglarin birlosmasi qapili olmaya da bilar.

1
Dogrudan da F, :[H’l} (n=l,2,3,...) coxluglarindan hor biri qapali

¢oxlugdur, amma onlarin birlogsmasi
0, ~(J 4]0
n=1 n=1 N
qapali ¢oxluq deyildir.
Teorem 5. Ixtiyari sayda qapali g¢oxluglarn kosismosi do qapali
coxluqgdur.
isbati: Tutaq ki, F, coxluglart gapali goxluglardir. ® =("|F, isaro edok.
k

Onda istonilon Kk dicin ®cF,_ olar. Buradan ®'cF/, naticado
Q' (R =D, @' <P, yoni ® gapalidir. Teorem isbat olundu.
k

Torif. Tutag ki, E hor hans1 noqtalor ¢oxlugu, @ iSs har hansi intervallar
sistemidir. ©gar istonilon X€ E noqtasi iligiin elo d € @ intervali varsa ki,
Xeod olsun, bu halda deyirlor ki, E ¢oxlugu « intervallar sistemi ilo
ortiilmiisdiir.

Asagidaki miithiim teorem dogrudur:

Teorem 6 (E.Borel). ©gor qapali mohdud E ¢oxlugunu intervallarin
sonsuz o sistemi vasitasilo 6rtmok olarsa, onda bu intervallar sistemindon E

¢oxlugunu 6rton sonlu @ sistemini ayirmagq olar.
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Qeyd. ©gor E ¢oxlugunun mohdudlugu va ya qapaliligi sortlarini atsaq,
teoremin hokmii dogru olmaz. Masalon, N natural adadlor ¢oxlugu gapalidir,
amma mohdud deyildir.

a)z(n—l,mlj (n=123..)
3 3

intervallar sistemi N coxlugunu ortiir. @ sisteminin hor bir intervali N
coxlugunun yalniz bir ndqtosini Ortiir. @ sisteminin he¢ bir sonlu sistem
sonsuz N ¢oxlugunu tam orts bilmoz. Demali, ¢oxlugun mohdudlugu miihiim
sortdir.

: 11
Indi iso E:{l’i’é’“} coxlugunu gotirok. Bu ¢oxluq moahduddur,
amma qapali deyil.
o o+l 2043 |
2n(n+1) '2n(n+1) )|

intervallar sistemi E ¢oxlugunu ortiir, bela ki, bu sistemin har bir intervali E
coxlugunun yalniz bir noqtasini ortiir. Bu sistemin heg¢ bir sonlu sistemi E
coxlugunu orta bilmaz.

Bu misallar ¢oxlugun mohdudlugu va qapaliligi sortlorinin miihiim, vacib
sortlor oldugunu gostorir.

2.3. Daxili noqts anlayisi. A¢iq ¢oxluqglar.

Torif 1. Ogor X, noqtesini 6z daxilinde saxlayan elo (@, ) intervali
varsa ki, tamamilo E c¢oxluguna daxil olsun, bu halda X, noqtesino E

coxlugunun daxili ndqtasi deyilir. X, € (o, f) cE.
Torifdon aydin goriiniir ki, ¢oxlugun daxili noqtesi ¢oxlugun &ziino
daxildir (hoamda miiayyan otrafi ilo birlikds).
Torif 2. ©gor E ¢oxlugunun biitiin ndqtalori daxili noqgtolor olarsa,
onda E agiq ¢oxluq adlanir.
Misallara baxaq:
1) Hor bir (a,b) intervali agiq ¢oxluqdur.
2) Biitiin hogiqi adadlor ¢oxlugu Z agiq ¢oxluqdur.
3) Bos ¢oxluq G agiq ¢oxlugdur.
4) [a, b] parcast agiq coxluq deyildir, ¢linki onun uc ndqtalori daxili
noqtalor deyildir.
Asagidaki asas teoremlor dogrudur.
Teorem 1. Istonilon sayda agiq coxluglarin birlosmasi do ac1q ¢oxlugdur.
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Isbati: Tutaq ki, G,,G,,...,G,,,... ag1q coxluglardir. G =UGk isaro edok.
K

X €G noqtesi gotiirok. Onda miisyyan K, iigin X, €G olar. Gy aciq
coxluq oldugundan els (@, f) intervali vardir ki, X, € (&, f) Gy, - Onda eyni

zamanda X, € (o, ) € G olar. Bu onu gostarir ki, X, noqtesi G ¢oxlugunun
daxili noqtesidir. X, G coxlugunun ixtiyari ndqtosi oldugundan G -nin agiq
¢oxluq oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.

Natica. ©gar har hansi ¢oxluq istonilon sayda intervallarin birlogsmasi
soklindo gostarilo bilirss, onda homin ¢oxluq agiq goxluqdur. Basqa s6zlo

ixtiyari sayda intervallarin birlosmasindan ibarat ¢oxluq a¢iq ¢oxluqdur.
Teorem 2. Sonlu sayda a¢iq ¢oxluglarin kasismasi ds aciq ¢oxluqdur.

n
Isbati: Tutaq ki, G;,G,,...,G,,... aciq coxluqlardur. PzﬂGk isaro edok.
k=1
Gostarak ki, G agiq goxluqdur. X, € P gotiirok. Onda istonilon k=12,...,n iigiin
X, €G, vaelo (¢, f) k=12,..,n intervallr1 vardir ki, X, € (e, f) <Gy .
a=mXay,ay,....a,), f=min(p,B,,..5,) isaro edok. Bu halda
Xy € (e, f) P, yani x, noqtesi P goxlugunun daxili ndqtesidir. Demali, P

aciq ¢oxluqdur.
Qeyd. Sonsuz sayda a¢iq ¢oxluglarin kasismasi agiq olmayada bilar.
11
Masalon, G, :(—H,Hj, n=123,... c¢oxluglarindan har biri agiq

¢oxlugdur, amma onlarin kesismesi olan [)G, ={0} coxluga aciq coxluq
n=1
deyilir.
Torif 3. Tutaq ki, E vo S iki ndqtovi ¢oxlugdur. ©9gor E S olarsa,

onda S|E ¢oxluguna E coxlugunun S ¢oxluguna godor tamamlayict ¢oxlugu
deyilir vo CgE kimi isaro edilir. Xiisusi halda S=2Z :(—oo,oo) olarsa, onda

tamamlayici ¢oxluq CE kimi isars olunur.

Tamamlayict ¢oxluq anlayisindan istifado etmoklo gapali vo agiq
coxluglar arasinda olagoni miioyyon etmok olar. Bu olage asagidaki teorem
vasitosi ilo ifads olunur.

Teorem 3. ©gor G aciq ¢oxluq iso, onda onun tamamlayict ¢oxlugu
CG gapali ¢oxlugdur.

Isbati: X, €G noqtosi gotiirok. Onda elo (,f) intervali vardir ki,
¥ €(a,f)cG. Bu intervala CG ¢oxlugunun heg bir ndqtasi daxil deyildir, ona
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gora do Xynoqtasi CG ¢oxlugunun limit noqtesi ola bilmaz. Eloco do CG

coxlugunun limit noqtosi olan noqto G ¢oxluguna daxil ola bilmoz.

Buradan alimir ki, CG ¢oxlugunun biitiin limit noqtalori 6ziina daxildir.
Yoni CG ¢oxlugu gapali coxluqdur. Teorem isbat olundu.

Teorem 4. Ogor F coxlugu qapali is9, onda onun tamamlayict ¢oxlugu
CF a¢iq ¢oxlugdur.

Isbati: X, € CF noqtosi gotiirok. Onda X, noqtesi F goxlugunun limit
noqtesi ola bilmoz vo elo (&, f) interval vardir ki, X, €(e,f), amma F
coxlugunun X,-dan forqli heg bir bagsqa noqtasi bu intervala daxil deyildir. X,
noqtesi F -0 daxil olmadigindan (&, f) intervalinda F ¢oxlugunun heg bir
noqtesi yoxdur vo (a, ) cCF . Demali x, CF ¢oxlugunun daxili néqtesidir

va CF aciq ¢oxlugdur. Teorem ishat olundu.

Qeyd edok ki ,biitiin haqigi odadlor ¢oxlugu va bos g¢oxluq qarsiligl
tamamlayict ¢oxluqlardir vo eyni zamanda hom agiq, ham do gapal
coxluglardir.

Asanligla gormoak olar ki, G agiq ¢oxlugdursa va [a, b] onu 6z daxilindo
saxlayan parga iso onda [a,b] ‘G gapali ¢oxlugdur. Elocods, F gapali

coxluqdursa vo (a,b) onu 6z daxilinds saxlayan interval iss, onda (a,b)|F

ac1q coxluqdur.
Bu tokliflorin dogrulugu

[a,b] |G =[a,b]Ce
V3
(a,b) ‘F =(a,b)NCF
eyniliklorindan alinir.
Oksina, ogor F qapali coxluq vo F € [a, b] iso, onda (a,b) ‘F coxlugu
timumiyyatlo agiq ¢oxluq deyildir. Moasalon, F = [0,1], [a, b]z [0,2] olarsa, bu
halda [0,2] ‘[0,1]= (1,2]. (1,2] yarimintervali iso agiq deyildir.

Qeyd. Tutaq ki, E bos olmayan mohdud ¢oxlugdur a=inf E, b=supE
isaro edok. S = [a, b] E coxlugun 6z daxilinds saxlayan an kigik parca adlanir.

Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 5. Ogor S gapali mohdud F ¢oxlugunu 6z daxilindo saxlayan

on kicik parca iso, onda C F = [a, b] ‘F coxlugu aciq ¢oxlugdur.
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Isbati: Teoremin dogrulugunu gdstormok iigiin CgF = (a, b)mCF
oldugunu géstarmok kifayatdir.

Tutaq ki, X,€CsE. Bu o demokdir ki, X, e[a,bl X,eF. x,eF
oldugundan X, #a, X, #b. Demali X, € (a, b). Bundan bagqa X, €CF , ona gora
do CsFc(a,b)nCF. Tarsino, ogor X,€(a,b)nF olarsa, ae(ab)cS,
X,cF . yeni X, €CsF olar. Yeni (ab)nCFcC,F. Naticoda

CsF =(a,b)nCE. Buradan iso C4F -in agiq ¢oxluq oldugunu aliriq. Teorem
isbat olundu.

2.4. Aci1q va gqapah coxluglarin
qurulusu haqqinda teoremlar.

Tarif 1. Tutaq ki, G aciq goxlugdur. Ogor (a,b) intervali G ¢oxluguna
daxil isa, amma uc noqtalori bu ¢oxluga daxil deyildirss, yani (a,b) G,

acG, beG iso onda bu intervala G coxlugunun toskiledici intervali deyilir.
Teorem 1. Ogor G bos olmayan hor hansi agiq ¢oxluq iso, onda
¢oxlugun har bir ndqtasi onun bir togkiledici intervalina daxildir.
Isbat1: Tutaq ki, X, €G. Onda F = [XO,OO)mCG coxlugu gapali vo bos
olmayan ¢oxluq olur. F ¢oxlugu asigidan X, noqtasi ilo mohduddur. Ona géro

do F ¢oxlugunun doqiq asagi sorhoddi vardir. g=inf F. Onda X, < u olar.
F qapali ¢oxluq oldugundan g€ F olar. X, €G oldugundan XOEF &)
demoli, X, <4 olmahdir. e F = [Xo,oo)ﬁCG olmasindan ,uéG olur. Onda

[XO, ,u)C G alariq. Oks halda elo Y € [XO, y) noqtosi vardir ki, yé G olar.
Onda YeF vo y<u olur. Buisa u adodinin toyinino ziddir. Beloliklo, elo 1
odadi var ki,
1) X<u, 2) peG, 3)[x,u)cG
olur.
Q=(~o0,%]NCG gotiirsok vo A =5supQ isaro etsok, onda
1) A<X%, 2) 4eG, 3)(Ax]cG
olar.
Beloliklo, (4,4) intervali X, €G noqtesini 6z daxilindo saxlayan
toskiledici interval olar.
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Teorem 2. Tutaq ki, (4, ) va (0,7) eyni bir agiq ¢oxlugun toskiledici
intervallaridir. Onda bu intervallar ya kasismirlar, ya da {ist-iisto diistirlar.
Isbati:  Tutag ki, (4,u) vo (o,7) intervallart kesisirlor:

Xe (A, 1) N (o,7) gotiirok, onda A< X<y, o<X<t olar. Burada 7 < u
forz etsok, onda 7 € (4, ) olar. Bu isa 7€ G olmasma ziddir. Demali, UST

olmalidir. <7 olmasi isoa t €(0,7) olmast demokdir. ,uéG oldugundan
7 < u olmalidir. Demoli, 7 = . Eyni gqayda ilo o = A4 oldugunuda ala bilorik.

Belaliklo, (4, &) va (o, 7) intervallar kasisirsa, onda onlar iist-iisto diisiirlor.

Natica. A¢iq mohdud ¢oxlugun toskiledici intervallarinin say1 an g¢oxu
hesabidir.

Dogrudan da, har bir toskiledici intervaldan bir rasional adod gotiirsok va
rasional odadlorin on ¢oxu hesabi sayda oldugunu noazors alsag, teskiledici
intervallarin sayinin an ¢oxu hesabi oldugunu alariq.

Teorem 3. Hor bir bos olmayan a¢iq mohdud G ¢oxlugu sonlu vo ya
hesabi sayda ciit-ciit kosismoayan toskiledici intervallarin birlogmasindon
ibaratdir:

G :ij(ﬂknuk) (/IkéG’ ﬂkéG)-

Bu teorem odod oxu iizorindo Yyerloson biitiin agiq ¢oxluglar tigiin
dogrudur.

Indi iso gapali F ¢oxlugunun qurulusunu dyranok.

Tutaq ki, S gapali F ¢oxlugunu 6z daxilinds saxlayan on kigik pargadir.
Onda CqF tamamlayici ¢oxluq agiq olur, CgF = S|F :

Teorem 4. Bos olmayan har bir qapalt mohdud F c¢oxlugu ya parcadir,
ya da miisyyon bir par¢adan sonlu va ya hesabi sayda ciit-ciit kasigmayan vo uc

noqtalori F ¢oxluguna daxil olan intervallarin atilmasi ilo alinir.
Isbati: Teorem 3-o osason

CsF=U(k. 1) (/IkéCsFl ﬂkéCsF)
k
olar. ©gar A = (A, 14 isaro etsok CsF ={JA  olar. Onda A, €F, y €F
k

vo F=S|JA. olar. Bu iso teoremin dogru oldugunu gostorir.
k

Molumdur ki, har bir mitkommal ¢oxluq gapalidir vo onun izolo edilmis
noqtalori yoxdur.

Miikommal ¢oxlugun qurulusu hagqinda asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 5. Hor bir bos olmayan miikommal ¢oxluq ya pargadir, ya da
miioyyan bir pargadan ortaq uc noqtalori olmayan va par¢anin uc noqtalari ilo
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list-listo diismayan sonlu vo ya hesabi sayda ciit-ciit kosismoyon intervallari
atmagqla alinir.

Yuxarida geyd etmisdik ki, Kantorun .. miikkommal ¢oxlugu kontinium
giico malikdir. Isbat olunmusdur ki, bu biitiin miikommol coxluglara xas olan
bir xassadir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 6. Bos olmayan hor bir mitkkommal ¢oxluq kontinium giico
malikdir.

Teorem 7. (Q.Kantor-i.Bendikson). Hesabi olmayan hor bir sonsuz
gapali E coxlugunu E=PUA soklindo gostormok olar. Burada P
miitkommoal ¢oxlug, A iso an ¢oxu hesabi ¢oxluqdur.

Bu teoremdon natico olaraq alinir ki, hesabi olmayan hor bir qapali
sonsuz ¢oxluq kontinium giico malikdir.

2.5. Qapal vo aciq coxluqglara aid masalalor.

1. [a, b] parcasinda verilmis f(X) funksiyas: ii¢iin f(X)>a sortini

odayan noqtalor ¢oxlugunun qapali oldugunu gostorir (« - istonilon haqiqi
ododdir).

2. Isbat edin ki, hor bir gapali ¢oxluq hesabi sayda agiq coxluqglarin
kasismosindon ibaratdir.

3. Gostorin ki, haqiqi ox {izorindo ortaq noqtolori olmayan pargalar
coxlugu an ¢oxu hesabidir.

4. Isbat edin ki, [a, b] parcasinda verilmis f(X) funksiyas1 iigiin
R[f(X)Za] Vo R[f (x) < a] coxluglar1 qapali olarsa, onda f(X) kasilmoz
funksiyadir, « - istonilon hagiqi adoddir.

5. Tutaq ki, fy(X) [0] parcasinda qeyd olunmus kesilmoz funksiyadir.
Isbat edin ki, [0,1] pargasinda kasilmoz olan vo f(X) < fy(X) sortini 6doyan
biitiin funksiyalar ¢oxlugu E qapali ¢oxlugdur.

Gostarig: Hor hans1 p e E' funksiyasi gotiirok. Onda elo {fn} kosilmoaz
funksiyalar ardicilligi vardir ki, (p(x)=r|]i_r>T01O f,(x). V Xe[O,l] Vo istonilon n

ticiin f,(X) < fy(X) oldugundan ¢(X) < fy(X) alarg, yoni @ € E Demoli, E
qapalidir.
6. Tutaq ki, miistovi iizerinde radiuslari I <r, <I3 <..<r, <... sortini

0doyan konsentrik g¢evralor verilmisdir. Bu g¢evralorin birlogsmoasindon ibarat
coxluq qapalidirmi?
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Gostaris: Ogor 1;,0,,...,I,,... ardicilligt qeyri mohdud iss, onda bu

cevralarin birlosmasindan ibarst ¢oxluq qapali, agar mohdud iss onda qapali
deyildir. Ardicilliq mohdud oldugu halda bu ¢evrali radiusu a=Ilimr, olan

nN—o0
¢evra alava olunarsa, onda baxilan gevralarin gapanmasini almagq olar.

7. Miistovi lizoinds radiuslart I <r, <r;<..<r, <... olan qapali dairolor
ardicillig1 verilmisdir. Bunlarin birlogsmasi qapalidirmi1? Bu ¢oxluq a¢iqdirmi?
Gostaris: Ogor limr, =+ olarsa, onda birlosmo biitiin miistavidon

n—o0

ibarat olur vo ¢oxluq qapalidir. Ogor limr, =a<o olarsa, birlosmo ¢oxlug

n—oo

gapal1 deyil. Har iki halda bu ¢oxluq eyni zamanda a¢iq ¢oxluqdur.

8. Tutaq ki, f(x) [a,b] parcasinda kesilmoz funksiyadir. E, ilo [a,b]
parcasinin N< f(X)<n+1 n=123,...sortini ddoyan ndqtalori coxlugunu isaro
edok. Gostarok ki, aded oxu iizerinde E,UE;UE;U..UE, ;uU.. qapal
coxluqgdur.

Gostoris: E, coxluglarndan hor biri qapali ¢oxluqdur. f(X) parcada
f(X)| <N, xe [a, b] ligtin.
Onda aliriq ki, n>N f{igiin biitin E,-ls r bos ¢oxlugdur, E, =<, n>N

kasilmaz oldugundan elo N natural adadi vardir ki,

tiglin. Ona gors do E; WE; UE; U... ¢coxlugu sonlu sayda bos olmayan qapali
coxluglarin birlogmasi olar. Bu isa gapali goxlugdur.
9. Isbat edin ki, [a, b] parcasini iki bos olmayan kasismoyon qapali

coxluglarin birlogmoasi soklinds géstarmok olmaz.

Gostoris:  Oksini  forz edok. Forz edok ki, [a,b]=Fu®,
F+0, @+, FNn®=J F vo ®qapalidir.

F vo @ hor ikisi gapali, bos olmayan asagidan mohdud goxluglar
oldugundan onlarin an kigik ndqtasi vardir.

Tutaq ki, a F ¢oxlugunun on kigik noqtesi, C iso @ -in on kigik
noqtesidir. Onda F n® =< oldugu iiciin ¢ >a olar. Bu halda [a, C]c F olar.
Buradan goriiniir ki, Ce F c ®. Bu iso F < ® = olmasi sortins ziddir.
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111 FOSIL
OLCULON COXLUQLAR

3.1. A¢iq mdhdud coxlugun ol¢iisii.

Hoaqiqi doayisonli funksiyalar nazariyyasinds parganin uzunlugu, miistavi
fiqurun sahosi, foza fiqurlarinin hacmi anlayislarinin  imumilosmasi olan
noqtovi ¢oxluqlarin OSlgiisii anlayist mithiim shamiyysto malikdir. Noqtovi
coxluglarin Olglisii anlayis1 gorkomli fransiz riyaziyyatcist Anri Puankareyo
moxsusdur. Ovvalca on sado qurulusa malik olan agiq ¢oxluglarin Olgiisii
anlayist ilo tanis olaq.

Torif 1. Diiz xott tizorinds (a,b) intervalin dlgiisii dedikdo b—a forqi
basa diisiiliir vo

m(a,b)=b—-a
kimi isars edilir. Aydindir ki, m(a,b) >0 .

Lemma. ©gor A intervali daxilinds bir-biri ilo kasismoyan sonlu sayda

0y,0,,...,6, intervallar yerlasorss, onda

n

> ms, <mA

k=1
dogrudur.

Isbati: Tutaq ki, A=(AB), 6, =(a.b,), (k=12,...,n).Bu intervallarin sol
uc noqtolorinin artma sirasinda diiziildiiyiinii forz edok, yoni g <a, <...<a, .

Bu halda b, <&, (k=12,...,n-1) olmalidir. Oks halda &, va J,, intervallari
kasisardi.
Aydindir ki,
q :(B_bn)+(an _bn—1)+'"+(a2 _b1)+(a1_A) >0.

n n
Onda mA = > mé, +q miinasibatindon ) mg, <mA oldugunu aliriq.
k=1 k=1
Lemma isbat olundu.
Tarif 2. Bos olmayan agiq mahdud G ¢oxlugunu mG 6l¢iisii onun biitiin

S, toskiledici intervallarinin uzunluglari comina deyilir: mG =) mé. {5k}
k

intervallar ¢goxlugu sonlu vo ya hesabi ola bilar.

Ogor G bos ¢oxluq olarsa, bu halda mG =0 gobul edilir.

Ogor A G acgiq c¢oxlugunu 6z daxilino alan interval olarsa, onda
mG<mA .

Kantorun agiq ¢coxlugunun 6l¢iisiinii tapaq:
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Molum oldugu kimi, G, Kantor ¢oxlugunu qurarken birinci addimda

uzunlugu % olan (%%j intervali gétiiriiliir. ikinci addimda hor birinin
.1 12 7 8). ere e T e
uzunlugu g olan 9's Vo 9’5 intervallar1 gétiiriiliir. Ugilincii addimda har

birinin uzunlugu 2—17 olan daha dord interval gétiiriiliir vo proses bu gayda ils

sonsuz davam etdirilir. Naticado
2
mGO=1—I—E+i—I—...=1 ]__|_z_|_ g + .. :E.L:l
3 9 27 3 3 \3 3 1

oldugunu aliriq.
Teorem 1. ©ger G, Vo G, acgiq mohdud coxluglar ise Vo G, =G, is9,

onda mG, <mG, olar.
Teorem 2. Ogor agiq mohdud G ¢oxlugu sonlu vo ya hesabi sayda
kosismoyan aciq G;,G,,...,G,,... ¢oxluglarmin birlogmasindon ibarst iss, onda

mG =) mG, .
k

Isbati: G, coxluglari aciq oldugundan sonlu vo ya hesabi sayda
é‘i(k), I =12,... toskiledici intervallarin birlogsmasindon ibarstdir: G, = Ué}(k) .

i
Onda G =JG, =JJs™.
k K i
Ogor C,NC, =4, m#n oldugunu nazars alsaq,
5i(k), (i =12,..., k =1,2,..) intervallari1 G ¢oxlugu tiglin togkiledici intervallar

olar. Onda

=g - 3| Zna® |-G,
ki ki ki
alariq. Teorem isbat olundu.
Bu teorem 6l¢iiniin tam additivlik xassasini ifado edir.

3.2. Qapal mahdud ¢oxluqglarin dlgiisii.

Tutag ki, F bos olmayan gapali mahdud ¢oxlugdur vo S bu ¢oxlugu
0z daxilindo saxlayan on kigik pargadir. Molum oldugu kimi bu halda CqF

ac1q ¢oxluqdur vo onun m[CS F] olgtisii vardr.
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Torif 1. mF =b—a-m[CsF] ododine bos olmayan qapali mohdud F
coxlugunun 6lgiisii deyilir.
Misallara baxaq:
1. F=[ab]. Bu halda aydindir ki, S=[a,b] vo C;F=@, onda aling ki,
ma,b]=h-a.
2. Tutaq ki, F ciit-ciit kesismayan sonlu sayda parcalarin birlogsmasindan
ibaratdir, yani ..

F=la,b]ofa, b,]u..Ufayby]
Forz edok ki, bu pargalar sol uclarinin artmasi istigamatinds diiziilmiislor;
onda b, <3, 4, (k=12,.,n-1) olar. Buradan aliriq ki, S :[al,bn] Vo

CsF = [bl,az]u[bz,a3]u...u[bn_l,an].
Naticads,

n-1 n
mF =b, —a - > (& —b)=2.(b —a,),
k=1 k=1

yani, sonlu sayda ciit-ciit kosismayan pargalarin birlosmasinin 6l¢iisii homin
pargalarin uzunluqglar: comina barabardir.

3. Kantorun P, mikommal c¢oxlugunun o6lgiistinii tapaq. Bu halda
F=R, S :[0,1] vo C¢F =G, oldugundan mRy =1-1=0, mR, =0 yani,
Kantorun mitkommal ¢oxlugunun 6l¢iisii sifra barabordir. Maraqli vo teacciiblii
orasidir ki, Py ¢oxlugunun 6lgiisiiniin sifir olmasina baxmayaraq bu ¢oxluq C

kontinium giiciino malikdir. Bu fakt ¢oxluqlar nozariyyossinin paradokslarindan
biridir.

3.3 Mahdud coxluqlarin xarici vo daxili dl¢iisii.
Olgiilon ¢coxluglar.

Tutaq ki, E har hans1 mahdud ¢oxluqdur.
Toarif 1. E ¢oxlugunu 6z daxilinds saxlayan biitin G agiq ¢oxluglarinin

Slgiilorinin dogiq asagi serhoddine E goxlugunun xarici dlgiisii deyilir vo m E
kimi isara olunur:

m'E = inf {mG}.
GoE
Bu torifdon alinir ki, har bir mohdud ¢oxlugun xarici dlgiisii vardir vo
0<mME < .

Tutaq ki, S= [a, b] E coxlugunu 6z daxilinds saxlayan an kigik pargadir.
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Tarif 2. E c¢oxluguna daxil olan biitiin qapali F g¢oxluglarinin
olgiilarinin dagiq yuxart Sorhaddine E ¢oxlugunun daxili dl¢iisii deyilir vo

m.E kimi isaro edilir

m.E = sup{mF}.
FUE

Eclab]=S vo CsE = S|E oldugundan CgE = [a,b]. Onda torifs ssasan
m.E =b—a-m'(C5E)

oldugunu alariq. Buradan 0 <m.E <b-a alinir.

Teorem 1. Istonilon mohdud E ¢oxlugunun xarici 6lgiisii onun daxili
ol¢iisiindon kigik deyildir, yoni m.E <m'E .

Isbati: E coxlugunu 6z daxilindo saxlayan S :[a, b] parcasint gotiirok.
Onda CsE =S|E ¢oxlugu iigiin CsE [a,b] vo (E UCE) c[a,b]=S$ olar.

Istonilon & >0 odadi verildikds daqiq asag vo dagiq yuxart sarhadlorin
torifino osason elo agiq G va Q ¢oxluglar vardir ki, EcG, C.EcQ o
[a,b]c (GUQ) olsun. Onda

mG<m*E+§, mQ<m*(CSE)+§

Buradan b—a<mG+mQ<m E+m (C4E) +e.
&> 0ixtiyari kicik odod oldugundan b-a< mE + m*(CS E) olar. Bu

borabarsizlikdon M.E=b—a-m (CsE)<mE m.E<mE oldugunu alirg.

Teorem ishat olundu.
Asagida gostorilon miithiim teoremlor do dogrudur.

Teorem 2. Hor bir agiqg mahdud G ¢oxlugu ii¢iin mG=m.G=mG
boraborliyi dogrudur.

Teorem 3. Hor bir gapali mohdud F goxlugu iigiin m F =m.F =mF
boraborliyi dogrudur.

Torif 3. Ogor E ¢oxlugunun m E xarici 6lgiisii vo M.E daxili 6lgiisii

borabor olarsa, yani mE =m.E olarsa, onda E ¢oxluguna Olgiilon ¢oxluq

deyilir vo onun 8lgiisii ME =m’E =m.E kimi toyin edilir. Bu ¢oxlugun Lebeq

Olgiisii adlanir.
Qeyd edok ki, dlgtisii sifir olan E ¢oxlugunun istonilon A alt ¢oxlugu da
ol¢iilondir vo mA=0.
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Dogrudan da, AcE oldugundan m A<mE=0 . Digor torafdon
0<m.A<mMA=0 oldugundan m.A= m A aliriq. Yoni A ¢oxlugu olgtilondir va

Ol¢iisii sifra barabardir.

Torif 3-0 asasan teorem 2 vo teorem 3-don alinir ki, har bir agiq mahdud
Va har bir gapali mahdud ¢oxluq 6l¢iilandir.

Teorem 4. ©gor E mohdud coxlugu A pargasi daxilindo yerlosorss,
onda E vo C;E tamamlayict ¢oxlugu eyni zamanda ya Olgiilondirlor ya da
olgtlon deyildirlor.

Isbati. Tutag ki, E coxlugu 6lciilondir. Onda torifa asason

m.E =b—-a—m"(C;E)

Buradan

m (CsE)=b-a-m.E *)
Digor torofdan, E coxlugu CsE ¢oxlugu iigiin tamamlayici ¢oxluq olur.
Odur ki,

m.(CsE)=b—a-m'E. (**)

Bgor M E =m.E oldugunu nozoro alsag, onda
m’(CsE) = m.(C5E)
oldugunu aliriq. Bu o demokdir ki, CsE ¢oxlugu 6lgilondir. Eyni gayda ilo
CsE ¢oxlugu olgiilon oldugda A ¢oxlugunun da olgiilon oldugunu gostors
bilorik. Ogor E ¢oxlugu olgiilon deyilss, onda mE >m.E. Onda (*) vo (*%)
barabarliklaring asason
m.(CsE) <m’ (C,E).
Bu borabarsizlik C;E ¢oxlugunun 6lgiilon olmadigin gostorir.

Teorem 5. Har bir mohdud hesabi ¢oxluq 6lgiilandir vo onun 6lgiisii sifra
borabardir.

isbati: Tutaq ki, E = {X,X,,..., X;,...}. Kifayot godor kicik &> 0 ododini
gotiirok. Bu g¢oxlugun hor bir elementini 6z daxilindo saxlayan intervallar

sistemi segak:
& & & &
51 = (Xl _?’Xl +¥),52 = (XZ —?,XZ +§j,...,

S = & &
n = XH—W,Xn-FW yous

47



Goriindiiyti kimi istonilon n igiin X, €9,, n=12,.... Onda E c i&i Vo
i-1

0<mME<mME<>mS =gzii=g :
i-1 i-12

Buradan ¢ >0 sonsuz kicik adod oldugundan 0<m.E <m'E <0 aliriq.

Demoli m.E =m'E =0. Teorem ishat olundu.

Teorem 6. Ogor mohdud E ¢oxlugu ciit-ciit kasismayan sonlu vo ya
hesabi sayda 6l¢iilon ¢oxluglarin birlosmasindan ibarat iso,
U:UEk’ EkmEkzg,kik',
k

onda E coxlugu da dlgiilandir va
mE = JmE,
K

borabarliyi dogrudur.
Isbati. Teoremin isbati asagidaki barabarsizliklorden almir:

> mE, =Y m.E, <m.E<mE<YmE, =Y mE,.
k k k k

Isbat edilon bu teorem &lciiniin tam additivlik xassasi adlanur.

Umumiyyaetlo asagidaki teoremlor dogrudur.

Teorem 7. Istonilon sonlu sayda &lgiilon ¢oxluglarin birlogsmoasi Vo
kasismasi da dlgiilon ¢oxluqgdur.

Ogar E; va E, olgiilon coxluglar ise, onda onlarin E1|E2 forqi do 6lgiilon
coxluqdur vo mE =mE, —mE, borabarliyi dogrudur.

3.4. Olgiilon coxluglar sinfi. Borel ¢oxluqglari.

Yuxarida biz ¢oxlugun daxili vo xarici 6l¢iilori anlayisini daxil etdik vo
onlarin bazi xassalorini gostordik. Bu anlayislarin komayi ilo ¢oxlugun Lebeq
monada oOlgiilon olmasinin torifini verdik vo onun da asas xassolorini geyd
etdik.

3.3. —do isbat edilmis teorem 5-o goro hor bir mohdud hesabi ¢oxluq
olgiilondir vo onun Lebeq 6l¢iisii sifra barabardir.

Amma Kantorun milkommal ¢oxlugu P, gostorir ki, bu teoremin torsi

dogru deyildir. Yoni, 6l¢iilon va 6l¢iisii sifra barabar olan ¢oxluq hesabi olmaya

da bilor.
Ona gors do asagidaki toriflori daxil edirik:
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Tarif 1. ©Ogor E c¢oxlugunu hesabi sayda qapali g¢oxluglarin comi

(birlosmasi) soklinds gostormok olarsa, yani E=|JF, , belo ki, F, qapal
k=1

coxluqlardir, onda deyirlor ki, E ¢oxlugu F, tipli coxluqdur.
Tarif 2. ©gor E ¢oxlugunu hesabi sayda agiq ¢oxluglarin koasismasi

soklindo gdstormok olarsa, E = ()G, onda deyirlor ki, E ¢oxlugu G; tipino
k=1
aiddir.
3.3-ds geyd edilmis teorem 7-Yya asason asagidaki teoremi aliriq:
Teorem 1. F, yaxud G tipli har bir mohdud coxluq o6lgiilen

(e}
coxluglardir.

Isbati: Dogrudan da coxluq F, tipino aiddirss, onda comin mohdud
olmasindan har bir haddin mohdud olmasi ¢ixir. Elacada hor bir hodd ¢oxluglar
gapali oldugundan olgtilandirlar.

Ogor E coxlugu G; tipli mahdud ¢oxluq ise, onda E -ni 6z daxilindes

saxlayan har hansi A intervali gotiirsok, E ¢oxlugunu E = ﬂ(A ﬂGk) soklinds
k=1
gostara bilarik. Bu barabarlikdon E ¢oxlugunun 6lgiilon olmasini alariq.

Tarif 3. Ogor E ¢oxlugu qapali vo agiq ¢oxluglarin komayi ilo sonlu va
ya hesabi sayda birlosma vo kosismo omollori vasitssilo alinirsa, onda E
coxluguna Borel ¢oxlugu deyilir. Mohdud Borel c¢oxluglari Borel monada
olgiilon goxluqlar yaxud (B) 6lgiilon ¢oxluglar adlanir. Misal {i¢iin, F, vo G
tip c¢oxluglar Borel c¢oxluglaridir. Teorem 1-in isbatinda aparilan
miihakimolorin komoayi ilo ishat etmok olar ki, (B) olgiilon ¢oxluglar eyni
zamanda Lebeq monada 6l¢iilondir.

Bu faktin torsi dogru deyildir. Lebeq monada 6l¢iilon ¢oxluqlar vardir ki,
(B) olgiilon deyildir.

Ik dofo M.Ya. Suslin torofindon Lebeq monada 6lgiilon, amma Borel
monada Ol¢iilon olmayan effektiv bir misal qurulmusdur. Onun tarafindon A-
coxluglar adlanan Lebeq monada o6lgiilon genis g¢oxluglar sinfi miioyyan
edilmisdir. Bu sinif biitiin (B) coxluglar sinfini ohato edir vo ondan kifayot
godar genis sinifdir.

Asagidaki miihiim sual ortaya ¢ixir.

Umumiyyatlo, mohdud, Lebeq monada 6l¢iilon olmayan ¢oxluq varmi?
Asagidaki teorem gostorir ki, bu massloni birbasa hoall etmok miimkiin deyildir.

Teorem 2. Lebeq monada olgiilon biitiin ¢oxluglardan ibarat olan M
coxlugunun giicii biitiin adadi ¢oxluglar ¢oxlugunun giiciine baraboardir, yani

M =2 .
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isbatr. Aydindir ki, M <2
Digor torafdon 6lgiisti sifra barabor olan vo ¢ kontinium giiciine malik
olan (masalen, Kantorun B, miikkommal ¢oxlugu) dlciilon E goxlugu gotiirak.

Bu ¢oxlugun biitiin alt ¢oxluglar ¢oxlugunu S ilo isars edok. Sifir 6l¢iilii hor
bir ¢oxlugun istonilon alt hissasinin xarici Olgiisti sifira borabar vo 6lgiilon

oldugundan Sc M, S=2°. Ona gora do M >2°. Noticods M =2° aliriq.
Teorem isbat olundu.
Indi iso asagidaki teoremi isbat edok.

Teorem 3. Olgiilo bilmayon mohdud ¢oxluq vardir.
Teoremi isbat etmok ti¢iin asagidaki misali gostorok.

11 .
{_E’E} parcasini gotlirok vo asagidaki kimi siniflors bolok. Iki x vo y

noqtalorini yalniz o zaman eyni sinifo daxil edacoyik ki, onlarin forgi X —y

. _— : 11
rasional odod olsun. Bunu asagidaki kimi eds bilarik: hor bir Xe[—a,z}

. s ) L 11
noqtasine qarst elo K(X) sinfini qarst qoyaq ki, homin sinif {—E,E}
coxlugunun Yy =X+r soklindo elementlorindon ibarst olsun. r rasional
odaddir. Xiisusi halda X € K(X).

K(X) ¢oxluguna daxil olmayan t odadi {igiin S=t+r goklinds adadlor
coxlugunu K(t) ilo isaro edok. Masalon,

CHFFE g

: 11 . pon . .
Bu gayda ilo T3 pargasi siniflora boliiniir. Belalikls, eyni sinfo

yalmiz rasional adadlo forglonan adodlor ¢oxlugu daxil edilir. Hor bir sinif
hesabi ¢oxluq olub bir-biri ilo kasismirlor. Oksini forz edok. Forz edak ki, bu
siniflor  kosigirlor. ze K(X)NK(y) noqtosi gotiirok. Bu odad iigiin
Z=X+hL=Y+I, . Onda X—y=r,—1r. Bu iso onu gostorir ki, X vo y eyni
sinifo daxildir. Onda siniflorin qurulmasi qaydasina géro K(x) =K(y) olar. Bu

gayda il verilmis parcanin noqtalari siniflors boliinmiis olur.
Hor bir sinifdon bir ndqte gotiirmoklo A ¢oxlugunu quraq. Gostarok Ki,

A coxlugu olgiilmoyan ¢oxlugdur. Bu mogsadlo [—1,1] par¢asina daxil olan

biitiin rasional odadlor ¢oxlugunu ndmraloyak: =0,1,6,..,6,... . A

coxlugundan ¢, (X) =X+, inikasi (siirisma) vasitosilo alman ¢oxlugu A, ilo
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isaro edok. Xiisusi halda A, = A. Bu qayda ilo alinmis Ay, A, A;,... coxluqlar
kongruyent olub, Kkosismirlor. Dogrudan da A NA #< oldugda zeA NnA
noqtesi liglin Z =X, +n =X, +I,. Buradan x, — X, =r,—r . Odur ki, X, va X,
eyni bir sinifdan olur va X, X, € A olar. Bu iso miimkiin deyil. Ciinki A —nin

qurulmasi qaydasma gora hor sinifdon A-ya bir noqto daxildir. Kongruyent
coxluglar ii¢lin

mA=m.A =a, mMA=mA =5 (k=012,...)

11
XEAC[_E'E} re[—l,l] oldugundan ye A, gln Yy=X+1
33 33
Buradan A c|-=,=| . Onda (JA c|-=,=| . Ona goro do
22 K 22

Zk‘,m*A( < m,{LkJAk]S m*[—g,ﬂ =3.

2 2
Buradan a+a+...+a+...<3 ,demali o =0.
11
Gostorok ki, | —=,= | A, .
2 2 "

— 11 . - .
Istonilon X e{—g,z} noqtesi gotiirak. Bu noqta siniflardan biring, tutaq

ki, K(x) sinfins daxildir. K(x) sinfindon bir noqts, tutaq ki, X, ndqtesi A-ya
daxildir. Onda X-Xy =1, X=X +h €A cJA. Ona géro do
K

11
[— E,E} < |JA: miinasibatine gora
K

« 11 x *
m|-=,=|=1<m | JA [SXMA =8+p+F+..
2 2 K X
Buradan >0 almir. Son noticodo 0=m.A<m'A almur. Bu iso A
coxlugunun 6l¢iilon olmadigini gostarir.

3.5. Coxluglar nazariyyasinin dl¢ii problemloari
haqqinda qisa malumat

Yuxarida gostorilon misal Lebeq monada o6lgiilon olmayan mohdud
coxlugun varligimi isbat edir. Bu notico gorkomli riyaziyyatgilarda Lebeq
monada Ol¢ii anlayisinin miioyyon catismazliga malik olmasi fikrini ortaya
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slirmays asas vermisdir. Ona gora do 6l¢ii anlayisinin tokmillogsmasi vo inkisaf
etdirilmasi zarurati ortaya ¢ixmusdir. Biitiin bunlar1 6yronmak tigiin masalonin
daqiq qoyulusunu bilmak vacibdir.

Nogtovi  ¢oxluglarin  6lgiilmasi  masalasini ki formada goymaq
miimkiindiir.

1. Olcii nazariyyasinin “catin® masalasi.

Bu halda masalos agagidaki kimi qoyulur. Har bir mahdud ¢oxluga qarsi
onun Ol¢iisii adlanan moanfi olmayan elo ¢ E komiyyati garsi qoymagq talab
edilir ki, asagidaki sortlor 6dansin:

1) ©ger E =[01] iso, onda #E =1 olsun,
2) ©gar A va B ¢oxluglari konquryent iss, onda ¢ A= B olsun,
3) Ogar E c¢oxlugu sonlu vo ya hesabi sayda ciit-clit kosismoyon
E, (k=12,..) coxluglarinin birlosmasi olarsa, onda #E => uE, (6lciiniin
k

additivliyi).

Burada masala xotti halda, yoni birdlgiilii fozada, daha dogrusu adad oxu
tizorindoki ¢oxluglar ii¢iin qoyulmusdur. Moasaloni iki6l¢iilii, yoni miistovi
tizorindoki goxluglar iiciin, imumiyyotle, n olciili R" ¢oxlugu iiciin do
goymaq olar. Amma, bu halda [0,1] parcasi [0,,0,1] kvadrati ils, iimumi halda
n ol¢iili vahid kub ils avaz edilmalidir.

Isbat olunmusdur ki, l¢ii nozariyyosinin “gotin” mosalesi R, fozasinda
bels hall qlunan deyildir.

I1. Olgii nazariyyasinin “asan” masalasi.

Bu halda da mosalo demok olar ki, “¢otin” mosslodo oldugu kimi
goyulur. Yegano forq 3-cii sortdo E c¢oxlugunun sonlu sayda E, ¢oxluqlarinin
comi saklinds oldugu hal {igiin qoyulur. Yoni, 6l¢iintin tam additivliyi avazino
onun sonlu additiv olmasi sartinin 6donmasi talob edilir.

Bu masals ilo slagadar asagidaki miihiim naticalori gostara bilarik.

Teorem 1 (S. Banax). Olgii nozoriyyoesinin “asan” masalosi R, vo R,
fozalarinda hall olunandir, amma masalonin halli yegans deyildir.

Teorem 2 (F.Hausdorf). n>3 oldugda R, fozasinda olgi
nozariyyasinin “asan” masalasi holl olunan deyildir.

Bu naticalorin asas forqi orasindadir ki, maSalonin sortino daxil olan
kongruyentlik anlayisi horokat anlayisi ilo six bagl oldugundan vo ¢oxolgiili
fozalarda horokatlor qrupu daha genis oldugundan bu qruplarda invariant
qurmag masalasi daha gatindir.

Umumiyyetlo, Lebeq monada 6lcii anlayisinin daha tobii olmasi fikri
ustiinliik toskil edir.
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3.6. Coxlugun Jordan olg¢iisii hagqinda anlayis.

Yuxarida biz noqtovi ¢oxluglarin qurulusunu nozordon kegirdik. Bu
noqtalor ¢oxlugunun odod oxu {iizorinds yerlosdiyi hissalorin uzunlugunu
xarakterizo edon kamiyyast haqqinda he¢ bir molumat verilmamisdir. ©dod oxu
tizorinda, miistavids Vo fozada uygun olaraq uzunlug, saha, hacm anlayislarinin
noqtavi ¢oxluglar tiglin heg bir imumilogmasi verilmomisdir.

Biitiin bu geyd olunan masalalor ¢oxluglarin Jordan 6l¢iisii anlayist ila
six baghdir.

Gorkamli riyaziyyater Anri Lebeq torofindon yeni 6l¢ii anlayist meydana
goldikdon sonra c¢oxlugun Jordan &lglisii anlayist riyazi todqiqatlarda 6z
ohomiyyatini itirmisdir. Buna baxmayaraq ¢oxlugun Jordan Olglisii anlayisi
daha miirakkab Lebeq 6lgiisii anlayigini dorindan basa diismok {igiin bir vasito
olmagla borabor, 0Olgli nozoriyyssinin inkisafinda bir moarhalo rolunu
oynamigdir.

Indi isa ¢oxlugun Jordan 6lciisii anlayisini izah edok. Tutaq Ki, adod oxu
tizarinda hor hanst mahdud E ndqtovi ¢coxlugu verilmisdir. Forz edok ki, adod
oxu tizorinda har hanst uzunluq vahidi qabul edilmisdir. Asagidaki sual ortaya
¢ixir. Diiz xatt tizorinds baxilan E g¢oxlugunun tutdugu yerin uzunlugu dedikdo

no basa diisiiliir? Masalan, [0,1] pargasi daxilinds Kantor ¢oxluglarmin tutdugu

yerin uzunlugu [0,1] pargasinin hansi hissasini toskil edir? Elaca do bu parca

daxilinda yerloson rasional odadlor ¢coxlugunun uzunlugu nadir? Umumiyyatlo
bu ¢oxluglarin uzunlugundan danismaq olarmi?

E coxlugunu 6z daxilindo saxlayan [a,b] parcasmi gotiirok. a vo b
uclarmi tam adad olaraq segok. [a,b] pargasinin uzunlugu b—a =Kk tam odad

olar. [a,b] pargasini k borabor hissays bolok. Alinmis pargalardan hor birini

birinci ranqli pargalar adlandiraq. Bu pargalardan negosinin tamamilo E
¢oxlugunun noqtalori ilo doldugunu, negasinin iso E ¢oxlugundan heg¢ olmazsa
bir ndqtoni 6z daxilinds saxlayan parcalar oldugunu sayiriq.

NN v R v N | M L R v/
1 2 3 4 5

Sokildo dord sayda birinci ranql pargalar vardir. Goriindiiyli kimi bu
parcalardan he¢ biri E coxlugunun noqtolori ilo tam dolmamisdir. E
coxlugunun noéqtalorinin daxil oldugu pargalarin sayr iso dorddiir. E -nin
noqtalori ilo tam dolmus pargalart “dolmus” pargalar, E -nin noqtalori ilo tam
dolmayan pargalar1 “saxlayan” pargalar adlandiririq.

Birinci ranqli “dolmus” pargalarin uzunluglart comini |, ils, birinci ranql

“saxlayan” pargalarin uzunluglari comini iso Ly ilo isaro edok. Sokildo |, =0,
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L, =4. Birinci rangli pargalardan har birini yenidon s sayda hissalora bolok
(sokilda s=2). Bu hissalars ikinci ranglt pargalar deyacoyik. Yenidan ikinci
nov “dolmus” pargalarin uzunluglari comini |, ils, “saxlayan” parcalarin

1
uzunluglari comini isa L, ilo isars edok (sokilds 1, :E, L, =3).

Ikinci ranqli parcalardan hor birini yenidon s sayda hissaloro bolmoklo
alian tigiincli rangh pargalardan “saxlayan” pargalarin uzunluglari comini I,

ilo, “dolmug” pargalarin uzunluglari comini L; ilo isaro edok. Prosesi har bir
parcani S yera bolmoklo sonsuz davam etdirok. Notico do monfi olmayan
adadlardan ibarat Ly, L,,...,L,..., 15,1, ardicilliglarini alirig.

Birinci ardicilliq yuxart Jordan ardicilligi, ikinci ardicilliq iso asagi
Jordan ardicilligi adlanir. Goriindilyti, kimi yuxart Jordan ardicillifi monoton
azalan, asag1 Jordan ardicilligr iso monoton artan ardicilliqdir. Yuxari1 Jordan
ardicillig1 asagidan asagi Jordan ardicilliginin istanilon hoddi ils, asagi Jordan
ardicilligi iso yuxaridan yuxari Jordan ardicilliginin ixtiyari hoddi ilo
mohduddur. Onda har iki ardicilligin yigilan ardicilliq oldugunu alirq.

Bu ardicilliglarin limiti ist-iista diiso do bilar, bir-birindan fargli do ola
bilor. Aydindir ki, bu ardicilliglarin limitlori 0 zaman borabar olar ki,

lim(L, —1,)=0 olsun.

N—o0

Torif. Yuxar1 Jordan ardicilliginin limitino E ¢oxlugunun Jordan monada
xarici Ol¢iisii deyilir vo mes E kimi isaro olunur. Asagi Jordan ardicilliginin
limitino E ¢oxlugunun Jordan monada daxili olgiisii deyilir vo mes+E kimi

isaro edilir.

Ogor E ¢oxlugunun daxili va xarici olgiilori ist-lista diisarss, bu halda E
coxlugu Jordan monada 6lgiilon adlanir vo onlarin imumi giymatina ¢oxlugun
Jordan 6lgtisti deyilir.

mesE = mes’E = mes.E
mes E — mes.E = lim (Ln —In) forginin  ciddi monast vardir. O

Nn—o0

asagidakindan ibaratdir:
N ranqli “saxlayan” pargalarla, eyni ranqli “dolmus” pargalarin G, —F,

forginin gapanmasina baxaq. Bu c¢oxluq E c¢oxlugunun biitiin sorhod
noqtalorini 6z daxilindo saxlayan pargalardan ibaratdir. G, —F, ¢oxlugunu

togkil edon pargalarin uzunluglari comi L, — 1 -0 barabardir (n rangh pargalar
tiglin). N — o0 sortindo L, —I, kamiyyati E -nin sorhad nogtalori ¢oxlugunun
xarici Olglisiine barabar olan limite yigilir. Onda aydindir ki, E ¢oxlugu o
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zaman Jordan monada Oolgiilon olar ki, E -nin biitiin sarhad noqtalori
coxlugunun xarici dleiisii stfra borabor olsun (yani lim (L, —1,)=0 olsun).
nN—o0

Coxlugun Jordan 6l¢iisiiniin tapilmasina aid misallara baxaq.
1. Kantorun P, miikemmal ¢oxlugunun lgiisiinii tapaq. [0,1] pargasini vo
onun daxilinda yerloson P, ¢oxlugunu gotiirak.
Birinci ranqli parca olaraq [0,1] parcasini gotiirak: birinci ranql
“dolmus” par¢a yoxdur. “Saxlayan” birinci ranqi parga olaraq [0,1] parcasini

gotiirak. Onda |, =0, Ly =1 olar.

Birinci ranqli pargani {i¢ borabar hissays bolok vo bunlar ikinci rangli
parcalar adlandiraq. Ikinci rangli “dolmus” par¢a yoxdur, amma iki sayda

1112 2
{0,5}, {5 ,1} “saxlayan” parcalar vardir. Demoli, |, =0, L, = 5 .

Ikinci rangli bu parcalardan hor birini yenidan ti¢ borabar hissays bélok
Vo bunlart {iglincii ranqli ¢oxluq adlandiraq. Uglincii ranqli pargalar i¢orisinda

yenos do “dolmus” pargalar yoxdur, demali l; =0. Ugiincii ranqli dord sayda

031 (23] [27] 21 e o -
y bl =y < Iy —y | — saxliayan arcalar vardair, y9 = —.
9 19’3l [3'9] |9 yan pare Yo =Ty

Prosesi bu gayda ilo geyri-mahdud sayda davam etdirsak, naticado

2 4 2 n+1
=0,L=—L=—...Li=|=| ..
L1 2 3 L3 9 n (3j

IO = O, |2 = O, |3 = 0,..., In = O,
yuxar1 vo asagl Jordan ardicilliqlarini alariq.
Birinci ardicilliq monoton azalaraq sifra yaxinlasir, yoni lim L, =0.
nN—o0
Ikinci ardicilliq sifirlardan ibarat stasionar ardicilligdir vo lim 1, =0 .
n—o0

Onda aliriq ki, P, ¢coxlugunun Jordan 6l¢tisii mesP, =0.

2. [0,1] parcasinda yerlagon rasional ododlor ¢oxlugunun Jordan 6lgiisiinii
tapaq.

Yuxaridaki misalda oldugu kimi [0,1] pargasin1 hissaloro bolsok biitiin
eyni ranqli pargalar igorisinde “dolmus” pargalar yoxdur. Ona goro do
l,=0,1,=0,.,I,=0,.. . Elocodo biitin eyni ranqli ¢oxluglardan hamisi
“saxlayan” pargalardir, yoni L =1 L, =1...,,L, =1....

limL, =1 liml, =0, lim(L, -1,)=1%0
N—o0 n—oo nN—o0
oldugundan bu ¢oxlugun Jordan menada Sl¢iilon olmadigini aliriq.
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Eyni gayda ilo miihakimo aparmagla [0,1] pargast daxilindo irrasional
adadlar ¢oxlugunun da Jordan monada 6l¢iilon olmadigini aliriq.

Qeyd. Gostorilon bu misallar verilmis ¢oxlugun Lebeq vo Jordan
olgtilarinin ciddi forglorini gostarir.

Indi iso Jordan monada Olgiilon coxluglarin asas Xxassslorini gdstoron
teoremlari verak.

Teorem 1. ©gar E; vo E, Jordan monada 6lgiilon ¢oxluglar iso vo
E, c E, iso, onda meskE; <mesE, .

Teorem 2. ©gar E; vo E, Jordan monada dlgiilon ¢oxluglar iso, onda
E, UE,, E; nE, vo E|E, ¢oxluglarida Jordan menada 8lgiilondir.

Teorem 3. Ogar E,; vo E,Jordan monada olgiilondirss vo E; NE, =

iso, onda mes(E, U E, )= mesE, + mesE,.
Bu teoremdon asagidaki naticalor alinir.
Noatica 1. ©gor E ¢oxlugu sonlu sayda ciit-ciit kosismayan Jordan

n
monada dlgiilon hissolorden ibarat olarsa, yeni E =(JE,, EiNE; =0, i=#]
k=1

n
olarsa, onda ME =) mE, (Jordan 6lgiisiiniin additivlik xassasi).
k=1

Notica 2. ©gor E, vo E, Jordan monada olgiilon coxluqglar iso vo
E, c E, isoonda
mes(E1|E2)= mE, — mE,.
Qeyd 1. Coxluglarin birlogsmasinin Jordan monada 6l¢iilon olmasindan
onun hissalorinin dlgiilon olmasi ¢ixmir. Masalon, [O,l]parga51 Jordan monada

olgtilondir. Amma onun hissalori olan [0,1]-9 daxil olan rasional v irrasional
odadlar ¢oxluglari Jordan monada 6l¢iilmoayan goxluglardir.

Qeyd 2. Jordan olgiisii tam additivlik xassasine malik deyildir. Yani,
hesabi sayda Jordan manada 6lgiilon ¢oxluqglarin comi Jordan monada 6lgiilon
olmaya da bilor.

Dogrudan da, bir noqtodon ibarot olan coxluglar Jordan monada
olgtilondir vo onun oOlgiisii sifra borabordir. Ancaq verilmis par¢anin biitiin
rasional noqtalari coxlugu Jordan monada 6lgiilon deyil.
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3.7. Olgiilon coxluqlara aid ¢alismalar.

1
ok

1) A= u‘[ .

Cavab: m(A)=—

1 g e e
JX[O’F} coxlugunun Ol¢iisiinii tapin.

1 1
2) B= U ok } [2k ’Fj coxlugunun 6l¢iistinii tapin.

Cavab: m(B) :%

3) Kantorun G, aciq ¢oxlugunun dl¢iisiinii tapin:
Cavab: m(G,) =1

4) Kantorun P, miikommal ¢oxlugunun 6l¢iisiinii tapin.
Cavab: m(R,)=0

1
5 G= (0’1)|{E ke N} ac1q coxlugunun ol¢iisiini tapin.
Cavab: mG=1
” 1 1
6) R, fozasinda G =[J(01)x [Z—k,F} ag1q ¢oxlugunun ol¢iislinii tapin.
k=1

Cavab: m(G)=1

7) Gostorin ki, asagidaki ¢oxluglar dlgiilondir va onlarin 6l¢iisiinii tapin.
a) E={xeR; sinx>0}.

b) E={xeR;; 0<cosx<1}.

8) Asagidaki ¢oxluglarin 6lgiilorini tapin.

a) E :{x e (—o0,00); [arctgX] s%}

b) E={xe0,27]} |arcctgx| <1},

¢) E={xe(~omo) Inx-In5<0}.

d E= { e[3 ] 35in2x+4sinx—7§0}.
e) E= { elo,~} 4sin2x-c052x—\/§20}.
f) E={xe(-o,m) B-2x<7}

Cavab: a) mE=2, b) mE=175x, c) mE=5, d) mE=1,
e) mE=0,25r, f) mE=7.

9) Gostarin ki, asagidaki goxluglar dlgiilondir vo onlarin 6lgiisiinii tapin.
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a) E=O_2k,2k+1]
k1 k
b) E=G\/_",\/2"+1].
k=1
I PO
) E=U|K K +k|nk}
d) E={(xy)eR,; x>0; [x]<y<[x+1]}.
e) { y)eR,; x>0; ]<y<[x]+z%q}.
Cavab:a) mE=w, b) mME=w, ¢) mME=w, d) mE=w, e) mME=2.
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IV FOSIL
OLCULON FUNKSIYALAR

4.1. Olciilon funksiyanin torifi va asas xassalari.

Tutaq ki, E hor hansi noqtovi ¢oxluqdur. ©gar E ¢oxlugunun har bir
noqtasine qarst miioyyan f(x) adadi qarst qoyulmussa, bu halda deyirlor ki, E
coxlugunda f(x) funksiyasi toyin edilmisdir. Funksiya sonlu vo ya miisyysn
isaroyo malik sonsuz qiymot ala bilor. ©gor istonilon xeE ticiin
—oo< f(x) <oo olarsa, f(x) sonlufunksiya adlanr.

E (f >a) simvolu ilo E ¢oxlugunun f(x)>a sortini ddoyan noqtalor
coxlugu isara olunur.

Eyni gqayda ilo E(f>a),E(f=a), E(f<a), E(a<f<b)
simvollarini da daxil eds bilorik.

Toarif 1. Tutaq ki, f(x) olgiilon E g¢oxlugunda toyin edilmis funksiyadir.
Ogor E c¢oxlugu va istenilon sonlu a tgiin E (f >a) coxluglar: 6lgiilan iss,
onda f(x) funksiyasina E g¢oxlugunda dlgiilon funksiya deyilir.

Teorem 1. Sifir 6lgiilii goxluqda toyin edilmis istonilon f(x) funksiyasi
ol¢iilondir.

Isbati: Tutaq ki, E sifir 6l¢iilii ¢oxlugdur, mE =0. Onda istonilon a
hagigi ododi iigiin E (f >a)— E. Buradan m'E (f >a) <mE =0 olar. Digor
torofdon ~ m.E (f >a)<mE(f >a)<0  oldugundan  m.E (f >a)=

=mE(f >a)=0 aliriq. Yoni mE (f >a)=0. Buiss f(x) funksiyasimn 6lgiilon
olmas1 demakdir.
Teorem 2. Ogor f(x) funksiyasi dlgiilon E ¢oxlugunda 6lgiilondirso,

onda f(x) funksiyasi istonilon o&lgiilon Ac E altcoxlugunda da dlgiilon
funksiyadir.

Toremin isbati A(f >a)=AnE(f >a) barabarliyindon alinir.

Teorem 3. Tutaq ki, f(x) sonlu vo ya hesabi sayda olgiilon E,

¢oxluglarmm comindon ibarot olan olgiilon E =|JE, ¢oxlugunda toyin
k

edilmisdir.
Ogar f(x) funksiyasi E, c¢oxluglarinin har birinds dlgiilan ise, onda E
¢oxlugunda oSlgiilandir.

Teoremin isbat1 E (f >a)=|JE,(f >a) borabarliyindon alinir.
K
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Torif 2. Eyni bir E ¢oxlugunda toyin edilmis f(x) vo g(x) funksiyalari
tglin mE (f #g)=0 sorti Odonarse,onda f(x) Vvo g(x) funksiyalar
ekvivalent funksiyalar adlanir va f (x) ~ g(x) kimi gostarilir.

Tarif 3. Ogor hor hansi toklif E c¢oxlugunun Olgilisii sifir olan
E, c E, mE; =0 ¢oxlugundan bagga E -nin biitiin néqtalorinds 6danarss, onda

deyirlor ki, bu toklif E ¢oxlugunda sanki har yerds dogrudur.

Bu torifdon alinir ki, eyni bir E c¢oxlugunda toyin edilmis ekvivalent
funksiyalar sanki hor yerds barabardirlor.

Teorem 4. ©gor 6l¢iilon E c¢oxlugunda verilmis dlgiilon f(x) funksiyasi

g(x) funksiyasina ekvivalent iso, onda g(x) funksiyasi da dl¢iilon funksiyadir.

Isbati: Tutag ki, A=E (f #g). mMA=0 oldugu iiciin B= E|A olgiilon
coxlugdur. Demoli f(x) B c¢oxlugunda olgiilondir. B  ¢oxlugunda
f(x) = g(x) oldugundan g(x)-da B c¢oxlugunda olgiilon olar. g(x) eyni
zamanda A ¢oxlugunda da o6lgiilon oldugundan E=AUB c¢oxlugunda da

ol¢iilon olar.
Teorem 5. Ogor f(x) oOlgiilon E ¢oxlugunda verilmis 6lgiilon funksiya

iso, onda E (f >a), E(f =a), E (f <a), E(a< f) c¢oxluglarindan har biri
oOl¢iilon ¢oxluqgdur.
Teoremin isbat1 asagidaki baraborliklordon alinir:

E(fza):ﬁE(ha—%j

n=1

E(f=a)=E (f >a)|E (f >a)
E(f<a)=E[E(f>a)
E(a<f)=E[E(f >a)

Qeyd. ©gor E (f >2a), E(f <a), E(a<f) ¢oxluglarindan biri
olgtilon olarsa, onda f(x) funksiyast E g¢oxlugunda 6lgiilon olar.

Teorem 6. Ogor f(x) funksiyast E ¢oxlugunda Olgiilon iss, onda
istonilon k sonlu adadi tigiin
1) f()+k 2)k-£(x), 3)[F ()], 4) F2(x).5) % F(x) %0
funksiyalar1 da E g¢oxlugunda olgiilondir.

Teoremin isbat1 asagidaki miinasibatlordon alinir:

1. E(f+k>a)=E(f >a—k)
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a

E(f>E)' k>0,
2. E (kf>a)=
E(f<%), k <0,
E, a<0,
3, E(|f|>a)=
E(f >a)UE(f <-a), a=0.
E(f7>a) E, a<Qo,
>a) =
4 E(f|>Va), a>0.
E(f >0), a=0,
1 1
5. E(T>a): E(f>0)mE(f<g), a>0,
E(f>0)+E(f<0)mE(§), a<o.

Lemma. ©gar f(x) vo g(x) E coxlugunda verilmis dlgiilon funksiyalar
iso,onda E (f >g) coxlugu 6lgiilondir.

Isbati: 1,5,,...,I,... ilo biitin rasional ododlor coxlugunu isaro edok.
Onda

E(f >g) = UE(F 21) ~E(g <)

k=1

borabarliyins asason E (f > g) ¢oxlugunun 6l¢iilon oldugunu alirq.

Teorem 7. Tutaq ki, f(x) vo g(x) E g¢oxlugunda verilmis sonlu 6lgiilon
funksiyalardir. Onda

f(x

Df)-9(x), 2) f(x)+9(x), 3) f(x)-9(x), 4) gEX;,(g(X)io)
funksiyalar1 da dl¢iilon funksiyalardir.

isbati: 1) Istonilon a odadi iigiin g(x)+a olgiilon funksiyadir. Onda

yuxaridaki  lemmaya goro E (f >g+a) c¢oxlugu da olgilondir.
E(f-g>a)=E (f >g+a) borabarliyindon f(x)—g(x)-in 6lgiilon olmasi
almir.

2) f(x)+g(x) funksiyasmn dlgiilon olmast f(x)+g(x) = f(x)-[g(X)]
borabarliyindon alinir.

3) f(x)-g(x) hasilinin dlgiilon olmasi

F(9-909 =7 {10+ 9OF ~[1 (0 - 9F |

borabarliyindon alinir.
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f(x) _ 1 f(x) soklindo yazaq % Vo f(x)-in olgiilon oldugu
g(x

900 9(x)
halda hasilinds 6l¢iilon olmasina gora fEX;
g(x

Bu teorem gostorir ki, Ol¢iilon funksiyalar tizorindo hesab omollori
Olgiilon funksiyalar ¢oxlugunda cobri amallardir, yani bu sinifdon kenar ¢ixmur.

4)

-in 6l¢iilon olmasini aliriq.

4.2. Olgiilon funksiyalara aid misallar.

1. Gostorin ki, olgiilon E ¢oxlugunda sabit olan f(x)=c funksiyasi

ol¢iilondir.
Halli. Istonilon a hagigi adadi iiciin dogru olan
E, a<c,
EU>®:{
g, a>c

E vo & ¢oxluglar olgiilon oldugundan E (f >a) ¢oxlugu da olgiilondir.
Demali, f(x)=c olgilondir.
2. Gostarin ki, E= [a, b] pargasinda pillovari (hissa-hissa sabit) funksiya
olgtilon funksiyadir.
Holli. Malum oldugu kimi f(x) funksiyasi o zaman pillavari adlanir ki,
[a,b] pargasimi =X, <X <X, <..<X, =b noqtolori vasitosilo elo hissalora bolmok
olsun ki, (Xg,%),(¥,%),...(X,_1, X,) intervallarmin har birinds f(x) funksiyas
sabit olsun:
f(X)=c, Xxe (X, %) (k=012,...,n-1).
Ovvalki misala gore f(x) funksiyast E, = (X, %), K=012,..,n-1
n-1

¢oxluglarmin hor birinds 6lgiilondir. Onda f(x) funksiyas1 |JE, coxlugunda
k=0

da olgiilon olar.
n-1
Diger torofdon E:[a,b]:(UEk]u Ep Ep ={a, %, %,..0] vo mE;=0
k=0
oldugundan f(x) funksiyast E g¢oxlugunda 6lgiilon olar.
3. Gostorin ki, E:[A, B] parcasinda kasilmoz olan f(x) funksiyasi
Olciilondir.
Halli. ©vvalco gostarok ki, istonilon a odadi igiin F=E (f <a)
coxlugu qapalidir. Tutaq ki, X, noqtesi F ¢oxlugunun limit noqtasidir. Onda
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F c¢oxlugundan X, noqtesine yigilan {x,} ardicilligi segmok olar, lim x, = x,,
nN—o0

f(x,)<a.
f (x) funksiyasi kasilmoz oldugundan lim f(x,) = f(lim x,) = f(x,).
nN—o0 nN—o0

Onda f(x,)<a borabarsizliyindo n—co sortinde limito kegsok
f (Xy) < a oldugunu alariq. Buradan F -in qapal1 ¢oxluq oldugu alinir.
E va F c¢oxluglar1 gapalt oldugundan 6lgiilon ¢coxluqlardir.
E(f >a):E|E (f <a)
borabarliyindon E (f >a)-nin 6l¢iilon olmasi alinir. Bu isa f(x)-in dlgiilon

olmas1 demakdir.
4. Gostorin ki, M ¢oxlugu vo onun xarakteristik funksiyasi adlanan

oy (x) funksiyasi eyni zamanda ya dlgiilon, ya da olgiilmayandir.
Halli. Tutaq ki, ¢ (x) Olgilon funksiyadir. Onda M =E (¢, >0)

coxlugu da olgiilondir.
Oksina, M 6l¢iilon ¢oxluq oldugda

0, a=>1
ou(X)=<M, O<axl
E, a<O0

miinasibatindan ¢, (X) funksiyasinin 6l¢iilon olmasini aliriq.
5. [04] pargasinda
0, x-irrasional oldugda
f(x)= | !
1, x-—rasional oldugda

borabarliyi ilo toyin edilon vo Dirixle funksiyasi adlanan funksiyanin 6lgiilon

oldugunu gostarin.
Hoalli. Malumdur ki, Dirixle funksiyasi

f(x) = lim lim[cosmtz x[ .

Mm—00 N—00
boraborliyi vasitasilo do toyin edilir.

Dogrudan da x-rasional adad, yoni x=ap oldugda kifayat godor boyiik

m odadi Giglin mIx tam odod olur. Odur ki, cosmlzx =+1 vo demoali f(x) =1
olur. Ogor X irrasional olarsa, onda |cosmizx| <1 oldugundan f(x)=0 olur.
g(x)=0, Xe[O,l] funksiyas1  sabit funksiya oldugundan dlgiilondir.
E(f;tg):{rl,rz,...,rn,...}. Burada {rl,rz,...,rn,...} pargasinda yerlagon rasional
odadlor coxlugudur. Bu ¢oxlugun olgiisii sifir oldugundan f(x) ~ g(x)

oldugunu alirig. Naticods f (x) funksiyasinin da 6l¢iilon olmasini aliriq.
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Qeyd 1. Malum oldugu kimi Dirixle funksiyasi [0,1] parcasinin biitiin

noqtalarinds kasilon funksiyadir. Amma bu funksiya 6l¢iilon funksiyadir.

Qeyd 2. Molum oldugu kimi Olgilisii miisbat olan hor bir goxlugun
Olgiilmoayan alt hissasi vardir. Bu alt ¢oxluga uygun xarakteristik funksiya
Olgiilmayan funksiyadir. Demali, Slgiilo bilmayan sonsuz sayda funksiyalar
vardir.

4.3. f)lg:-i'ilan funksiyalar ardicilhig:.
Olgiiya gors yigilma.

Yuxarida gostardik ki, olgiilon funksiyalar ¢oxlugunda hesab omoalloari,
¢ixma, toplama, hasil vo nisbat cobri amallardir, yani bu amollarin naticasi do
olgtilon funksiyalar sinfino daxildir. Asagida qeyd edilon teorem gostorir ki,
oxsar xassa limita kegma omoali tigiin do dogrudur.

Teorem 1. Tutaq ki, E ¢oxlugunda olgiilon f,(x), f,(X),..., f,(X),-..

funksiyalar ardicilligi verilmisdir. Ogor istonilon x € E {i¢lin sonlu vo ya
sonsuz
F(x) = lim f_ (x)
nN—o0

limiti varsa, onda F(x) funksiyasi da 6lgiilondir.
Isbati: istonilon a odadini geyd edok vo asagidaki ¢oxluglara baxag:

&PzE(Q>a+i} B = (AL,
m k=n

Bu ¢oxluglar 6lgiilon ¢oxluglardir. Teoremi isbat etmak tigiin
E(F >a)= B *)

n,m

boraborliyinin dogrulugunu gostormak kifayotdir.
Bu mogsadls, avvalca X, € E(F > a) gotiirok. Onda F(X,) >a olar. Bu

halda elo m natural adadi tapmagq olar ki, F(X;) > a+£ olsun. f, (x) = F(x,)
m
oldugundan elo N némrasi tapmag olar ki, k > n olduqgda
1
f (%) >a+—.
«(Xo) -
Bu onu gostorir ki, k>n oldugda X, € Ag]k). Onda X, € Brﬁq”) Vo

X, € |UB!" . Buradan aliriq ki,

n,m

E(F >a)c [JBM.
n,m
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Indi iso torsino daxilolmanin dogrulugunu gostorok. Ona goéro da
X, € [ JBM gbtiirok. Onda miloyyan geyd olunmus n,m iigiin X, € B{". Bu 0
n,m

demokdir ki, k > iiiin X € A . Basqa sozlo, k = n oldugda f, (%) > a+%.

Sonuncu barabarsizlikdo k — oo sortinds limito kegsok, F(X;) >a oldugunu
alariq. Bu iso X, € E(F >a) olmasi demokdir. Yani, UB,(nn) cE(F >a).
n,m

Naticoda (*) borabarliyinin dogrulugunu aliriq. Buradan F(x)-in o6lgiilon

olmas1 alinir. Teorem isbat olundu.
Qeyd. Bu teoremin asagidaki timumilosmasi do dogrudur.

Teorem 2. Ogor E coxlugunda dlgiilon olan fy(X), f5(X),..., f,(X),...
funksiyalar ardicillign F(x)-o E c¢oxlugunda sanki hor yerds yigilirsa, onda
F(x) funksiyasi da dl¢tilondir.

Tarif. Tutaq ki, 6l¢iilon E ¢oxlugunda 6l¢iilon va sanki har yerds sonlu
f,(X), f5(X),..., f,(X),... funksiyalar ardicilligi vo sanki har yerds sonlu f (x)

funksiyasi verilmisdir.
Ogor istailon miisbat o adadi ligiin

lim [mE(f, - f|>0)]=0
n—o0

sorti 6donilarsa, onda deyirlor ki, f, (x) funksiyalar ardicilligi f(x) funksiyasina
oOl¢iiys gore yigilandir.

Beloliklo, biz olgiilon funksiyalar ardicilliginin {i¢ ndv; biitiin E
coxlugunun har bir noqtasinds, E c¢oxlugunda sanki har yerds va 6l¢iiys gora
yi1gilma. indi bu yigilmalar arasinda olagoni géstoron bozi teoremlori isbat edok.

Teorem 3. (A.Lebeq) Ogor dlgiilon {f,(x)} funksiyalar ardiciligi E
coxlugunda f(x)-o sanki hor yerds yigilirsa, onda bu ardicilliq f (x) -0 dlgiiya
gorado y1gilir.

Isbati:  Aydindir ki, f(x) funksiyas1 E coxlugunda olgiilon
funksiyadir. B ilo {fn(x)} ardicilligmin  E ¢oxlugunda f(x)-o yigilmadigi

noqtalor ¢oxlugunu, A=E (| f | =), A =E (| fn| =) isaro edok. Onda teoremin

sortino goro Q = [U AKJ U AU B ¢oxlugunun olgiisii mQ =0 olar.
k=1

Ixtiyari & >0 ododi iigiin
E((6)=E(fc— f|>0), R\(6)=UE(8), M =(R,(5)
k=n

n=1
isaro edok. Aydindir ki, R (0) D R,(0) ..o R,(d) >....
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Onda malum teorems gors
lim mR, (6) =mM.
n—o0
Gostarak ki, M cQ X,€Q. Bu halda kIim f ()= f(%). Onda torifs gors
V &>0 ododi iigiin elo n némrosi vardir ki, k >n olduqda |f, (x,) - f (X)|<&.

Buradan aliriq ki, X, €E, (8), k>n olur. Buradan X,€R,(5) vo X,€M almnr.
Beloliklo, Q ¢oxluguna daxil olmayan noqto M c¢oxluguna da daxil
olmur. Buradan M < Q olmasi alinir.
Onda mM <mQ=0.
Noticado
lim mR,(6) =mM =0.
nN—oo

E.(0) cR,(0) miinasibatindon lim E,(5) =0 oldugunu aliriq. Bu isd
nN—oo

ardicilligin f (x) -0 dlgiliys gors y1gilmast demokdir. Teorem isbat olundu.

Isbat olunmus teoremin torsi dogru deyildir, yani, dlgiiys nozoran
yigilmadan sanki hor yerds yigilma alinmir. Bunu gostormok {iglin asagidaki
misala baxag.

Misal. E=[0,1) yarimintervalinda har bir natural k ododi igiin
fl(k) (x), fz(")(x),..., fk(k) (x),... funksiyalarini

1, agor x € E,i],
OE IR
0, agor x € T'E)
i=12,....k kimi toyin edok.
Xiisusi halda k =1 oldugda f¥(x)=1, x<[0,1), k=2 oldugda

(1, ogor o)
, 9gor x , =

2
AP@) = L
kO, agor x € [§,1>

(O € [0 1)
, 9gor Xx =

2
fz(z)(x) =

_I1 ’
\1, agor x € [§,1>
k =3 oldugda
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3) _
f @) 0, agor x € [—,1)'
0 e[o 1>u[ 1)
, 9gar X ,= )
f(3)( ): & 3 3
i 1 e 2 2) '
) ogor x € |33

Bu funksiyalardan asagidaki kimi ardicilliq diizoldok:

20 =120, (%) = {20, p(x) = £ 20,2, (x) = £V (X)....
istonilon  0<6<1  odedi  iigin @, =f¥(x)  oldugda
i1 i 1
E(|(pn—0|25)={|7,ﬁj. Buradan ME(g, ~0/= )=~ e sortinds

k — oo oldugundan

i .1
r!mmE(kon —O|25)=J£IJOE=O.

Beloliklo  ¢(X),,(X),...,9,(X),... ~ funksiyalar ardicilign E= [0,1)
coxluqunda ¢(x) =0 funksiyasina dl¢iiya gora y1gilir. Gostorok ki, bu ardicilliq

istonilon X e [0,1) noqtasinds dagilandir.
Dogrudan da, hor bir k natural adodi tiglin elo | némrasi vardir ki,

—
X E[ITS oldugda ,%(x))=1i= j olduqda iso f(x)=0. Ona goro do

?1(X), 2, (%), 0, (%), adadi ardicilligr 0 vo 1 odadlorindon diizolmis olur. Ona
gora do bu ardicilliq dagilandir.

Qeyd. Bu misal gostorir ki, Olgiiyo goro yigilma sanki hor yerdo
yigilmadan daha timumi anlayigdir.

Buradan asagidaki tobii sual ortaya ¢ixir.

Olgiiyo goro yigilma limit funksiyasini birgiymatli toyin edirmi? Yoni,
olgliys gors yigilan ardicilligin limiti yeganadirmi?

Bu suala asagidaki teoremlor cavab verir.
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Teorem 4. Ogor {f,(x)} funksiyalar ardiciligr dlgiilon E ¢oxlugunda
Olciiyo goro f(x) funksiyasina yigilirsa, onda homin ardicilliq f(x)
funksiyasina ekvivalent olan g(x) funksiyasina da 6lgiiys gora yi1gilir.

Teorem5. Tutaq ki, {fn(X)} ardicilligr oOlgliys gora f(x) vo g(x)
funksiyalarma yigilandir. Onda f(x) vo g(x) funksiyalar1 bir-birina
ekvivalentdir.

Qeyd. Bu iki teorem onu gostarir ki, 6l¢liys gora yigilan ardicilligin limiti
ekvivalentlik monada yeganadir.

Yuxaridaki misalda gostordik ki, Olgliyo goro yigilan funksiyalar
ardicilligr heg bir noqtods yi1gilmaya bilor, amma asagidaki teorem gostarir Ki,
Olgliys nozoron yigilan hor bir funksiyalar ardicilligindan sanki hor yerds
yigilan alt ardicilliq ayirmagq olar.

Teorem 6 (F.Riss). Tutaq ki, {f,(X)} funksiyalar ardcilligi 6lciilon E
coxlugunda 6lgiiys nozoron yigilandir. Onda bu ardicilligdan f (x) funksiyasina
sanki hor yerdo yigilan f, (X), f,) (X),..., fo (%), (<N << <) alt
ardicillig1 ayirmaq olar.

Qeyd. Lebeq teoremi (teorem 3) sanki hor yerds yigilan o6lgiilon
funsiyalar ardicilliginin 6lgiiys goro yigilan oldugunu gostordi. Amma Riss
teoremi Olgiiys gora yigilan ardicilligdan yalniz sanki hor yerds yigilan alt
ardicilligin ayrila bilmasini gostorir.

Asagida geyd edocayimiz teorem isa Olgiilon funksiyalar ardicilliginin
sanki hor yerdo yigilmasi ilo ardicilligin miintozom yigilmasi arasinda olago

yaradir.
Teorem 7 (D.F.Yeqgorov). Tutaq ki, dlgiilon E ¢oxlugunda olgiilan,

sanki hor yerds sonlu f,(X), f,(X),..., f,(X),... ardicilligz &lgiilon vo sanki har
yerda sonlu f(x) funksiyasina sanki har yerds yigilir:

lim f,(x) = f(x)
n—oo
Onda istonilon & >0 adadi tigiin elo E5 € E ¢oxlugu vardir ki,
1) mEs>mE-J

2) Ejs coxlugunda bu ardicilliq f () -0 miintozom y1gilsin.

4.4. Olgiilon funksiyalarin qurulusu haqqinda teoremlor.
Hor hansi bir funksiyani, yaxud funksiyalar sistemini dyranarkon har
seydan avval bu funksiyani tagribi olsa bels, daha sads qurulusa malik olan
funksiya ilo oavoz etmok, yaxud yaxinlasdirmaq masalosi otaya ¢ixir.
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Masalon, ¢oxhadlinin sads vuruqlara ayrilmasi, rasional kasrlorin sado
kosrlora ayrilmasi bu kimi masalalordondir. Elocado kasilmoz funksiyalarin
qiivvat sirasina yaxud triqonometrik siraya ayrilmasi bu tipli masalalordondir.

Mogsadimiz yeni Oyrondiyimiz Olglilon funksiyalarin  kasilmoz
funksiyalarla yaximlagsmast mosalasini dyronmokdir. Biitiin bunlar bizs dl¢iilon
funksiyalarin qurulusunu 6yronmoys imkan verir. Asagida biz isbatsiz olaraq bu
istigamotda on fundamental naticalor hesab edilon teoremlori gostaracayik.

Teorem 1. Tutaq ki, 6l¢iilon E ¢oxlugunda toyin edilmis 6lgiilon, sanki
hor yerds sonlu f(x) funksiyasi verilmisdir. Onda istanilon ¢ >0 oadadi {igiin

ela 6lgiilon voa mohdud g(x) funksiyasi tapmaq olar ki, mE(f # g)< g olsun.

Teorem 2 (Borel). Tutaq ki, [a,b] pargasinda olgiilon va sanki har yerds
sonlu olan f(x) funksiyasi verilmisdir. ixtiyari >0 vo &>0 ododlori iiciin
[a, b] parcasinda kosilmoz elo  w(x) funksiyasi tapmaq olar ki,
mE(|f —l//|ZO')<8 olsun. Bu halda, agor |f(x)|<K olarsa, onda w(x)
funksiyasini da elo segmok olar ki, |l//(X)| <K olsun.

Bu teoremdon notica olaraq alinir ki, [a, b] pargasinda Olgiilon vo sanki
har yerds sonlu olan f(x) funksiyas: tigiin elo kasilmoz v, (x) funksiyalar
ardicilligr vardir ki, bu ardicilliq f(x) -0 6lgliys goro y18ilsin.

Teorem 3 (M.Frese). [a, b] pargasinda verilmis har bir 6lgiilon va sanki
hor yerdo sonlu olan f(x) funksiyasina sanki hor yerds yigilan kasilmoz
funksiyalar ardicillig1 vardir.

Teorem 4 (N.N.Luzin). Tutaq ki, f(x) [a, b] parcasinda 6lgiilon va sanki
hor yerds sonlu funksiyadir. Onda istonilon & >0 odadi verildikds elo kasilmoz
¢(x) funksiyasi tapmaq olar ki, mE(f ¢(p)<8 olsun. Ogoar, xiisusi halda
|f(X)| <K olarsa, onda |p(x)|< K olar.

Gostorilon teoremlordo biz 6Slgiilon funksiyalarin kosilmoz funksiyalar
vasitoasilo avoz edilmasi haqqinda osas teoremlori geyd etdik.

Kasilmaz funksiyalarn ¢oxhadlilor vasitesilo yaxinlasmast haqqinda
teoremlordon istifado  etmoklo, Olglilon  funksiyalarinda  goxhadlilorlo
yaxinlagmasi haqqinda teoremlori ala bilarik.

Teorem 5 (K.Veyerstrass). Tutaq ki, f(x) [a, b] parcasinda kosilmoz
funksiyadir. Onda istonilon & >0 iigiin elo P(x) coxhadlisi vardir ki, istonilon
x € [a,b] ticiin

1f(X)-P(x)|<e
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Veyerstrass teoremindon istifado etmoklo Borel vo Frese teoremlorini
basqa formada da ifado etmok olar.

Teorem 6 (M.Frese). Tutaq ki, f(x) funsiyasi [a, b] pargasinda Slgiilan

va sanki har yerds sonlu funksiyadir. Onda [a,b] parcasinda sanki hor yerds
f (x) -0 y1gilan ¢coxhadlilor ardicilligi vardir.

Gostorilon teoremlarlo  six  sokildo bagli olan kasilmaz periodik
funksiyalarin trigonometrik g¢oxhadlilorlo yaxinlagsmasi haqqinda asagidaki
teoremi do ifados edok.

Teorem 7 (K.Veyerstrass). Tutaq ki, f(x) 2z periodlu kasilmaz

funksiyadir. Istonilon &> 0 igiin elo trigonometrik
n
T, (x) = A+ > (a, coskx+ by sin xk)
k=1

FO)-T,(x)|<e.

coxhadlisi vardir ki,

4.5. Olgiilon fuksiyalara aid caliymalar.

1. Gostorin ki, f3(x) vo f(x) funksiyalann E ¢oxlugunda eyni zamanda
Ol¢iilon funksiyalardir.
Cavab: Faktin dogrulugu istonilon a iigiin E(f3(x)>a)=E(f(x)>3a)
barabarliyindan alinir.
2. Gostorin ki, f2(x) funksiyasi E coxlugunda 8lgiilon olmasindan f (x)
funksiyasinin da E c¢oxlugunda 6l¢iilon olmasi ¢ixmaya da bilar.

1, xeA
Gostoris: f(x)= < (A- hor hansi olglilmayan ¢oxluqdur)
-1, xeCA

funksiyasina baxmali.
3. Gostorin ki, f(x) funksiyas1 E ¢oxlugunda o6lgiilon iso onda |f(X)|

funksiyasida E ¢oxlugunda olciilondir. Bu faktin torsinin dogru olmadigini
gostarin.

Gostaris: 2-ci misalda gostorilon funksiyaya baxin.

4. Gostorin ki, oagor f(x) vo g(x) funksiyalart E ¢oxlugunda
olgiilondirse,  onda m(x) =min{f (x),g(x)} VoM (x)=max{f (x),g(x)}
funksiyalar1 da E coxlugunda dl¢iilondirlor.

Gostaris: m(x) vo M(x) funksiyalarinin E -do dlgiilon funksiyalar olmasi

min{f (x), g(x)} = f(X)“?J(X)—Zlf(X)—@J(x)l
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max{f (), g ()} = -+ 9 +2| f()-g()|

barabarliklarindan va misal 3-iin hokmiindan alinir.
5. isbat edin ki, agor f(x) funksiyast istonilon |, B} a<a<pf<b

pargasinda Olgiilon isa, onda biitiin [a,b] pargasinda da Ol¢iilondir. Bu faktin

torsinin dogru olmadigini1 géstarin.
Isbati: a odadine yifilan «; > a, > >... ardicilligimi va b oadadine

yigilan B < B, < f3; <... ardicilligini gotiirok.
Aydindrr ki, (a,b)=J [ai Ny ]
i=1
Sorta gora f(x) funksiyasi istonilon [ai, ,B,] parg¢asinda Slgiilon oldugundan
istonilon € odadi ligiin

E = [O‘iﬁi]m E(f(x)>c)
coxlugu olgiilondir. Eyni zamanda
UE; =(ab)nE(f(x)>c).
i

Onda aliriq ki, (a,0) "E(f(X)>c) ¢oxlugu istanilon ¢ {iglin 6lgiilandir.
Bu o demokdir ki, f(x) funksiyasi (a,b) intervalinda 6lgtilondir. [a,b] pargast
(a,b) intervalindan Ol¢iisii sifra barabor olan iki néqte ilo forglondiyindon
f(x)-in [a, b] parg¢asinda dlgiilon oldugunu aliriq.

6. By kantor ¢oxlugu ilo dlgiilmoyon E ¢oxlugunun kosismasindos G

funksiyasina, [0,1] parcasmin digor noqtelorinds x* fuksiyasmna borabar olan
f(x) funksiyasi dl¢iilon olarm1?

Halli. Bu funksiya lgiilen olar. Ciinki, o ¢(x) = x® funksiyasinda dlgiisii
sifira borabar olan ¢oxluqda forglonir. Ona goro do f(X) vo ¢(x) ekvivalent

funksiyalardir. ¢(x) [O,l] pargasinda olgiilon oldugundan f (x)-ds bu parcada
ol¢iilon olar.

7. Isbat edin ki, ogor f(x) funksiyasmin [a,b] pargasinin  biitiin

noqtalorindo téromasi varsa, onda f'(x) toromosi do [a,b] pargasinda
ol¢iilondir.
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- ()

f[x+
Isbati: @(x) = funksiyalarina baxaq. Bu funksiyalar

:s\l—\j"_‘

1
{a, b- H} parcasinda toyin olunmus 6l¢iilon funksiyalardir.
Istonilon X e a,b—ﬁ uglin kI|m o (x) = f'(x) téromasi vardir. Onda
—>0
aling ki, f'(x) funksiyas: | a,b _H pargasinda olgtilondir.

1
[a,b)  yarminterval {a,b—ﬂ (n=12,..) pargalarmin birlosmosi

oldugundan f'(x) funksiyasinin [a,b)-dg olgiilon oldugunu, elocs do [a, b]-ds
oOl¢iilon oldugunu alirq.

8. Isbat edin ki, agor E 6lgiilon goxluq iso, onda onun yg(x) xarkteristik
funksiyasida olgiilondir. Ogor E olgiilmoyan ¢oxluq iss, onda yg(X)

xarakteristik funksiyasi da dl¢tilmoyan funksiyadir.
Isbati: Malum oldugu kimi xarakteristik funksiya

) 1l xeE
XeX)= -
=7 o, xeE
kimidir. Onda
R, a<o (R-bitin heqiqi oxdur)
E(ye(x)>a)=<E, O0<a<l1
g, a1
Bu boraborlikdon gériiniir ki, E 6lciilon oldugu halda yg(X) funksiyas

da olgiilon, E 6l¢iimayan oldugu halda g (X) -da 6lgiimoyan funksiya olar.
9. Isbat edin ki, rasional ododlor ¢oxlugunun y(x) xarakteristik

funksiyasinin istonilon funksiyaya hasili 6l¢iilon funksiyadir.
Isbati: y(X) xarakteristik funksiyas1 yalmz olgiisii sifra borabor olan

coxlugda sifirdan forgli giymatlor alir, yani y(x) eyniliklo sifir olan funksiyaya

ekvivalentdir. Onda istonilon f(x) funksiyasi tigiin ¥g(X)- f(X) funksiyas: da
eynilikla sifir funksiyaya ekvivlentdir, yoni 6lgiilon funksiyadir.
10. Istenilan [a, b] pargasinda
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1, xrasional oldugda
D(x) = o
0, x irrasional olduqda

Dirixle funksiyasinin 6l¢iilon oldugunu gostarin.
11. E= [0,4] parcasinda Dirixle funksiyast iiclin asagidaki g¢oxluglarin
olgiilorini tapin:
a) E(D>1),b) E(D<1),c) E(D>-2),d) E(D=1),e) E(0<D<1Y).
Cavablar: a)mE(D >1) =0, b) mE(D <1) =4,
c) mE(D<-2)=4,d) mE(D=1)=0,e) mME(O<D<1)=0.

12. Gostarin ki, {O’E} par¢asinda Dirixle funksiyasinin COS X funksiyasina

hasili dl¢iilon funksiyadir.
13. E=(0,7) intervalinda f(X)=sinx funksiyas: iigiin asagidaki
coxluglarin dlgiisiinii tapin.

a) E(f 20), b) E(f >%),c) E(f S%),d) E(f>1),

e) E(%sfs?).

1. 2
Cavablar: a) mE(f >0)=r, b) mE(f >E):?ﬂ’

c)mE(fS%)zg, d) mE(f >1) =0,
0 mE(%S f s?p%.

14. E= [— 2,2] coxlugunda f(x)=2-x funksiyas1 {giin asagidaki
coxluglar1 tapin.

a) E(f >0),b) E(f >4),¢c) E(f =0),d) E(f =4),
e) 0<a<4 oldugda E(f >a).

15. Gostarin ki,
2%, xe|-4,0| oldugda
Jx, xe[0,4] oldugda
funksiyast [— 4,4] pargasinda dlgiilondir.
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16. Gostarin ki,
(%) :{xz +3, xe[-5,0] oldugda
Inx, xe[0,5] oldugda
funksiyasi [— 5,5] pargasinda dlgiilandir.
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V FOSIL
Lebeq inteqrah

5.1. Riman inteqralimin tarifi vo varhgi sortlori haqqinda.

Ovvolca miiayyan inteqralin O.Kosi vo B.Riman torafindon verilmis
torifini nozordon kecirok. Tutaq ki, f(x) [a,b] pargasinda toyin edilmis

mohdud funksiyadir. [a, b] pargasmi =X, <¥ <X, <..<X,=b noqtalori

vasitasilo [Xk X +1] hissalora boliiriik va har bir kigik par¢adan bir & noqtesi
gotiirmaklo

n-1
o= kZ f (S ) K — %)
-0
inteqral comi diizaldirik. 4= mEIX (Xk+1 —Xk) isaro edok.

9gor 4 —0 sortindo o integral cominin na [a,b] pargasmin kigik
hissaloro boliinmasi gaydasindan, nada bu hissalords &, noqtslorinin se¢ilmosi

qaydasindan asili olmayaraq sonlu limiti varsa, onda bu limito f(x)
funksiyanin Riman inteqrali deyilir vo

(R)T f (x)dx

kimi isara edilir. Sonlu integrala malik olan funksiyalara Riman monada
integrallanan funksiyalar deyilir. Molumdur ki, funksiyanin sonlu Riman
inteqralimin varlig1 {i¢iin onun mohdud olmasi zoruri sortdir. Ik dofo Kosi
torofindan istonilon Kkasilmaz funksiyanin Riman inteqralinin varligi isbat
olunmugdur. Buna baxmayaraq bir ¢ox kasilon funksiyalarda sonlu Riman
inteqralina  malikdir. Masalon, istonilon monoton kasilon  funksiya
inteqrallanandir.

Amma, mohdud funksiyalar vardir ki, onun sonlu Riman inteqral

yoxdur. Masalan, [0,1] parcasinda D(x) Dirixle funksiyasina baxaq:
1, x-rasional oldugda
D) ={ oo N
0, x—irrasional oldugda
Ogor [0.1] parcasim hissoloro bolorek integral comini diizoltsok vo bu
zaman &, noqtalorini rasional noqtalor gotiirsak inteqral comi o =1, agor &

noqtalorini irrasional noqtalor gotiirsok o =0 olar. Bu onu gostorir ki, o
integral cominin A — 0 sortindo limiti yoxdur. Yoni D(x) Riman monada
inteqrallanan deyildir.
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Gorlindiiyli kimi, sado mohdud funksiyalarin belo Riman inteqrali
yoxdur. Bu onu gostorir ki, Riman inteqralinin ciddi ¢atismazligi vardir. Bu
catismazligin  sobobi asagidakindan ibarotdir. Riman inteqral comini

diizoldorkon biz ovvolco [a,b] pargasini kigik [Xg, % }[X0, % ] oes[Xou1s %, ] (bU
pargalart €,€,,...,6, ilo isaro edok) hissalorina boliiriik vo hor bir kicik €,

n-1
pargasindan bir &, noqtosi gotirmoklo o= > f (& )me, Comini diizaldirik vo
k=0

tolab edirik ki, bu comin limiti & noqtalarinin €, daxilinds secilmasindan asili

olmasin. Bagqa sozlo &, olaraq €, coxlugu daxilinds istonilon noqte gotiiriilo
bilor vo bunun seg¢ilmasi o comina tosir gostormamalidir. Bu iso yalniz o
zaman mumkindir ki, & noqtalori €, daxilinds doyisdikdo f(fk) giymatlori

bir-birina sonsuz yaxin olsunlar. €, ¢oxlugu daxilindo X noqtalorini bir-birins
yaxin edon [Xk » X +1] pargalarinin kigik olmasidir. X noqtalori bir-birins kifayst

godor yaxin oldugqda uygun f(fk)-lar o zaman yaxin olar ki, f(x) kosilmoz
funksiya olsun. Yoni arqumentlor kifayst godor yaxin oldugda funksiyanin
uygun giymotlorids sonsuz yaxin olsun. Bu halda o inteqral comindo &, -larin

kigik e, daxilindo doyigmasi f(fk)-nln sonsuz kigik doyismasina sabab olur

Vo bu sobabdon do o cominin limitina tasir etmir. Amma kasilon funksiyalar
iiciin arqumentin sonsuz kicik doyismasi funksiyanin qiymaetinin sonsuz boytik
doyismasina sobob olur. Bu sobobdon o integral comi sonsuz boyiik qiymatlor
ala bilar vo onun sonlu limiti ola bilmoz. Ona gors do Riman inteqralinin torifi
yalniz kosilmaz funksiyalar {i¢in 6ziinii tam dogruldur. Digor sinifdon olan
funksiyalarin Riman inteqralinin varlig: tesadiifi xarakter dasiyir.

Sonralar goracayik ki, funksiyanin Riman monada inteqralin varligi
ficiin zoruri sort “hoddon artiq” kasilon olmamasidir. Isbat olunmusdur ki, agor
f(x) funksiyasi on ¢oxu hesabi sayda birinci név kasilmo noqtalorine malik

olarsa, bu halda funksiya Riman monada inteqrallanandir.

5.2. Lebeq inteqralini tarifi va bazi xassalari.

Riman inteqralinin torifini verarkon gordiik ki, bu inteqral yalniz
kasilmoz funksiyalar sinfi vo an ¢oxu hesabi sayda birinci név koasilmays malik
olan funksiyalar ii¢iin 6ziinii dogruldur. Daha genis sinif mohdud funksiyalar
Riman monada inteqrallanan olmur. Bu ¢atismazligi aradan qaldirmaq tgiin
Lebeq inteqralmin yeni torifini vermisdir. Inteqralin bu torifi daha genis
funksiyalar liclin yararhidir. Bu inteqral anlayist coxlugun vo funksiyanin
Olgiilon olmas1 anlayislari ilo baghdir.
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Inteqral anlayisini daha genis funksiyalar {i¢iin {imumilosdirmok
mogsadi ilo Lebeq basqa bir iisul toklif etmisdir. Bu tisulun asas mahiyyati

ondan ibaratdir ki, integral comi diizaldilorken €, coxluglart X noqtalorinin
odod  oxu iizorinds Ozlorinin yaxin olmasi prisipino goro deyil, f(x)
funksiyasinin aldigi qiymotlorin yaxinligina gora diizoldilir. Bu magsadlo
Lebeq absis oxu {izorinds [a,b] pargasini deyil, ordinant oxu iizarinds
funksiyanin aldig1 qiymaotlori 6z daxilinds saxlayan [A, B] parcasini hissalora
boliir: A=Y, <y;<Y,<...<Y,=B.

e & =E(y,<f<Yy) (k=0L..n-1) ¢oxluglarini diizoldok. Goriindiiyii
kimi e, -ya daxil olan noqtalordo f(x) funksiyanin qiymotlori yaxm olur vo
[yk v Vi +1) yarimintervalina daxil olurlar. Baxmayaraq ki, bu halda X noqtslori

ozlari bir-birindan kifayat godar uzaq yerloso bilarlor.
Indi Lebeq inteqralinin dogiq torifini verak.
Tutaq ki, olgiilon E c¢oxlugunda olgiilon mohdud f(x) funksiyasi

verilmisdir, bela Ki,
A< f(x)<B 1)

[A, B] parcasini A=Y, <Y<Y, <..<Y,=B noqtalori ils [yk : yk+1)
yarimintervallarina bolok vo €, = E(y, < f <V,,,) isara edak.

Asanligla yoxlamagq olar ki, €, coxluqlari asagidaki xassalora malikdir:
1) e, ¢oxluglar ciit-ciit kasigmirlor, &, ne, =& (k#k') .
2) e, coxluqlar 6l¢iilondirlar,

n-1
3) & = U,
k=0

n-1
4) mE = > me,.
k=0
Asagi vo yuxar1 Lebeq comloarini tayin edok:

n-1 n-1
S=2.YkMe,  S=2 YiaMe,
k=0 k=0
Ogor A =max (yk+1 - yk) isaro etsok, alariq:

0<S-s<A-mE (2)
Lemma 1. Tutag ki, S, vo S, [A, B] parcasmin hor hansi bolgiisiine

uygun asagi vo yuxari Lebeq comloridir. Ogor [A, B] pargasinin bu bolgiisiino

yeni bdlgii ndqtalari slavs etsok, bu zaman asag1 Lebeq comlari azalmir, yuxari
Lebeq comlari iso artmur.
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Isbati: Tutaq Ki, ovvalki bélgii noqtalorine yeni yeni bir y, <Y<Y,
bolgii noqtasi alave olunmusdur. Onda €, =E(y, <f <y,.)), e =E(y, £ f <Y),
e =E(y<f<yy) coxluglart  tgiin e, =€ Ve, e, Ne =9,
me, = me, + mey olar. Y, <Y oldugundan yaza bilorik:

YkMey = yxMey + yymey < y,mej + yme”

Onda
k-1 n-1 k-1
So =2 YiMe + yyme + 2 yime < > y;me; +
i—0 ik+1 i—0
n-1
+ Ymey + Yimey + > yime; =,
i=k+1

yani Sp <s alirg.

Eyni gayda ilo S <S; oldugunuda gostars bilarik.

Natica: Heg bir agsagi Lebeq comi, yuxari Lebeq comini agmur.

Isbati: [A, B] parcasinin iki miixtolif bolglisiinii gotiirok. Bu bolgiilora
uygun olan asag1 Lebeq comlorini s;, S,, yuxart Lebeq comlarini S; va S, ilo
isaro edok. [A, B] pacasinin birinci vo ikinci bolgli noqtalorindan ibarat olan
ticlincti bolglini do gotiirok. Bu bolgiliys uygun Lebeq comlarini uygun olaraq
S; Vo Sy ilo isaro edok. Lemma 1-0 asason $; <S; Vo S3<S, alariq. Ogar
S3 <S5 oldugunu nozoro alsaq S; <S3<S;<S,, yani §; <S, alariq. Hor hansi
Sy yuxart comi gétiirok. Onda istonilon s asagi comi tigiin S<S; olar. Onda
aliniq ki, biitiin asagi Lebeq comlori ardicilligi yuxaridan mohduddur. Onda
onun doqiq yuxart sarhoddi vardir: U :SUp{S} . Naticodo U <S; oldugunu
alariq.

Ogor yuxart comlor ardicilligini gotiirsok, onda {S} ardicilliginin
asagidan mohdud oldugunu alariq. Onda {S}-in doqiq asagi sorhoddi vardir
V =inf{S}.

Onda [A, B] parcasinin ixtiyari bolgiisii tigin S<U <V <S oldugunu
alariq.

(2) borabarsizliyine goro S—-s<AmE oldugunu nozoro alsaq

0<V-U <JmE olar. Buradan 4 — 0 sortindo U =V alirgq.
Torif. u vo Vv odadlorinin imumi qiymstina f(x) funksiyasimin E

¢oxlugu lizro Lebeq inteqrali deyilir vo (L) | f (x)dx kimi isaro edilir.
E
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Yuxarida deyilonlordan aliriq ki,har bir 6lgiilon mahdud funksiya Lebeq
monada inteqrallanandir. Yoni daha genis sinifdon olan funksiyalar Lebeq
monada inteqrallanandir.

5.3. Lebeq inteqralinin asas xassalari.

Bilavasito torifindon istifade etmoklo 6lgiilon mohdud funksiyalarin
inteqralinin bazi xassolorini gostara bilarik.
Teorem 1. ©Ogor olglilon f(x) funksiyast olgiilon E ¢oxlugunda

a< f(x) <b sortini 6dayirss, onda
a-mE<[f(x)dx<b-mE
E

borabarsizliyi dogrudur.

. L 1 1
sbati: Istonilon n natural ododi iigiin A:a_ﬁ’ B:b+ﬁ gobul

edok. Onda A< f(x)<B, xe E olar.
[A, B] pargasmin A=Y, <Y, <Y, <..<Y,=B bolgiisiinii gotiirok. Onda
A<y, <B borabarsizliyins asason
Ame, <y, me, < Bme,

n-1 n-1 n-1
A> me, <D y,me < B> me,
k=1 k=1 k=1
AME <s <BmE
1
aliriq. ©goar bu borabarsizlikdos 4 — 0 sortinds limito kegsok vo A:a_ﬁ’

1
B=b+ o oldugunu nazars alsaq

(a—lij <[ £ (x)dx < (b +3ij |
n . n

oldugunu alariq.
n ixtiyari odad oldugundan buradan

amE < [ f (x)dx <bmE
E

alarig. Teorem isbat edildi.
Bu teoremdan asagidaki naticalor alinir.
Notica 1. Ogor f(x) funksiyasi E o6lgiilon ¢oxlugunda sabit olarsa,

yani f(x)=c, onda
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[ f(x)dx =cmE
E

dogrudur.
Notico 2. Ogor f(x) funksiyasi E ¢oxlugunda monfi deyilss, yoni
f(x) >0, onda

[ f(x)dx >0,
E

Natica 3. Ogoar mE=0 iss, onda E ¢oxlugunda o6l¢giilon mohdud
istonilon funksiya ti¢tin

[f(x)dx=0,
E

Teorem 2. Tutaq ki, f(x) funksiyasi 6lgiilon E ¢oxlugunda 6lgiilon vo
mohdud funksiyadir. Ogor E c¢oxlugu sonlu vo ya hesabi sayda ciit-ciit
kasismyan E,, E, NE, =0 k#k' ¢oxluglarinin birlosmasindan ibarat iss, yani

E =JEy, onda
k

[f()dx =" [ f(x)dx
E

k Ey
dogrudur. Bu xasso Lebeq inteqralinin tam additivlik xassosi adlanir.
Isbati: ©vvolco tutaq ki, E coxlugu iki ¢oxlugun birlosmasinden
Tutag ki, A<f(X)<B wvo A=Yy,<y<Y¥,<..<y,=B bu parganin
bolgiistdiir.
e =E(y < f <ya)
& =BV < f <V
e =Ex (Y < f <Y1
coxluqlarini gotiirak.
Goriindiiyii kimi e, =e, Ue, g, Ney =3 .
Bu bolgiiys uygun asagi Lebeq comini diizoldok,
n-1
S = z y,me,
k=0
burada me, = me; +me; oldugundan

n-1 n-1 n-1
S= Zyk'mek' = 2 ViMey + D Ymey
k=0 k=0 k=0

olar. Bu borabarlikdo 4 — 0 sartindos limito kegsok
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J' fOdx = [ f(x)dx+ [ f(x)dx.
=] E>
Bu barabarlik E coxlugunun iki ¢oxlugun birlosmosi oldugu halda
teoremin dogru oldugunu gostarir. E -nin istonilon sonlu sayda g¢oxluglarin
birlosmasi oldugu halda teorem riyazi induksiya metodu ila isbat olunur.

E=JE, E.NE, =9, k#k' halina baxaq.
1

n
mE = Y mE, oldugundan n — oo sortindo
k=1

Y mE, -0, *)

k=n+1
R, = |JE, isaro edok.
k=n+1

Teorem E -nin istonilon sonlu sayda ¢oxluglarin comi oldugu halda
dogru oldugundan alariq

jf(x)dx Z [ £(x)dx+ jf(x)dx
k= 1Ek
Teorem 1-5 goro
AmR, < [ f(x)dx < BmR,
Rn
vo MR, — 0, N — o oldugundan
[f(X)dx—>0, n—> o0
Rn
aliriq. Noticado
jf(x)dx Z [ £ (x)dx
k= =1E,
aliriq. Teorem isbat qundu.

Teoremdon asagidaki naticalor alinir.
Natica 1. Ogor 6lgiilon E ¢oxlugunda verilmis 6lgiilon mohdud f (x) vo

g(x) funksiyalar1 ekvivalentdirss, onda
[ f(x)dx = [g(x)dx.
E E
Dogrudan da, ager A=E(f #g), B=E(f =g) olarsa, onda mA=0 vo
[ f(x)dx = [g(x)dx=0
A A
olar.
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Digar torafdon B ¢oxlugunda funksiyalar eynilikla barabar oldugundan
[ f(dx = [g(x)dx.
B B

Sonuncu barabarliklari toraf-torafas toplasaq j f(x)dx = jg(x)dx alariq.
E E

Molumdur ki, D(x) Dirixle funksiyast ¢(x)=0 funksiyasina
1 1

ekvivalentdir. [g(x)dx=0 oldugundan [D(x)dx=0 oldugunu alirig. Yani,
0 0

Dirixle funksiyas1 Lebeq monada inteqallanandir vo onun inteqrali sifra
borabordir.
Buradan xiisusi halda alinir ki, agar f(x) funksiyas: sifra ekvivalent iso,

onda onun inteqrali sifra barabardir. Amma bu toklifin torsi dogru deyildir.
Masalan, [— 1,1] pargasinda
1, >0
f(9) ={ '

-1, x<0
funksiyasina baxagq.

} f (x)dx = ? f (x)dx+} f(x)dx=-1+1=0
-1 -1 0

Amma goriindityl kimi funksiya sifra ekvivalent deyildir.
Notica 2. Ogor E c¢oxlugunda monfi olmayan 6lgiilon mahdud f (x)

funksiyasinin inteqrali sifra borabordirso, I f(x)dx=0, (f(x)>0)onda bu
E

funksiya sifra ekvivalentdir f (x) ~0.
Gostarmak olar ki,
E(f >0)= iE(f >1J
n=1 n
boraborliyi dogrudur.
Ogor f(x) funksiyas: sifra ekvivalent olmazsa, onda elo N, némrasi

1
olmalidir ki, mE[f > n—J olsun.
0

A= E[f > i} B= E|A isaro etsok, onda 'f f(x)dx > i0', .[ f(x)dx>0
Ny A Ny 3
olar.
Bu borabarsizliklori toplasag, naticada

82



1
[f()dx>—0
E Ny
oldugunu alariq. Bu iss sorto ziddir. Demali, f(x) ~0 olmalidir. Teorem ishat
olundu.

Teorem 3. Ogor odlgiilon E ¢oxlugunda 6lgiilon vo mohdud f(x) vo
g(x) funksiyalar1 verilmissa, onda

[If 00+ g00Jdx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.
E E E

Isbati: Tutaq ki, xeE iigiin A < f(X)<B; vo A, <g(x)<B,. [Al,Bl]
Vo [A,,B,] parcalarini A=Yy<y<Y,<..<Y,=B Vo
A =17,<7,<2,<..<Z7,=B,  noqtolori  ilo  hissolora  bolok  va
e =E(yi <f <V¥ia) &=E(@<9<z,) T =eng, i=01..,n-1,
k=01,...,m-1 isaro edok.

Ty coxluglart ciit-ciit kosigmirlor va dlgiilandirlor:

E= U «» ME=>"mT,
ik
Inteqgralin additivlik xassasino goro yaza bilorik:

I(f(x)+g(x) =3 [(£ () +g(x))dx
i,K Ty
Yi +2, < F(X)+9(X) < Y;,q +Z,; oldugundan teorem 1-5 asason alariq:
(¥ + 7T, < I(f () + 9(x))dX < (Vi3 + 2,1 JMT;
Tik
Almmis boraboarsizliklori 1=01,...,n-1, k =01,....m—1 giymatlori {i¢iin
yazib, torof-torofas toplasag, naticodo

%“(yi +z)MT, < [(F(X)+g(x))dx < %“(yi+1 +2,,,)MT, alariq.
I, E I

Borabarsizliyin sol va sag toraflorini hesablayaq:

Z(yl +Zk) ik _Zyl ik +sz

ik

= gyi(gmﬂk * sz(;mﬂkj i
_ gyimc__:ﬂk + ZZ (HU: }
Soefllers)- Fueflle o)
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n-1 m-1 n-1
=Zyim( mUe ]+ szm[e{(’mUe{}z
i= k=0 i=0
— m-1
=Y yim(e NE)+ Y zm(ex NE)=
i k=0

= Zyimei’+ D zmey =S; +8

Analoji iisulla
%(ym + Zk+1)mTik =S¢ +5,
i

almag olar. Burada s;, sy, S, S, ilo f(x) vo g(x) funksiyalarmin uygun

g
olaraq asagi vo yuxar1 Lebeq comlori isars olunmusdur.
Noticoada

St +5, < [(FO)+9(X))dx <S¢+,
E

alarqg.

Sonuncu boraborsizlikde hor iki bolgliys uygun intervallardan on
boyliyliniin sifra yaxinlasma sortinda limito kegsok, tolob olunan borabarliyi
alariq. Teorem isbat olundu.

Teorem 4.Tutaq ki, f(x) olgilon E ¢oxlugunda olgiilon mohdud
funksiyadir. Onda istonilon ¢ sabiti ii¢iin

[cf (x)dx =c| f (x)dx
E E

dogrudur.
Isbati: Tutag ki, ¢>0 vo A<f(X)<B. [A, B] pargasini

A=Y, <Y <Y,<..<Y,=B  hissaloro bolok va & =E(y, <f <Y
n-1

k=012,..,n-1 ¢oxluglarina baxaq: E= Uek, gNe =9, kK1
k

Integralin tam additivlik xassasino géra
jcf (X)dx = Z [cf (x)dx,
k= Oek
X € & ¢oxlugunda cy, <cf (X) <cy,,; oldugundan teorem 1-o osason alariq:

cy,me, < [cf (x)dx < cy, ,,me,.
&
Bu borabarsizlikdo k=01...,n-1 qiymotlori verorok alinmis
borabarsizliklori toraf-torafa toplasag, naticoads alariq:
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cs¢ < [cf (x)dx < cS;.
E

Burada S; vo S; uygun olaraq asagl vo yuxari Lebeq comloridir.

Sonuncu barabarsizlikdo 4 — 0 sartinds limita kegsok talob olunan barabarliyi
alarq.
Tutag ki, ¢ <0. Onda

0= [[cf (x) + (—¢) f (x)]ox = [cf (x)dx + [ (c) f (X)dx =
E E E
= [of (x)dx+ (=) [ f (x)dx
E E

barabarliyindon
fef (x)dx =c| f (x)dx
E E

alarqg.
Notica. Ogor f(x) vo g(x) olgillon E goxlugunda verilmis 6lgiilon
mohdud funksiyalar iss, onda

[(f ) —g())dx = [ f (x)dx— [ g(x)dx
E E E
Dogrudan da,

J(FO)—g00)dx = [ f () + (- g(x)]dx =
E E
= [ f(x)dx+(-1)[g(x)dx =
E E

= [ £ (x)dx - [g(x)dx.
E E

Teorem 5. Tutaq ki, f(x) vo F(x) olgilon E ¢oxlugunda &lgiilon

mohdud funksiyalardir.
Ogar istonilon x € E tigiin f (x) < F(x) olarsa, onda
[ f(x)dx < [F(x)dx
E E
dogrudur.

Isbati: Dogrudan da F(x)— f(x) >0 sortinden alinir ki,
[(FO) - f(x))dx>0

E
Buradan [F(x)dx— [ f (x)dx >0, yaxud
E E
[ f(x)dx < [F(x)dx
E E
alinir.
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Teorem 6. Tutaq ki, f(x) Olgiilon E c¢oxlugunda verilmis oSlgiilon

mohdud funksiyadir. Onda

[ £(x)dx
E

<[] (x)]dx
E

dogrudur.
Isbati: A=E (f >0), B=E (f <0) isaro edok.
E=AUB, AnB=0.
Bu halda yaza bilorik:
[ £()dx = [ £ (x)dx+ [ £ (x)dx = [|f (ldx— [|f (x)|dx
E A B A B
Digar torafdon
[1£ (0ldx = [| f (x)[cx + |  (x)]cx
E A B
oldugundan alariq:

[ £(x)dx
E

[1 £ 0ldx — [| f (x)]dx

A B

+ [ OQldx = [|f (x)|dx
B E

Teorem isbat olundu.

<[] (x)|dx +
A

5.4. Lebeq inteqral isarasi altinda limita ke¢cma teoremi.

Onda

Tutaq ki, ol¢iilon E ¢oxlugunda 6lgtilon mohdud funksiyalardan ibarat
olan f,(x), f,(x),..., f,(X),... funksiyalar ardicillig1 verilmisdir. Forz edok ki, bu

ardicilliq hor hansi bir monada 6lgiilon mohdud F(x) funksiyasina yigilandir (

E coxlugunda har yerds, sanki har yerds, olgiiya gora).
Bu halda

lim [ £, (x)dx = [ F(x)dx
N=>*g E

1)

borabarliyi dogru olarmi? Ogar bu borabarlik dogru olarsa, onda deyirlar Ki,

Lebeq inteqrali altinda limits kegma dogrudur.
Qeyd edak ki, (1) barabarliyi hamiso dogru olmur. Masalan,

. T
nsin nx, XE[O,—)
n

0, Xe{z,ﬂ}
n
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ardicilligina baxag. Istanilon x € E iigiin lim f (x) =0. Lakin
n—oo
z/n r 1 z/n
[f,()dx= [nsinnxdx+ [0dx=n-=(-cosnx) =2
E 0 7/n n 0
oldugundan

lim [ f, (x)dx =2 [0-dx=0.
n—>ooE E

Demoali, (1) borabarliyinin dogru olmast iigiin {f,(x)} ardicilligi hansisa

alava sarti 6damalidir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem (A.Lebeq). Tutaq ki, 6l¢iilon E ¢oxlugunda 6lgiilon vo mohud
funksiyalardan togkil edilmis f,(x), f,(X),..., f,(X),... ardicilligi Olgiliys goro
olgiilon vo mohdud f(x) funksiyasina yigilir. ©gor elo M odadi varsa ki,
istonilon x € E iigiin |f (X)) <M, n=12,... olsun, bu halda inteqral isarosi

altinda limito kegma dogrudur, yani

lim [ f, (x)dx = | f (x)dx (2)
=g E
Isbati: ©Ovvalco, gostorak ki, sanki biitiin X € E {i¢iin
|F(X) | <M (3)

dogrudur.
Riss teoremino gora F(x)-o dlgiiys gora yigilan {f,(x)} ardicilhgimdan

sanki hor yerds F(x)-o yigilan {fnk (x)} alt ardiciligr ayirmaq olar. E

¢oxlufunun sanki hor yerds f, (x) > F(x) sortini 6doysn ndqtalorinds

o, (X) ‘ <M barabarsizliyinds limits kegsok (3) barabarsizliyini alariq.
Tutaqg ki, o > 0 istonilon adoddir.
A(o)=E (|fn - F| >0), B,(0)=E (|fn - f| < o)isara edok.
Onda

[ £,09dx— [ F(x)dx
E b

= [|f,(0=FQldx+  [|f,(x) - F(x)[dx.
An (o) Bn (o)
Digar torofdon |f,(X)—F(X)|<|f,(X)|+|F(X)| borabarsizliyino goro sanki

<[] f,(x) = F(|dx =
A

biitiin X -lor tigiin A, (o) ¢oxlugunda | f.(x)— F(X)| <2M.
Buradan
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[1£,0) = F(x)|dx < 2MmA, (o). (4)
An(0)
Elocads inteqralin malum xassasina gors alariq:
[1f.() - F(x)|dx < &-mB, (o) <o - mE.
Bn (o)
Noaticada

<2M -mA, (o) +o-mE

[ £,00dx = [ F(x)dx
E E

alarq.
Istonilon & >0 odadi iigiin £ >0 elo segilo bilor ki, o-mE < &/2 olsun.

Bu o ododini geyd edorak ardicilligin dlgiiya gora yigilan oldugunu nazors
alsaq elo N nomrasi tapa bilorik ki, n> N oldugda va istenilon & >0 {iglin

2M -mA, (o) < /2 bdansin.
Noaticads, n> N

<é&

[ £,()dx — [ F(x)dx
E E

oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.

Qeyd. Isbat edilmis teorem {f,(x)} ardicilligmin F(X) funksiyasma E -
nin biitlin noqtalorinds, yaxud sanki biitiin noqtalorinds  yigildigi halda
dogrudur.

5.5. Riman va Lebeq inteqrallarinin miiqayisasi.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a, b] pargasinda toyin olunmusdur. & >0
odadi Vo X, € [a, b] noqtasi gotiirak.

ms;(%) Vo Mg(X) ilo uygun olaraq f(x) funksiyasmin
(Xg — g, Xy + ) intervalinda doqiq asag1 vo doqiq yuxari sarhoddini isaro edok:
M, (Xg) = inf{F ()}, M(Xo) = SUP{F ()}, (% — T < X < X +3)-

Aydmdir ki, mg(X,) < f(X) <M(x,),
X € (Xg — 5, % +5) N [a,b].

Elocado, agor & azalarsa, bu halda m(x,) azalmir, M ;(X,) iso artmir.
Yoni & azaldiqda ms(X,) arta bilor, M5(X) iso azala bilor. Ona goro do sonlu

06) = i m, 5. M ) Jim, M. 0)

limitlori vardir vo bu zaman
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M5 (%) <M(%p) <M (%) < M5 (%)
Toarif. m(x) vo M(x) funksiyalarina f(x) funksiyasini asagi vo yuxari

Ber funksiyalar1 deyilir.
Teorem 1 (R.Ber). Tutaq ki, f(x) funksiyas: x, ndqtesinds sonlu

giymat alir. f(x) funksiyasinin bu néqtods kosilmaz olmasi {igilin zoruri vo kafi
sort m(x,) = M(X,) olmasidur.

Isbati: Tutag ki, f(x) funksiyasi x, ndqtosinds kesilmozdir. Onda
istonilon  £>0 dcin elo §>0 tapmag olar ki, |[x—x|<o oldugda
[T (x)— f(X,)] <& olsun.

Basqa sozlo xe(x-&,%+d) oldugda f(x)-e<f(x)<f(x)+e olar.
Buradan alinir ki,

F (%) =& <ms(%) <Ms(%) < f () +&.

Noticada f(X))—e<m(X) <M(x) < f(X)+¢ oldugunu aling. & odadinin
istonilon odod olmasma osason M(X)) =M(X,) oldugunu alirig. Sortin
zoruriliyi isbat olundu.

Indi iso sortin kafiliyini gostorok. Tutaq ki, M(Xy) = M(X;) 6donir. Bu
halda m(x,) = M(X,) = f(x,) olar.

Istonilon & > 0 odadi gotiirok va & odadini els kigik segok Ki,

M(Xy) —& <Ms(%) <M(Xp), M (%) < Ms(X) <M (X)) +&
ddansin. Bu barabarsizliklordan

FOo)—e<ms(x), Ms(x) < f(x)+e

alinir.

Bgar x e (x,—3, %, +5) olarsa, onda f(x) ms(X) vo Ms(Xy) arasinda
doyisor. Ona gora do f (X)) —&< f(X) < f(X))+¢&. Basqga sozlo X=Xo| <&
oldugda |f(x)— f(xO] <&, yoni f(x) funhksiyasi X, noqtosinds kosilmozdir.
Teorem isbat olundu.

9sas lemma. [a,b] parcasinin  asagidaki sokildo sonsuz sayda
bolgiilarine baxaq:
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a=x <x) <..<xt)=b

a=x" <x? <.<x?=b

a=x{) <x <..<x{V =b

belo ki, i — oo sortindo 4 = max|x(); — x| >0 .
m® ila  f(x) funksiyasmin lxlgi),xfllj parcasinda doqiq asag
sorhodlorini isaro edok. Asagidaki sokildo ¢,(X) funksiyalar ardicilligi

diizaldok:
(i) (i) (@)
my”’, XE(XK , X 1)
(pi(x){ :

0, x=x{ x® . x oldugda

S Xn
Ogar X, noqtasi XS), (1=2123,..., k=012,...,n) nogtalorindon heg
biri ilo tist-listo diismazss, onda
i"j;(Pu (X0) = M(Xo).

Isbati: Hor hansi i nomrosini geyd edok vo [XSO)’XQ,)H ilo 1-ci bolgi

zamani X, ndqtasini 6z daxilinds saxlayan parcani isars edok. X, ndqtasi heg

bir bolgii noqtasi ilo tist-iisto diismadiyi tiglin XIE'O) <X < Xlg'o) ey

Onda kifayat gador kigik &>0 iigiin (X0—5,x0+5)c[x|§io),x|£2+l].
Buradan almir ki, mlgio)smg(xo) yaxud @ (X)) <mg(X,). Burada & —0
sortindo limito kegsok, ¢ (Xy) <my(Xy) olar. ©gor my(Xy) =—oo olarsa,
m(X,) =—cc olar. Bu halda istonilon i tgciin ¢ (X)) =m(X,) oldugundan

lemma isbat olunur.

Tutaq ki, m(xy,) >—o0 vo h<m(x,). Onda elo & >0 tapmaq olar ki,
ms(Xy) > h olar. Bu & adadini geyd edib, elo boyiik i ndmrasi segak ki, 1> i,
oldugda [xlﬁio),xlﬁio)ﬂ] (% —8,% +J). Burada [xlﬁg,xlﬁio)ﬂ] pargasi X,

noqtasini 6z daxilinds saxlayur.
Belo i nomrasinin varligt 4 — 0 sortindon alinir. Buradan homin i némroalori

figin m{Y >m; (%) >h, yaxud ¢ (%) > h aling.
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Beloliklo, istonilon h<m(X,) tgin elo i, vardir ki, i>1i, Ugiin

h <, (6) <m(x).
Buradan aliriq ki, ¢,(X;) = m(X,). Lemma isbat olundu.
Analoji gayda M ilo f(x) funksiyasinin [x.ﬁ” : Xgl] pargasinda doqiq
yuxari sarhaddini isars etsok vo
o g2 /M xe (0. %)
' 0, x=x{, xO xrgz) oldugda

funksiyasi toyin etsok, onda X, €[a,b] vo x, = x® (i=123,..., k=012,..)
ugin
lim @;(X) = M (%)

oldugunu gostara bilarik.

Natica 1. m(x) Vo M(x) Ber funksiyalar1 dlgiilon funksiyalardir.

Isbati: Osas lemmada gotiiriilon bolgii noqtalori
{XS)}, (1=123,..., k=012,...,n,) hesabi saydadir vo Sl¢iisii sifra barabardir.
Lemmadan alinir ki, sanki har yerda ¢,(X) > m(X), i > o0 ¢;(X) funksiyalar

pillovari funksiyalar oldugundan &lgiilondir. Onda limit funksiyasida

oOlgiilondir. Yuxar1 Ber funksiyasinin da 6lgiilon oldugunu analoji iisulla géstora
bilarik.

Notica 2. Ogor osas lemmanin sortlorinds f(x) funksiyast mohdud
olarsa, onda

b b
(L[ (x)dx — (L) [ m(x)dx.

Dogrudan da, oger |f(x)|<M olarsa, aydindir ki, |g(x)|<M Vo
Im(x)| <M.

Buradan alinir ki, bu funksiyalar Lebeq monada integrallanan
funksiyalardir vo inteqral isarasi altinda limits kegmo dogrudur.
Notico 2-ni asagidaki kimi do ifads etmok olar:

x(M
nj —1Xk+1 ni-1 ) )
(L) J A =3 [ (x)dx = z m{[x®, - x]=s,
k=0 (|) =0
burada s; i-ci bolgilys uygun asagi Darbu comidir. Onda 2-ci naticani i — oo
sartinda

S — (L).Tm(x)dx
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kimi ifado edo bilorik.
Analoji olaraq S; yuxar1 Darbu comi iigiin

b
S; > (L)[M)dx, i—>o0
a
alariq. Bu iki miinasibatdon i — oo sortinda
b
S, —s; = (L)[ (M (x) —m(x))dx
a

alinir.

Riyazi analiz kursundan molumdur ki, mshdud f(x) funksiyasinimn
Riman monada inteqrallanan olmasi igiin zoruri vo kafi sort S;—s; =0
olmasidir. Onda bunu noazoro alsaq f(x) funksiyasinin Riman monada
inteqrallanmasi tiglin zaruri va kafi sortin

b
(L] (M (x) -m(x))dx =0

olmasidir.

Bu sonuncu baraborlikdon M (X) —m(x) ~0 yaxud m(x) ~M(X)
oldugu alinir.

Bu naticani Teorem 1 ilo miiqaiss etsok, asagidaki teoremi alariq:

Teorem 2. Mohdud f(x) funksiasinin Riman monada integrallanan
olmast tigiin zoruri vo kafi gort homin funksiyanin sanki hor yerdo kasilmoz
olmasidir.

Bu teorem funksiyanin Riman monada inteqrallanan olmast iigiin oldugca
giymatli vo yiiksok saviyyali bir teoremdir. Bu teorem funksiyanin Riman
monada inteqrallanan olmasi ii¢lin onun “cox koSilon olmamasi” fikrini
osaslandiran giiclii bir teoremdir.

Indi tutaq ki, f(x) funksiyast Riman monada integrallanandir. Onda o
zoruri  olarag  mohduddur vo sanki hor yerda m(x)=M(Xx).
m(x) < f (x) <M (X) olmasindan alinir ki, sanki hor yerds f(X) =m(x). f(x)
olgtilon m(x) funksiyasina ekvivalent oldugundan, 6ziids dl¢iilondir.

Hor bir o6lgiilon mohdud funksiya Lebeq monada integrallanan
oldugundan f(x) funksiyas1 da Lebeq monada integrallanan olur. Yani hor
hanst funksiyanin Riman monada inteqrallanan olmasindan onun Lebeq
monada inteqrallanan olmasi alinir.

Nohayat, f(x)~m(X) olmasindan

(L)T f (x)dx — (L)?m(x)dx.
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b
Riyazi analiz kursundan molumdur ki, s —>(R)jf(x)dx dogrudur. Burada
a

S; asagi Darbu comidir.
b

Onda s; — (L)J'm(x)dx oldugunu nazars alsaq
a

(R)T f (x)dx = (L)? f (x)dx

oldugunu aliriq.

Belsliklo asagidaki miihiim teoremi aliriq:

Teorem 3. Riman monada inteqrallanan har bir funksiya Lebeq monada
da inteqrallanandir va hor iki integral bir-birino borabardir.

Molum oldugu kimi bu teoremin torsi dogru deyildir. Yuxarida Dirixle
funksiyasinin misalinda bunu géstormisik.

5.6. Riman va Lebeq inteqralina aid misallar.

1. [a,b] pargasinda Riman monada inteqrallanan funksiya [a,b]
parcasinin bos olmayan aciq G [a,b] coxlugunun biitiin noqtalorinds

kasilon funksiya ola bilormi?
Cavab: Xeyr, ola bilmaz. Ogor funksiya hor hansi bos olmayan agiq

G c[a,b] ¢oxlugunun biitiin ndqtolorinds kosilon olarsa, onda onun kasilmo

noqtalori ¢oxlugunun Olgiisii miisbat olar. Belo funksiya iss Riman monada
integrallanan ola bilmoaz.
2. Misal gostorin ki, f(x) funksiyasmm istonilon [a,ﬂ], a<a<pf<b

parcasinda Riman monada inteqrallanan olmasindan onun [a,b]

par¢asinda Riman inteqralinin olmasi ¢ixmur.
Cavab:

1

=, x # 0 oldugda
f(x)=1x q

0, x =0 oldugda

funksiyas1 0 <« < £ <1 oldugda istonilon [a, ﬂ] pargasinda inteqrallanandir,
amma [0,1] parcasinda inteqrallanan deyildir.

3. Isbat edin ki, ogor f(x) funksiyasi istonilon [a,f] a<a<p<b

par¢asinda Riman monada inteqrallanan ise vo funksiya biitiin [a,b]
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par¢asinda mohdud iss, onda o [a,b] par¢asinda Riman monada

inteqrallanandir
Isbati:Sorto gora funksiya a <« < 8 <b olan biitiin [a, ,B] pargalarinda
Riman Monada inteqrallanan olduguna gora
{a + ¢ b— E}, c= b;ga, n=1223,... soklinda biitiin pargalarda
n n

inteqrallanandir. Ona gora do hor bir belo pargada onun kasilma noqtalarinin

. . C C . .
olciisii sifra barabardir. E, ilo {a+—,b——} pargasinda funksiyanin kasilma
n n

noqtalori ¢oxlugunu isaro edok. Onda [a,b] pargasinda funksiyanin kasilma
noqtalori ¢oxlugu biitiin E,, ¢oxluglarinin birlagsmasindan ibarat olar (ola bilar
ki, bu goxluga a va b ndqtalori, yaxud bunlardan biri olavs olunsun). istonilon

n tgin ME, =0 oldugundan m(U En] =0 olar. Aliriq ki, funksiyanin [a,b]
n

parcasinda kasilmo noqtolori ¢oxlugu sifir dlgliys malikdir. Demali, funksiya
[a, b] parcasinda Riman monada inteqrallanandir.

4. Tutaq Ki, {f,(x)} funksiyalar ardicilifmin har bir hoddi [a,b]

parcasinda Riman monada inteqrallanandir. Tutaq ki bu ardicilliq [a,b]
parcasinda ¢(x) funksiyasina yigilandir vo elo Aadadi vardir ki,
istonilon x e[a,b] va istonilon n tigiin |f,(x)|< A sorti odenilir. Bu

sortlordon  ¢(x) funksiyasinin [a,b] par¢asinda Riman monada
inteqrallanan olmast alinirmi?
Cavab: ¢(x) funksiyast Riman monada integrallanan olamaya da bilor
(baxmayaraq ki, ¢(x) funksiyasi homiso Lebeq monada inteqrallanandir).
Asagidaki misala baxaq:
1, X =71,1,...,Ty, ... 0ldugda
fa(x) = {O, [a, b] — nin digar noqtslarinds
(burada 1, 1,,..., 1y ... -[a,b] parcasinda yerlagan rasional adadlor ¢oxlugudur).
o(x) funksiyasi [a,b] parcasinda yerloson biitiin rasional noqtalor

coxlugunun xarakteristik funksiyasidir. Bu funksiya [a,b] pargasinin biitiin
noqtalorinds kasilon oldugundan Riman monada integrallana bilmoz.

5. Isbat edin ki, [a, b] pargasinda Riman monada integrallanan funksiyalar

ardicilligi miintozom yigilirsa, onda limit funksiya da Riman monada

inteqrallanandir. Isbat edin ki, limit funksiyanimn inteqrali, ardicilligin
hodlarinin inteqrallarinin limitino barabordir.
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Isbati: Tutaq ki, f (x) ardicilligi f (x) -0 miintozom yigilir. Géstorak ki,
f(x) [a,b] parcasinda inteqrallanandir.

a) f(x) funksiyast mohduddur. Dogrudan da, agor f,(x) ardicilligr f(x)-
o miintozom yigilirsa, onda ixtiyari &£ >0 iglin, xlisusi halda ¢=1
tciin elo N nomrosi vardir ki, biitin n>N nomralori ii¢lin
f,(0-f(0<1 . n=N oldugda |f(x)-fy(x)<1 olar. Buradan
fu)-1< f() < fy(¥)+1. fy(x)+1 vo fy(x)—1 mohdud oldugundan

f (x) -in mohdudlugunu alirq.
b) f(x)-in kosilmo noqtolori coxlugunun olgiisii  sifra  borabardir.
Dogrudan da, E, ilo f,(x) funksiyasinin kasilma noqtalori ¢oxlugunu

isaro etsok, mE, =0 va m(U En]:o alariq. [a,b] | |JE, ¢oxluguna
n n

daxil olan har bir x, nogtesindo f,(x) funksiyalar1 kasilmazdir. Onda

f(x) funksiyasi kosilmoz funksiyalar ardicilliginin miintozom limiti

oldugundan X, noqtesinds kosilmoz olar. Ona goro f(x) funksiyasi

yalmz | JE, ¢oxlugunda kasilon ola bilor. Alirng ki, f(x) [a,b]
n

pargasinda moahduddur va kasilma noqtalori ¢oxlugunun oSlgiisii sifra
borabordir. Naticado f(x)-in Riman monada inteqrallanan oldugunu

aling. f,(x) ardicilhigt f(x)-0o miintozom yigilan oldugundan

|f,00 - f(x)|< b—ga olmasindan

<

b
J (1,00 = £ (x))dx

a

b b
[ £,00dx— [ f (x)dx

b
< [If,(0 - f(dx < —£—-(b-a)=¢,
o b-a
yaxud
b b

lim [ f, (x)dx = f (x)dx

n—>ooa a
oldugunu aliriq.

6. “Oger E - [a,b] parcasinda sifir dl¢iilii ¢oxluq ise, onda onun y(x)
xarakteristik  funksiyasi [a,b] parcasinda  Riman  monada
inteqrallanandir” toklifi dogrudurmu?

Cavab: Xeyr. Dogru deyil. Masalon, E [0,1] parcasina daxil olan
rasional odadlor ¢oxlugu olarsa, onda mME =0 olar. Amma E c¢oxlugunun
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xarakteristik funksiyast y(x)-1n kasilma ndqtolori ¢oxlugu biitlin [0,1] parcast
ilo {ist-iisto diisiir. Ona gora do bu funksiya [0,1] par¢asinda Riman monada
integrallanan ola bilmoaz.
7. “Ogor E - [a,b] par¢asinda he¢ yerds six olmayan ¢oxluq iso, onda
onun xarakteristik funksiyast y(x) [a,b] par¢asinda Riman monada
inteqrallanandir” toklifi dogrudurmu?

Cavab: Dogru deyildir. Masalan, tutaq ki, E —6l¢iisii %-9 borabar olan,
[O,l] parcasinda yerloson he¢ yerdo six olmayan miikommal ¢oxlugdur. Onda

bu coxlugun xarakteristik funksiyast yg(x) Olgiisii %-9 borabor olan E

coxlugunun biitiin ndqtalorinds kasilon olar vo Riman monada integrallanan
olmaz.

8. Tutaq ki, E - [a,b] pargasi daxilinda yerloson 6l¢iisii sifra barabar olan
qapali coxlugdur. Bu c¢oxlugun xarakteristik funksiyasi [a,b]

parcasinda Riman monada inteqrallanan olarmi?
Cavab: Bali. Qapali ¢oxlugun biitiin sarhad noqtalari bu ¢oxlugun 6ziino
daxil olur. Onda E c¢oxlugunun sorhod noqtalori ¢oxlugunun olgiisti sifira
borabar olar. y.(x) xarakteristik funksiyas: E -nin yalniz sorhad noqtolorinde

kasilon oldugundan X (x) -in Riman menada inteqrallanan oldugunu aliriq.

3 - -
0. f(x)z{x : x irrasional olduqda,

1, x rasional oldugda
funksiyasi [O,] parcasinda Riman monada inteqrallanandirmi?
Funksiyanin Lebeq inteqralini tapin.
Hoalli: [0,1] parcasinin biitin ndqtalori  f(x) funksiyasiin kosilma

noqtaloridir (x =1 néqtesindon basqa) va olgisii sifirdan boyiikdiir. Ona gora
do bu funksiya Riman monada inteqrallanan deyildir. Amma funksiya 6lgiilon
vo mohdud oldugundan Lebeq inteqrali vardir. Inteqrali hesablamagq ii¢iin f (x)

funksiyasini ona ekvivalent olan ¢(x)=x® funksiyasi ilo ovoz edirik. ¢(x)
funksiyasi [O,l] parcasinda Riman monada inteqrallanandir vo

(L)} f (x)dx = (L)}(p(x)dx = (L)} x3dx = (R)} Xex = *.
0 0 0 0 4

10. isbat edin ki, agor Ec[a,b] olciilon ¢oxluq iss, onda onun y¢ (x)
xarakteristtk  funksiyast lebeq monada inteqrallanandir  vo

(L)Tf(x)dx:mE.
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Isbati: X (x) funksiyasi 8lgiilon vo mohdud oldugundan Lebeq monada
inteqrallanandir. inteqrali hesablamaq iigiin [a,b] pargast iki E vo EC

hissalarina bolok. (CE =[a,b] ‘E)
Onda alariq:

b
(L] e 0)dx = (L) [ z(x)dx + (L) [ ze (X)dx =
a E CE

=mE+0=mE
1
11. (L)j f (X)dx -i hesablayn:
0
|{x2, X 37 don boyiik irrasional adad olduqda
0
f&) x3,x = — denKkicik irrasional adad olduqda

3
0, x rasional adad olduqda

Halli. [O,] pargasini {O,%} Vo {%,1} pargalarina bolok: {0,%}

) . 1 ) . . .
parcasinda funksiya X3 ilo, {5,1} pargasinda iso x® ilo ekvivalentdir. Onda

aliriq:

1 1/3 1
ff(x)dx=jxsdx+jx2dx=i+[l_ 13j=£_
0 0 13 4-3 \3 3.3°) 108

12. [0,] pargasindan

e Haa-

intervallarimin atilmast ilo alman E goxlugunda f(x)=3x? funksiyasinn
Lebeq inteqralin1 0,01 dogigliklo hesablayin.
Halli: E ¢oxlugu F,EHE,E},F,E},{i,i}, pargalarinin  vo
32]|54]|76 2n+1 2n
olgiisii sifir olan iki 0 vo 1 ndqtalarinin birlosmasindan ibaratdir. Bu pargalarin
har birinds funksiya Riman monada inteqrallanir, ona goro do

y
(L] fYdx = (R)[ f (x)dx = j23x2 dx +
E E 13

1/4 1/2n
+ [3xPdx+...+ j3x2dx:=i3—i3+i3—%+....+ 13— 1 .
3 Y2n+1 22 3 4 5 (2n)  (2n+1)
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Bu sira miitloq yigilandir vo onun comi 0,01 dogiglikla 0, 10-a
barabardir.

13. D Kantorun miikkammal ¢oxlugu, CD isa onun [O,l] pargasina kimi
tamamlayici coxlugu olarsa,

1
Asanligla gormok olar ki, '[ f,(x)dx = 2ik . N—oo sortindo k — o
0
1
oldugundan lim J. f,(x)dx=0.
r‘l—)ooo
Amma f,(x) ardicilligi [0,1] pargasinin heg bir noqtasinds sifra yigilan
deyildir.
sin zx, X e{O,%)mCD oldugda

f (X) = 1 cos 7x, XE|:%,1:|(WCD oldugda

N x e D oldugda

1
funksiyasi tigtin (L)| f(x)dx inteqralini hesablayin.
y
0

Halli.
1 1/2 1
(L) f (x)dx = (L) [sinzxdx + (L) [cosmxdx =
0 0 12
1/2 1 1 1/2
= (R) [sinzxdx + (R) [cosmdx =—=coszx | +
0 12 T 0
1. P2 1( i J 1(. : n)
+=sinzx | =——|cos=-cos0 |+=|sinz—sin= |=
Vs 0 V4 2 V4 2
:—lm—n+1m—n=o
VA VA

14. Isbat edin ki, agor f(x) funksiyasinin [a,b] pargasinda sanki har yerdo
toromosi varsa vo f'(x) téromasi [a,b] parcasinda mohdud iss, onda
f’(x) Lebeq monada inteqrallanandir.
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isbati: f'(x) toromosi [a,b] pargasinda Slgiilon oldugundan vo bundan

basga sorto géro mohdud oldugundan onun [a,b] parcasinda sonlu Lebeq
inteqral1 vardir.

15. Tutaq ki, {f,(x)} [a,b] parcasinda 6lgiilon mohdud monfi olmayan
b
funksiyalar ardicilligidir. Tutaq ki, n — oo sortinds (L)j f,(x)dx —> 0.

Bu miinasibatdon E-do hor yerds, yaxud sanki hor yerds
f,(X) >0 (n — ) olmasi alinirmi?

Holli: Xeyr. Asagidaki misala baxaq:
Tutaq ki, n= 2% +i, belo ki, k=012,...0<i<2 E= [0,1] pargasinda
asagidaki kimi ardicilliq diizaldok:

1 1 i+1
fn(x)={ ol ’“E[zk’ zk]

0, [0,1] pargasinin digar néqtalarinda

16. f(x) =

1 . . .
funksiyanin (1,2) intervalinda Lebeq inteqralini tapin.
g v (42
Holli: Bu inteqrali hesablamagq tigiin onun t >1 adadi ils kasiyini qurag:
t, X e (1,1+ t%} oldugda
[F(0) =

1
vk X€|:1+t—3,2j oldugda.

VA

<
Il
w

oF 17 149/ 2 X

Kasiyin inteqralini hesablayaq:

1+]/ t3

2
L f dx= |td
( )(1J2) (X)][ - J X+1+]£t2m
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1 3 3 3 1
=|tl+= [—-t|+H| - [=o——
([ ﬁ) j (2 2#) 2 2t2
f(x)-in inteqralimi hesablamaq {igiin kosiyin inteqralint t—oo sortinds
limitini tapmaq lazimdar.

. (3 1 3
L) [f(X)dx=Ilim| =—— |=—.
CING Hw(z thj :

17. f(x)= 1w g(x) = iz funksiyalar1 ~ (0,])  intervalinda
X X
comlanondirlormi?
Gostaris. 16-c1 misalin hallinds oldugu kimi kosiyin inteqrali vasitasilo

(L) [ Sdx=o0 vo (L) [ —dx=co oldugunu gostora bilarik. Yeni v
@2) X @2) X X

iz funksiyalart (0,1) intervalinda comlanan deyildirlar.
X

18. D - Kantorun miikommal ¢oxlugu iizro
t, x e D oldugda

f(x)=0 -
(x) si xeD oldugda
3/x
funksiyasinin Lebeq inteqralini tapin.
Halli: mD =0 oldugundan f (x) funksiyasi [O,l] pargasinda

1
=, xe€|01] oldugda
F0=0J3x" [01] oldug
0, x=0 oldugda
funksiyasina ekvivalentdir. Onda
1
(L) [ f(X)dx=(L) [@e(X)dx= | =—dX.
[OJ,.:L] [0!1] [oj,l] i/;

Sonuncu inteqralda integralaltt funksiyanin kosiyinin inteqralini
hesablayib onun limitini tapsaq

(L) [f(x)dx = 3
[0.4] 2

oldugunu alirq.

1 x —irrasional oldugda
19. f(x)=0{J/x

x3,  x-—rasional oldugda
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1
funksiyanin (L) _[ f (x)dx integralin1 hesablayin.
0

Holli. (0,1] yarimintervalinda f(x) funksiya funksiyasina

<

ekvivalent oldugundan
(L) j f (x)dx = (L) j idx: 2
[01] [01] \/;
alariq.
20. Asagidaki funksiyalarin gostorilon ¢oxluglar iizro Lebeq inteqrallarini

hesablayn.

L xeln|—=a
&.}.W’ 161 ’
4

15 5
a) E:|:E,Zj|, f(X): ;, XEJm[l,Zi|,

] 15
sin? x, X m[—,—}
€QN 163

burada J irrasionla adadlor ¢oxlugu, Q - iso rasional odadlor goxlugudur.
1

b) E=[01], f(x)={(x+1)%’

7X, xeQn[01]

xeJn[0d]

xcos?x, xedn[o,z],

¢) E=[0,7], f(x):{

sin? x, XeQm[O,ﬁ].

2 )

arctgx XeJm[O,\/g].
1+x
d) E=[0,2], f(x)= —i, xed 3.2

cos’x, xeQn[0,2}

x?, xel m[O,l}
3

e) E=[04], f(x)={Inx, XEJm[%,l}

0, xeQn[o]]
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4
21. Lebeq inteqralinin torifino gora j\/;dx inteqralin1 hesabayin.
0

Halli. f(x)=+/x funksiyas1 E = [0,4] pargasinda kasilmaz oldugundan
Olgiilon funksiyadir. Funksiyanin aldigr qgiymotlor ¢oxlugu [0,2] pargasini
doldurur. [0,2] parcasim n borabor hissoys bélok:

2 2
yo :0’ yl :E""’yk :k'ﬁa---lyn =2..

Bu bolgiiys uygun €, = E(yk <f< yk+1), k=0212,..,n-1 ¢oxluglarimi
tapagq:

K 2(k +1) . k=012,..n—

. {(Aﬂkf,(@ﬂ e, 4 k-7 1]

Bu bolgiiys uygun funksiyanin asagi Lebeq camini tapag:
n-1 n-1
S= Y yme = % Zk[(k +1) - kz]:
k=0 N~ k=0

% ) (12+22+32+...+(n—1)2)]:

oldugundan

4
Yani (L)j&dx:%
0
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VI FOSIL
COMLONON VO KVADRATI iLO
COMLONON FUNKSIYALAR

1.6. Qeyri-mohdud funksiyalarin Lebeq inteqrali. Comlanan funksiyalar
va onun bazi xassalari.

Yuxarida biz olgiilon mohdud funksiyalarin Lebeq inteqrali anlayisi ilo
tanig olduqg, onun bir ¢ox asas xassalarini nazardon kegirdik vo Riman inteqrali
ilo miigayisasini verdik. Malumdur ki, agar inteqralalti funksiya geyri-mohdud
olarsa, yaxud inteqrallanma oblasti sonsuz olarsa, bu halda baxilan funksiyanin
adi monada Riman inteqrali olmur vo Riman inteqralinin imumilosmasi olan
birinci va ikinci ndv qeyri-moxsusi inteqrallara baxilir.

V fasilds biz Lebeq inteqralinin torifini 6lgiilon mohdud funksiyalar ti¢iin
verdik. Tobii olaraq asagidaki sual ortaya ¢ixir. Olgiilon geyri-mohdud oblastlar
ticiin Lebeq inteqralin1 neco imumilasdirmok olar?

I. ©vvalca Slgiilon vo moanfi olmayan funksiyalar ticlin Lebeq inteqralini
toyin edok.

Tutaq ki, f(X) Olgiilon E ¢oxlugunda toyin edilmis monfi olmayan
olgtilon funksiyadir.

Lemma 1. Tutaq ki, f(X) olgtilon E ¢oxlugunda toyin edilmis manfi
olmayan Ol¢iilon funksiyadir vo N ixtiyari natural odaddir. Asagidaki kimi
funksiya toyin edok:

[FOO]y = {]ICV(x) agar f(x) <N,
, agor f(x) > N.
Onda [f (X)]N funksiyasida dl¢iilon funksiyadir.
Isbat1: Asanligla yoxlamagq olar ki, asagidaki beraborlik dogrudur:
£ E(f >a), eager a<N,
([f]N>a)_{@, agar a = N.

Buradan teoremin isbat1 alinir.

Qeyd: [f (X)]N funksiyasina f(X) funksiyasinin “kosiyi”, yaxud f(X)
funksiyasinin N ododi ilo kosiyi” deyilir.

Lemmadan ¢ixir ki, f(X) funksiyas1 olgiilondirse, onun “kosiyi”de
ol¢iilondir.

Lemmanin sartlorinden ¢ixir ki, [f (X)]N funksiyas1 mohduddur. Ona goro

do [f (X)]N Lebeq monada  inteqrallanandir.  Digor  torofdon
[FOL<[f()L <[f(x)k<..  oldugundan i[f(x)]léi[f(x)]2 Si[f(x)]Sg...

ardicilliginin sonlu va ya sonsuz
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lim [[f(x)]y dx *)

N—>oo
limiti vardir.
Tarif. (*) limitino f( ) funksiyasinin E ¢oxlugu iizro Lebeq inteqrali

deyilir vo jf dX kimi isaro edilir.

Ogor bu integral sonlu olarsa, onda f(x) funksiyas1 Lebeq monada
integrallanan, yaxud E ¢oxlugunda comlonan funksiya adlanir. E ¢oxlugunda
comlonan biitiin funksiyalar ¢oxlugunu L (E) ils isars edirlor.

Ogor f(x) monfi olmayan Olgiilon mohdud funksiya olarsa, onda
kifayst godor boyiik N {iglin [f(X)]N = f(X) olar vo inteqralin yeni torifi
avvalcadon molum olan toriflo eyni olar.

Teorem 1. Ogor f(X) funksiyas1 E ¢oxlugunda comlonan iso, onda o bu
coxluqgda sanki har yerds sonludur.
Isbati:  A=E(f =+o0) isaro edok. A coxlugunda [f(X)]N =N

oldugundan
i[f (x)] dx > {[f (x)]dx=N-mA,

Bgor mA>0 olarsa, onda f [f(x)]y dx inteqrali N — oo sortinds sonsuz
E

artardi. Bu iso f(X) funksiyasinin comlonan olmasi sortine ziddir.
Teorem 2. ©gor mE=0 olarsa, onda istonilon monfi olmayan f(x)

funksiyas1 E coxlugunda comlonen funksiyadir vo j f(x)dx=0.
E

Tutaq ki, f(X) E coxlugunda 6lgiilon va istonilon isarali funksiyadir.

_ (f(x), agor f(x)=0,
f+() = {O' agar f(x) <DO.

0, ager f(x) =0,
f-(x) = {—f(x), agar f(x) <DO.

isaro edok. Aydmdir ki, f,(X) vo f(X) olgiilon vo monfi olmayan
funksiyalardir. Odur ki, bu funksiyalar tigiin I f, (x)dx, I f (x)dx integralinin
E

menast vardir. Ogar har iki integral sonlu olarsa, bu halda f(x)=f, (x)-f(x)
funksiyasinin inteqrali
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[ £ (x)dx = [ £, (x)dx— [ £_(x)dx
E E E
borabarliyi ils toyin olunur.

Teorem 3. Olgiilon E coxlugunda 6lgiilon f(X) funksiyasinin comlonan
olmast ii¢iin zaruri va kafi sort | f (X)‘ funksiyasinin inteqrallanan olmasidir. Bu
Zaman

isbati: f(x)=f,(x)-f (x) vo |f(x = f(x)+ f_(x) oldugundan
[ f(x)dx = i f, (x)dx — i f (x)x, £|f XJox = [ £, (xJox+ [ f_(x)dx.

E E E
Bu barabarsizliklora gors alariq:

i f(x)dx i f, (x)dx— [ f_(x)dx

< i f, (x)dx + £ f (x)dx = £| f (x)dx.

Teorem isbat olundu.

<

6.2. Sonsuz olciilii coxluqlar iizra inteqral.

Indi iso sonsuz dl¢iilii coxluglar iizra inteqrali Syronak.
Tutaq Ki, hor biri sonlu 6lgiiyo malik olan E; c E, c E; ... ¢oxluglar

ardicilign verilmisdir. E={JE, coxluguna bu ardicilhig limiti deyilir vo
n=1

E =Ilim E, kimi isars olunur.

nN—o

ME, <mE, <mE; <... oldugu iigiin sonlu va ya sonsuz lim mE,

n—o

limiti vardir. Bu limito E ¢oxlugunun 6lgiisii deyilir vo mE = lim mE, kimi

N—o0
isaro olunur. ©gar bu limit sonsuz olarsa, E ¢oxluguna sonsuz 6l¢iilii goxluq
deyilir.
Tutaq ki, E sonsuz olgiilii ¢coxlugdur vo har biri sonlu 6l¢giilii olan
monoton artan E cE,cE;c... coxluglar ardiciligmin limitidir. Monfi

olmayan f(X) funksiyas1 E coxlugunda dlgiilondir. Onda
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[f(x)dx< [ f(x)dx< [ f(x)dx<...
Ey Es Es
Buradan sonlu vs ya sonsuz lim _[ f )dx limitinin varlig: alimr.
%
En
Bu limito f( ) funksiyasinin E coxlugunda Lebeq inteqrali deyilir vo

j f dX kimi igars olunur.

Ogor baxilan limit sonlu olarsa, onda f(X) funksiyasi E c¢oxlugunda

integrallanan va ya comlonan funksiya adlanir.
Molumdur ki, E c¢oxlugu miixtalif monoton g¢oxluglar ardicilliginin

limiti soklinds gostorilo bilor. Isbat etmok olar ki, f(X) funksiaysinin
inteqralinin toyini bu ardicilliglarin segilmosindon asili deyildir. Yoni E
coxlugu hor biri  sonlu &lgiili monoton artan E cE,cE;jc.. wvo

ElcE,cE,c.. coxluglar ardiciliginin limiti kimi gostorilmisso,
lim E, =lim E| =E iso, onda

n—oo n—oo
lim jf X)dx = lim jf

n—)OO n—>oo

Ogor E ¢oxlugunda olgulan f( ) funks1yas1 miixtoalif igarali olarsa, onu
f(x)=f,(x)—f_(x) soklindo géstorib, jf X)dx o If X)dX inteqrallarint

toyin etmok olar.

Ogor hor iki integral sonlu olarsa, onda f(X) funksiyast E ¢oxlugunda
inteqrallanan funksiya adlanir.

Qeyd edok Ki, f(X) funksiyasinin sonsuz Olgiilii E ¢oxlugunda

inteqrallanan olmas1 {iglin zoruri vo Kkafi sort |f(X)‘ funksiyasinin  E

coxlugunda inteqrallanan olmasidir.

: sin x
Molumdur ki, f(X)=— funksiyasinin (—oo,oo) intervalinda qeyri-
X

sin x
moxsusi inteqrali vardir vo I y ——dx=

—00

smx
dx =00,

Lakin bu funksiya {i¢iin j

—00

106



6.3. Lebeq inteqralimin miitlaq kasilmazliyi

Lebeq inteqralinin miitlaq kKosilmazliyi adlandirilan xassasini ifado edon
asagidaki miithiim teoremi isbat edok.

Teorem. Tutaq ki, dlgiilon E goxlugunda comlenen f(X) funksiyasi
verilmigdir. Onda ixtiyari ¢ >0 odadins goros elo & >0 ododi tapmaq olar ki,

jf X)dx| < &

e

Olglisii me< S sortini ddayan istonilon e c E ¢oxlugu {iglin

olsun.
Isbati: f(X) funksiyasi E ¢oxlugunda comlonon funksiya oldugundan

| f (X)‘ funksiyas1 da comlanendir. Inteqralin torifino géra bu halda

tim [ #(c]] dx=|f (xJox. (1)
E E
Limitin torifino gora istonilon ¢ >0 adadi tigiin elo Ny nomrasi vardir ki,
0< [|f (x)fdx— [[|f (x) ]Nodx<g (2)
E E

—[|f X ]N >0 oldugundan istonilon € < E ¢oxlugu iigiin

NHOR GO ILOREC NS

(2) beraberSIZIIylna gora

£ (x)cx —j[| f (x]]NO dx <§ .
Buradan e e

j|f(x)|dx<§+j[|f(x)|]Nodx.

e E

[|f (x)|]N0 <Ny, XeEoldugundan & > ﬁ gobul etsok, onda
0

f|f X)dx <= +N0me<2+N05 £ 3)

alariq. Naticado

[ £ (x)dx

<[|f(x)dx<e

alariq. Teorem isbat olundu.
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6.4. Miicarrad funksiyalarin Lebeq inteqral

Forz edak ki, X hor hansi bir ¢oxluqdur, bels ki, bu ¢oxlugun biitiin alt
coxluglart vahidi X olan o -cobr amolo gatirir. Tutaq ki, bu ¢oxlugqda o -
additiv. g olgiisii toyin olunmusdur. Bu ¢oxluga daxil olan har bir A

coxluguna u o6l¢iilon ¢oxluq deyilir.

Tarif 1. Ogor X c¢oxlugunda toyin edilmis oOlgiilon hoaqiqi f(X)
funksiyasi hesabi sayda miixtolif giymatlor alirsa, onda ona sado funksiya
deyilir.

Tutaq ki, f(X) sado funksiyasi Yy, Yy, Yz Yi # Y, 1# ] giymotlorini alur.
A = {X: xeA f(x)= yn} coxluglarim diizaldak.

Torif 2. Ogor > y,u(A,) sirast miitlaq yigilan sira olarsa, bu siranin

n

comino f (X) funksiyasinin A ¢oxlugunda Lebeq inteqrali deyilir vo

[ £()de =3 you(A) (1)
A n

kimi isaro olunur. Ogor integral sonlu iso, f(X) u &lgiisine nozorsn
integrallanan vo ya comlonan funksiya adlanir.
ogor f (X) funksiyasit A ¢oxlugunda sonlu Lebeq inteqralina malik olan

{fn (X)} sado funksiyalar ardicilliginin miintozom limiti olarsa, bu halda
lim [ f,(x)dx =1 )
n—>ooA

limitina f(X) funksiyasinin A ¢oxlugunda inteqrali deyilir vo
[ f(x)du 3)
A

kimi isara olunur.
Misallara baxaq:
1) Tutaq ki, Py vo G, Kantor ¢oxluglaridir. Asagidaki kimi funksiya

toyin edok

x*, xeP, oldugda

f(x)=
2—1n, xeG, olduqgda

Bu funksiyanin [0,1] pargasinda Lebeq inteqralini tapin.

108



Halli. Goriindiiyt kimi funksiya 6l¢iisii sifra barabar olan u Py =0

. 1 .
coxlugda x? soklinds, uzunlugu —-2 borabar olan atilan G, ¢oxluglarinda iso

1 . .
2—n-9 barabar giymatlor alir. Onda torifs goéra

1
[ f(x)dx = [ f(x dx+jf( X)dx = 0+jf
0 Po Go Go

21 4,1 &1 1

S okl -y - =
kzzlzk 3 Z2.3 4

1 .
(burada uzunlugu * olan intervallarinin say1 2k -dir).

2) Tutaq ki, [0,1]pargasmda
() = x3,  x—irrasional olduqda
1,  x-rasional oldugda

funksiyasi verilmisdir. Bu funksiyanin Lebeq inteqralini tapin.
Halli. Malumdur ki, rasional noqtalor ¢oxlugu hesabidir vo onun 6l¢iisii

sifra barabordir. Ona goéro do f(X)~ x®olur. Ekvivalent funksiyalarin Lebeq

inteqrallar1 barabor oldugundan
jf X )dx = '[x3dx_l
4
olar.
3) Tutag ki, [0,1] parcasinda f(X) funksiyas: asagidaki kimi toyin
olunmugdur: X € P, oldugda funksiya f(X)le kimi, x e G, oldugda iso hor

bir atilan intervalda funksiyanin qrafiki diametri bu interval olan yuxari
yarimgevra olur. Bu funksiyanin Lebeq inteqralini tapin.

Holli. G, :U(ak,ﬂk) isaro edok. Diametri S, — ¢y olan yarimgevranin
i=1

2
ohato etdiyi saho uygun miioyyan integrala barabor olur, yani —ﬂ(ﬂ k8 %)
olur.

Onda
1 0 ﬁk o )
(L] £ CcJe= [ £ (elx+ 3 ] # (x)e= 3,2 (B —an)
0 Ry k=Ley, k=18
olar.
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1 1
Ogor ﬁl—%:g' ﬂZ_a2:ﬂ3_a3:3_2’

1
Po—ay=Ps—o5=Ps—g =7 — 0‘7—3_

1 1 5
By—ag=Py—0g=Pyy—g=-.=Pis— 5 :3_41ﬂ16 —Qg = :3_5 =...oldugunu

noazars alsaq
L (1 2 2° 2t 7
(L)E[f(x)dx:g ¥+¥+3—6+...+37+... =—
olar.
4) Tutaq ki, [0,1] parcasinda

soklinds funksiya verilmisdir. Bu funksiyanin Lebeq inteqralin1 tapin
Halli: A ils [0,1] pargasinin rasional adadlor ¢oxlugunu, B ilo [0,1]

1 L1 ..
pargasinin g-den boyiik irrasional noqtalor ¢oxlugunu, C ilo g-den kicik
irrasional noqtalor ¢oxlugunu isars edok. Goriindiiyii kimi XxeA oldugda
f(x)~0, xeB oldugda f(x)~3x? vo xeG oldugda f(x)~4x® olur. Dgor
[01]= AUBUC oldugunu nozers alsag, onda

1
L)f f(x)dx = jf X )ax + (L jf x)ax +(L)[ f (x)dx =
0 c
1
1 3
=0+ [3x%dx + [ 4x%dx = x°
1 0 1
3 3
5) Tutaq ki, [O,l]z P, UG, Kantor g¢oxluglari, Q(X) iso  Kantor

funksiyadir. Bu funksiyanin Lebeq inteqralini tapin.
Halli. Malum oldugu kimi H(X) Kantor funksiyas1 asagidaki kimi tayin

1

1 3
_9
, 8l

+x4
1

L 12), 1 .. 1 2
olunur: Birinci atilan | —,— | intervalinda H(X)z —, ikinci atilan | =, | Vo
33 2 33
7 8) . 1 3 o By
3—2,3—2 intervallarinda H(X):Z Vo H(X):Z’ ticiincli atilan dord sayda

1 2)(7 8)(19 20)(25 26
(@,?} [§,§J, (3—3,?), [33,33j intervallarinda uygun olaraq 0()

OOII—\
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0(x)= § e(x):g, H(X):% gotiiriiliir vo proses bu gayda ilo davam etdirilir.

8
6(0)=0, 8(1)=1 va x e P, iigiin 8(x)=sup@(&) kimi toyin olunur.

E<x

(L)f O(x)dx = (L) [ O(x)dx + (L)Gj O(x)dx =

0 Py

0
_£.1+(L+ij.i+(i+i+i+q 1,
23 \22 22) 3% (28 28 28 2%8) 38
1 3 2"-1) 1 » Ph-2 (j” 1
H—+—+..+ .= :—Z
2" 2" ] 3 il = 2

1 dx
6) (L)| —= integralin1 hesablayin.
) ( )_([ % q y

olar.

1
Halli. f(x)= 7 funksiyasi [0,1] pargasinda geyri-mohdud oldugundan
X

N, f (x) > N — olduqda
[f 0l =
f(x), f(x)<N-oldugda
kasik funksiyasina baxagq.
Baxilan halda
N, 0<x<i3 oldugda
N
[f (X)]N = 1 .
—, <x<1oldugda
/X q
Onda alariq:

X
N3
21
3 3 1 331 3 1
=N-g+ o X =t = o
N 27|, N2 2 2 N2 2 2N
N3

Buradan
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L= lm (35325

1 .
—, X~—irrasional oldugda
f(x)=4+/x |

x3,  x—rasional oldugda

7) Tutaq ki,

If X)dX inteqralini tapin.
Halli. Rasional noqtolor ¢oxlugunun olgiisii sifra borabar oldugundan
1 1 1 dX
verilmis funksiya f(X) ~ Ix olur. Ona gora do (L)I f(x)dx = (L)I—
X 0

Baxilan funksiyaya uygun kosik funksiyani gotiirok:

N, 0<x<% olduqda
—, —<x<1oldugda
X N2
Onda
1
1 N2 1
[lf(x)]ydx= [Ndx+ [ X 1., 2,1
0 0 14X N N
N2
Buradan

0

8) E =(0, oo) intervalinda f(X)z e funksiyasmin Lebeq inteqralin
hesablayn.
Halli. E, =(0,k), k=12,... ¢oxluglarim gotiirok. E; cE, cEjc... vo

E={JE, .
k

——ef41=1-e"

0 k
L)[e*dx=[e ™ *dx=—
0 0

Buradan
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(L)Iexdx = lim Ej f(x)dx = lim [ (1—e’k)dx =1

k—o Ey

9) E=(0,oo) intervalinda f(X)=ﬁ funksiyasinin Lebeq inteqralini

hesablayin ([X] X odadinin tam hissasini gostarir).
Halli. E,=(n,n+1) isaro edok. XxeE, oldugda [x]=n olur. Onda

f(x)=£, x € E, oldugda

(L)Z (k-3 T (x)x= 5 Loe

6.5. Kvadrati ilo comlanan funksiyalar.

Indi ¢ox miihiim funksiyalar sinfi olan kvadrati ilo comlonon
funksiyalar sinfi ilo tanis olaq. Baxilan biitiin funksiyalarin [a, b] pargasinda
toyin olundugunu forz edacoyik. Ogor bu funksiyalar har hansi odlgiilon

E, E:[a,b] coxlugunda toyin olunarsa, bu halda funksiyant E ‘EO
coxlugunda sifra borabor hesab etmoklo biitiin [a, b] par¢asina davam etdira
bilarik.

b
Torif. Ogor élgillon (X) funksiyast iiiin jfz(X)dX<oo olarsa, onda
a

f(x) funksiyas kvadrati ilo cComlonon funksiya adlanir.

Biitiin kvadrati ilo comlonan funksiyalar ¢coxlugunu Lz[a,b] kimi isara
edirlor.
Teorem 1. Kvadrati ilo camlonan har bir funksiya comlonondir ,yani

L,[a,b]< Ly[a,b].

. . 1+ £%(x) o
Isbati: Teoremin isbat1 agkar | f (XX < Y borabarsizliyindon alinir.

Elacads

borabarsizliyindon
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b
[]f(x)g(x)dx <= jf X)oX + = jg
a
kvadrat1 ilo comlonan iki funk51yan1n hasilinin Camlanan funksiya oldugunu
alirig. Yoni, f(x),g(x)eLy[a,b] olarsa, onda f(x)-g(x)e Li[a,b] ofar.
Eyni zamanda
(F(x)= g(x))" = £2(x)+ 2 (x)g(x)+ 9*(x)
borabarliyindon kvadrati ilo comlonan funksiyalarin cominin va forginin do
kvadrat1 ilo comlonon oldugunu aliriq. Nohayot f(X)e Lz[a,b] oldugda
istonilon ¢ adadi iigiin C- f(X)e Lz[a, b] olar.
Teorem 2 (Kosi Bunyakovski barabarsizliyi). f(x),g(x)e Lz[a,b]

funksiyalart iiin 2
ot <| e | Forton o

borabarsizliyi dogrudur.

Isbati: gp(t): At? + 2Bt +C hoqigi omsalli kvadrat iighadlisini gdtiirak,

belo ki, A>0.
Molumdur Ki, oagor bu tghoadli t-nin bitiin hoqigi giymatlorinda
miisbotdirss, onda

B? < AC. )

olt)= [[t- £(x)+ g(Pax = tzjf X+

+ ZtT f(x)g(x)dx + j g92(x)dx

gotiirak.
Bu tighadli t-nin biitiin qiymaotlorindes mﬁsbgtdir' (p(t) >0.

b b
Ogor /-\:J £2(x)ax, B:J f(x)g(x)dx, C= jg X)dX isaro etsok vo (2)
a a
borabarsizliyini nazars alsaq (1) berabermzhymm dogru oldugunu alariq:

Natica: ©gor (1) borabarsizliyinda y =1 gobul etsok, onda

1) <52 ,/
oldugunu alariq.

Teorem 3. 8gor f(x),g(x)e L,[a,b] iso, onda
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a

J?[f( o(x] dx<\/jf dx+\/jg

borabarsizliyi dogrudur.
Isbati: Ogor (1) Bunyakovski barabarsizliyinin hor tarafindon kok alsaq,

" j[f ]de<\/jf -\/igz(x)dx

b b
alariq. Alinmig bu barabarsizliyi 2-ys vurub har torofo _[ fz(x)dx+jgz(x)dx

a

j[f +9(x ]de<[\/jf dx+\/jg Jz

oldugunu alariq. Hor torofdon kvadrat kok alsaq tolob edilon barabarsizliyi
alarig. Teorem isbat olundu.

olava etsok

Hor bir f(X)E Lz[a, b] funksiyasina qarst bu funksiyanin normasi

adlanan
1
b 2
11-{J e
a

komiyyatini garsi qoyaq. Asanligla gostormok olar ki, bu kamiyyot asagidaki
sortlori 6doyir.

|| f || >0, || f || =0 yalniz vo yalniz f (X) ~0 oldugda miimkiindiir.
||k f||:|k|||f|| istonilon k odadi iigiin.
[ +gl<[]+]g]

Goriindiiyti kimi funksiyanin normasinin bu xassolori hogqigi vo ya
kompleks adodin modulunun malik oldugu xassalars analojidir. Elaca do norma
anlayisindan istifado edorok f(X) Vo g(x) funksiyalar1 arasinda mosafo
adlanan

p(f.9)=]f g

komiyyatini do daxil eds bilarik.
Ogor ekvivalent funksiyalar1 barabor hesab etsok daxil edilmis mosafo
anlayisinin asagidaki sortlori 6dadiyini gostors bilarik.

1) p(f,g)ZO, boraborlik hali yalmz vo yalmz f=g oldugda
muimkiindiir.
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2) p(f.9)=p(g, f)
3 p(f.9)<p(f.0)+p(09).
Ogor hor hanst A ¢oxlugunun elementlori {igiin toyin edilmis p(x, y)
funksiyasi bu {i¢ sarti 6dayarss, onda A metrik foza adlanir.
Onda alirq ki, Ly[a,b] metrik fozadir. L,[a,b]-ys Hilbert funksiyalar
fozasi da deyilir,

6.6. Orta kvadratik yigilma va onun digar
yigilmalarla miiqayisasi.

Tutaq ki, f, f,,..., f,,... Lz[a, b] fozasma daxil olan har hansi ardicilliq

vo f(x)eL,[a,b] funksiyas: verilmisdir.
Torif 1. Ogor verilmis ixtiyari £ >0 ododinoe gors elo N natural ndmrasi
tapmagq olarsa ki, n> N igiin | f, — f|<& sorti 5danilsin, bu halda deyirlar ki,

f, funksiyalar ardicilligi f elementino orta kvadratik monada yigilandir vo
bunu f, — f kimi, yaxud lim f,=f kimi isaros edirlor.

n—oo

ogar L, [a, b] fazasinda normanin tarifini nozars alsaq bu sorti

im 16,0~ 1(0Fox =0 )

kimi do yaza bilorik.
Goriindiiyti kimi ardicilligin adi monada yigilmasi ilo orta kvadratik
yigilma arasinda ciddi mona forqi vardir. Adi monada yigilmada ardicilliq har

bir noqtada {fn (XO )} odadi ardicilligiin yigilmasi oldugu halda, orta kvadratik
yigilma (*) monada basa diistiliir.

Teorem 1. Ogor {fn (X)}C L,(a, b) ardicilligi f(X)e L, [a, b]
funksiyasina orta kvadratik monada yigilirsa, onda bu ardicillig hamin
funksiyaya 6l¢iiyo gora do yigilir.

Isbati. Istonilon o >0 ododi gotiirok Vo Ph(a): E(| f, - f|2 G) isaro
edok. Onda

b
J(f(x)= £ 0P x> [(£,(x)~ f (x)Pdx> 0 -mA (o)
a Pn(o)

olar. o -qeyd olunmus adad oldugundan
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mA (o)< (1,00~ 1(Fox

alariq. Buradan n-—oo sartindo mﬁh(a)—)O oldugunu aliriq. Bu iso

ardicilligin 6l¢iiya gora yigilmast demakdir. Teorem isbat olundu.
Bu teoremdon asagidaki notico alinir:

Natica: ©Ogor {fn(x)} ardicillig f(X) funksiyasmna orta kvadratik

monada yigilirsa ,onda bu ardicilligdan elo fnk (X) altardicillig1 ayirmagq olar ki,

bu ardicilliq f (X) -3 sanki hor yerds yigilsin.

Qeyd edok ki, {fn(x)} ardicilliginin f(X) funksiyasina orta kvadratik
monada y1gilmasindan onun f (X) -3 sanki hor yerds yigilmasi ¢ixmur.

Elocads fn(X) ardicilliginin f(X) funksiyasina istonilon Xe [a,b]
noqtasinds yigilan olmasindan onun f(X) -5 orta kvadratik monada yigilan

olmasi ¢ixmir. Bunu asagidaki misaldan da goro bilorik: [0,1] pargasinda
asagidaki ardicilliga baxaq:

1
O<X<H oldugda f,(x)=n, [0,1] pargasinin  digar noqtolarinds

f.(x)=0 kimi olsun.
Gériindiiyii kimi istonilon X € [0,1] tigiin lim f,(x)=0.

n—o

Eyni zamanda
1
1 n
[ f2(x)dx = [n’dx=n— o0,
0 0
Yoni bu ardicilliq f (X) =0 funksiyasina orta kvadratik monada yigilmur.

Teorem 2. Ogor {fn(X)}c Lz(a,b) ardicillign orta kvadratik monada
yigilan iso, onda onun limiti yeganaodir.
isbati: Oksini forz edok. Forz edok ki, f,(x) ardiciligimin iki miixtolif

f(X) Vo g(x) limitlori vardir. Onda

[t =gl <[f = ful + [ -]
borabarsizliyinds | f —g|—0, [f,—g]| >0, n—o oldugunu nozors alsaq,
baxilan borabarsizliyin sag torofinin sifra yigildigini, sol torafinin iss manfi
olmayan sabit oldugunu aliriq. Naticado, ||f - g|| =0, f-g=0, f =0 alinm.

Bu iss forziyyonin dogru olmadigint gostorir. Demali limit yeganodir. Teorem
isbat olundu.
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Tarif 2. Tutaq ki, {fn(X)}C Lz(a, b) ardicilligr verilmigdir. ©gar istanilon
&>0 ododi verildikdo elo N natural adodi segmok olarsa ki, n>N, m>N
oldugda | f,— f,[<e& sorti 6danilsin, bu halda {f,} ardiciligi fundamental
ardicilliq adlanir.

Asagidaki teorem dogrudur:

Teorem 3. Ogor {f,(X)} < L,(a,b) ardiciligi yigilandirsa, onda ardicilliq

fundamentaldir.
Isbati: Istanilon & >0 odadi gotiirok. Torifo goro elo N ndmrosi vardir

: £
ki, n>N fiigiin ||fn—f||<5.8ger n>N vo m>N gbtiirsok, onda

[fo =t <[[fo = fl+]f = ol <&
oldugunu alariq. Bu isa ardicilligin fundamental oldugunu gostorir. Teorem
isbat olundu.
Bu teoremin torsi olan teorem do dogrudur.
Teorem 4 (E.Fiser). Ogor {fn(x)}c Lz(a,b) ardicillig1 fundamentaldirsa,

onda o y1gilan ardicilliqdir.

0

Isbati: Yigilan Z—k sirasini gotiirok. Hor bir k tgiin elo N, némrasi
k=1

segok ki, n>n,, m>n, olduqda

1
” fn - fm” < 2_|<
olsun. Umumiliyi pozmadan hesab edo bilorik ki,

N <n,<Ng<..<n, <N <...

f —f

Nk+1 Nk

f. —f

Mk41 Nk

b
</b
‘ Nk+1 nk‘dx H fnk +1 nk H

Bu halda < oldugunu alariq.

1 0
— olar. Buradan Z
k=1

0 b
barabarsizliyino goro ZI Nt~
k=1 a

Buradan

0]+ 2, 0=, (]

sirasinin, elaca do
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0

fnl (X)+ kz: {fnk+1 (X)_ fnk (X)}

sirasinin [a, b] pargasinda sanki hor yerds yigilan oldugunu aliriq. Sonuncu

siranin ygilmasi sonlu lim f, (X) limitinin varhigina ekvivalentdir.
nN—oo

Asagidaki  kimi f(X) funksiyas1 daxil edok. Bu funksiya sonlu

lim f,, (X) limitinin oldugu biitiin ndqtalorde hamin limits, limitin olmadig:
n—o0

yaxud sonsuzluga barabar oldugu biitiin ndqtalords iss sifra borabor gotiiriiliir.
Bu gayda ils toyin edilon f(X) funksiyas1 dlgiilondir vo [a, b] parcasinda sanki
har yerdo f,, (x)— f(x) olur.

Indi gostorok Ki, f(X) funksiyas1 f, (X) ardicilligimin orta kvadratik
menada limitidir vo f(X)eL,[a,b] Sorto goro istonilon &>0 odadi verildikda

elo N nomrasi vardir ki, n> N, m> N olduqda ” fo— fm” <€,
Elo Ky ndmrasi segak ki, n, >N olsun. Onda istonilon n>N iiciin

k >k, oldugda

T(fn (X)_ fnk (X))z dx < &

a
olar. Buradan k — oo sortindo limito kegsok

(1,00~ £ (P <2
alarq. :

Bu borabarsizlikdon [f,(x)— f(x)]e L,[a,b] oldugunu alirig. Eyni
zamanda fn(X)e L, [a, b] oldugunu nazors alsaq,

IO < £ 00)= T () £ ()
barabarsizliyinden f(X)e L, [a, b] oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.

Qeyd. Isbat olunmus bu teorem L, [a, b] fozasinin tamliq xassasini ifado

edir. Bu teorem riyazi analiz kursunda adadi ardicilligin yigilmasi tigiin molum
Bolsano-Kosi meyarmin analoqudur. Bolsano-Kosi meyari iso odod oxunun
kasilmoazlik xassasina malik oldugunu gostarir.

Torif 3. Tutag ki, AcLy(ab) hor hansi alt coxlugdur. Dgor Lz[a,b]
fozasina daxil olan hor bir funksiya A ¢oxluguna daxil olan hor hansi
ardicilligin orta kvadratik monada limiti olarsa, onda A coxluguna Lz[a,b]
fozasinda har yerds six ¢oxluq deyilir.
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Bu torifi basqa formada asagidaki kimi do ifads etmok olar: Ac Lz(a, b)
coxlugunun har yerds six olmasi {igiin zaruri vo kafi sort istonilon f(X)E Lz[a,b]
f- g|| <&

Vo istonilon £>0 {giin elo g(x) € A funksiyasinin varhigidir ki,
olsun.

Lz[a, b] fozasinda hor yerdo six olan funlsiyalar sistemini gostoran
asagidaki miithiim teoremi do geyd edok.

Teorem 5. Asagida gostarilon funksiyalar sistemindan har biri Lz[a,b]
fozasinda hor yerdos sixdir:

1) [a,b] parcasinda olgiilon vo mohdud funksiyalardan ibarat olan

M [a, b] coxlugu,
2) [a,b] parcgasinda kasilmaz funksiyalardan ibarat olan C[a, b] coxlugu,

3) biitiin goxhadlilordan ibarat olan funksiyalar sinfi,
4) pillovari funksiyalar sinfi,

5) [a,b] parcasi [— 7T,7T] oldugu halda biitiin trigonometrik ¢oxhadlilor
coxlugu.
Torif 4. Tutag ki, {fn(X)}e Lz[a, b] ardicilligt vo f(X)e Lz[a, b]

funksiyasi verilmisdir. ©gar istonilon g (X) el, [a, b] funksiyasi tigiin
b b
lim [ £, (x)g(x)dx =] f (x)g(x)dx
a a

boraborliyi dogru olarsa, onda deyirlor ki, fn(x) ardicilligs f(X) funksiyasina

zoif y1gilandir.
Ardicilligin orta kvadratik vo zoif yigilmalar1 arasinda slagoni gostoron
asagidaki teoremi qeyd edok:

Teorem 6. Ogor f,(x)eL,[ab] ardicilign (x)e Ly[a,b] funksiyasina orta

kvadratik monada yigilandirsa, onda bu ardicilliq f(X) funksiyasina eyni
zamanda zoif yi1gilandir.

isbati: g(x)e Ly[a,b] funksiyasim gotiirok.

Kosi-Bunyakovski barabarsizliyini tatbiq etmokls alariq:

Tl - f(x)]dx}z oo 60 6P|

a a a

Buradan n— o sartinda

b b

Jax)f, (xJae— g (x)f (xJx
a a

oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.
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6.7. L, [a, b] fazasinda ortoqonal sistemlor.

Ortonormal sistema gora Furye sirasi.
Qapali va tam sistemlar.

Torif 1. [a,b] pargasinda toyin edilmis f(X) va 0 (X) funksiyalari tigiin
jf X)dx=0 olarsa, onda bu funksiyalar [a,b] parcasinda ortogonal

funk51ya1ar adlanirlar.

Torif 2. [a,b] pargasinda verilmis f(X) funksiyasi f f2(x)dx =1 sortini

0dayarso, ona [a b] par¢asinda normallagmis funksiya deylhr.

Torif 3. [a b] par¢asinda verilmis el() ()83(X)... funksiyalar

sistemino daxil olan hor bir funksiya normallagmis, istonilon iki miixtalif
funksiya iso ortogonal olarsa, onda bu sistema ortonormal funksiyalar sistemi
deyilir.

Basqa sozlo, egsr {e.(x)} sistemi

1 =nol
Ie x)e dx— , m=n oldugda
0, m=n oldugda

sortini 6dayarss, ona [a, b] parcasinda ortonormal funksiyalar sistemi deyilir.
Bu torifdon alinir ki, [a,b] pargasinda hor bir ortonormal sistem L, [a,b]
fozasina daxildir.
Masalon, [— T, 7[] par¢asinda verilmis
1 cosx sinx cos2x sin2x  cosnx sinnx 1
Vi Jr Ve A A e e W
funksiyalar sistemi ortonormal sistemdir.
Torif 4. Tutaq ki, {g(x)} hor hansi ortonormal sistem vo

f (X) eL, [a, b] har hans: funksiyadir.

C, :T f(x)e (x)dx, k=12,...
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adadlarine f(X) funksiyasinin {ek(x)} sistemina nazoron Furye omsallari

deyilir ickek( ) sirasina f(X) funksiyasinin {ek(x)} sistemino gora Furye

n
sirast deyilir. S (X)z Y 8 (X) Furye sirasinin N -ci xiisusi comi adlanir
Asagidaki sual ortaya ¢ixir: Furye sirasinin N -ci xiisusi comi olan S ( )

funksiyasi f(X) funksiyasina no godor yaxindir? Basqa sozlo ||f -5 || forgi na

zaman an kigik qiymot alar?
Bu suallara cavab vermak iigiin || f —S,| fargini giymatlondirak

b b
Owvalca J. f(X)Sn(X)dX Vo J.Sr? (X)dX inteqrallarin1 hesablayaq:

n

x=2o

n
j SZ(x)dx = Zc C, j @, (X)a, (x)dx Z
Bunlar1 n929r9 alsaq, alarlq.

|f - Sn||2 = T(f 2(x)=2f(x)S,(x)+ Sﬁ(x))dx =

a
b
= [ F2(x)dx — zn:cf
a k=1
Son naticado alariq:
n
[f=saf =1 - 2t @

(2) borabarliyi Bessel barabarliyi adlanir.
[£-5,]20 oldugundan [f'~Yc?20 yaxud 3c2<|f|
k=1 k=1

Boraborsizliyin sag torafi n-don asili deyildir. Onda bu boraborsizlikdo n— oo

alariq.

sartinda limita kegsok
Yot <[t 3)

olar. Bu borabarsizliys Bessel borabarsizliyi deyilir. Bu borabarsizlik gostorir
ki, ortonormal sistemo goro Furye sirasinin omsallarinin kvadratlarindan
diizolmis sira homiso yigilan siradir.

Ogor xiisusi halda (3) baraboarsizliyinds baraborlik olarsa, yani
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kz_lc5=||f||2 (@)

olarsa, ona Parseval borabarliyi deyilir.
(2) Bessel barabarliyindan va (4) Parseval barabarliyindan istifads etsok

lim|f —S,||=0 ()

N—o0
oldugunu alariq. Sonuncu (5) baraborliyi onu gostarir Ki, f(X) funksiyasina
uygun diizoldilmis Furye sirasinin Sn(X) xtisusi comlor ardicilligi orta
kvadratik monada f (X) funksiyasinin dziino yigilir.

Torif 5. gor L,[a,b] fozasindan gétiiriilmiis istonilon f(X) funksiyasi

tiglin Parseval baraborliyi 6denarss, onda {en(x)} ortonormal sistemi qapali
sistem adlanir.

Teorem 1 (V.A.Steklov-K.Severini). Tutaq ki, A L,[a,b] fozasinda hor
yerdos six olan hor hansi funksiyalar sistemidir. Ogor A sinfino daxil olan har
bir funksiya iigiin Parseval boraberliyi dogrudursa, onda {g (x)} funksiyalar
sistemi qapalidir.

isbati: f(x)eL,[ab] funksiyasimi gotiirok vo S,(f)= ickek (x) ilo
uygun Furye sirasinin n-ci xiisusi Comini isara edok. .
Asanligla goro bilorik ki, S,(f) asagidaki sortlori ddoyir:
1) S,(kf)=kS,(f),
2) S,(fi+ f2)=5,(f1)+S,(fo),
3) [s.(F)=]f]-

1) vo 2) xassolori Furye omsallarinin tapilmasi tisulundan asinligla alinir.
3) barabarsizliyinin dogru olmast

2 b 2 n 2 2
IS.(F) =[S (x)dx = |<Z10k <|f|
a =
miinasibotlorinden alinir.
Ixtiyari &>0 odadini vo f(x)e L,[a,b] funksiyasini gotiirok. A goxlugu
L,[a,b]-da har yerds six oldugundan elo g(x)e A tapmag olar ki, |[f — g <§

olsun.
Asagidaki baraborsizliyi yaza bilorik

[F=Sa(f N <] - gl +]g - Sa(@)|+[Sa(g)- S ().
Sag torafdaki tigiincii haddi giymatlondirok:

123



I54(0)-Sa(F<[Sa(a - ) <o~ Fl <.
g(X) funksiyasi Giglin qapaliliq dogru oldugundan elo n, tapa bilarik ki, n>n,

oldugda ||g —S,(g)) <f olsun. Onda son naticade N >N, iigiin

|f =S, ()< £+5+£:g, | =s,(f)<e

oldugunu alariq. Bu iso IStanllan f ( )e Lz[a, b] tiglin gapaliliq sortinin dogru

oldugunu gostarir. Teorem isbat olundu.
Bu teoremdon asagidaki naticalor alinir.

Noatica 1. Ogor qapaliliq disturu 1, X, X2,...,Xn,... funksiyalarindan hor

biri {iglin dogru olarsa, onda {en (X)} sistemi qapal1 sistem olar.

Dogrudan da ixtiyari P(x)=a,+aX+a,x* +...+a,x" ¢oxhodlisini gotiirok.

Onda
S, (P) = 88, (1)+ &S, (X)+...+ 2, S, (x")

oldugundan alariq:

IP—s.( 2|ak|ux -5, (x¢]).

Bu borabarsizliyin sag torofindoki hadlordon hor biri sorto géro n—
sortindo sifra yaxinlagir. Onda ||P—Sn(P]|—>O oldugunu da aliriq. Bu o
demokdir Ki, istonilon ¢oxhadli iigiin qapaliliq sorti dogrudur. Veyerstrassin
moalum teoremino géro biitiin goxhadlilor goxlugu L,[a,b] fozasinda har yerdo
six oldugundan teorem 1-o goro {en(x)}-in L,[a,b]-do qapali sistem oldugunu

alariq.
Asagidaki sual ortaya ¢ixir. Umumiyyatlo qapali sistem varmi?

1 cosx sinx  cosnx sinnx }

Vor ' Nz Nx U Nr Cr

Natica2.  L[-77] fozasinda {

trigonometrik sistemi qapali sistemdir.
Bunun ti¢iin gapaliliq sartinin istanilon

n
T,(X)=a, + > &, coskx+b, sinkx (6)

kL
triqgonometrik c¢oxhadlisi tiglin dogru oldugunu gostarmak Kifayatdir. Bunu
gdstormok iigiin (6) boraborliyinin hor torsfini T,(x)-o vurub, [-7, 7]

parcasinda inteqrallamaq lazimdir.
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Bu halda jT X)dx = a0+2(ak+bk) qapaliliq sortinin 6denmoasini

-7

alariq.
Teorem 2 (F.Riss-E.Fiser). Tutaq ki, {e,(x)} [ab] parcasinda

ortonormal sistemdir. ©gar ¢;,C,,...,C,,... adadlori tigiin

Zcf <o (7)

8

sorti odonilorss, onda elo f(x)e [a b] funksiyast vardir ki,
1) €,Cpyeer,Cpyee odadlori f(x) funksiyasmin {g, (x)}sistemine gors Furye

9msallar1d1r.
2) f(x) funksiyast ticlin qapaliliq sorti dogrudur.

isbatr: S, (x)= ickek (x) comini diizoldok. Ovvalco gostorok ki,
k=1
Sl(x), S, (X),..., S, (X),... ardicilligi fundamental ardicilligdir. m>n hesab edarak
IS — Sy forqini hesablayag:
, b m 2 b m
"Sm_Sn" :I{ chek(x)} dxz%:ci ija}l(x)a)k(x)dxz 2. -
I a

alk=n+l k=n+1
(7) sartina gora istanilon & >0 odadi verildikds N elo nomrasi tapmaq

olar ki, m>n>N oldugda icf <& olar. Noticada Sy, —S,||< £, yoni {S, |
k=n+1

ardicilligimin fundamental oldugunu aliriq.

L,[a,b] fozast tam oldugundan elo f(x)eL,[a,b] funksiya vardir ki,
IS, — f| =0, n—>oo.

Gostorak ki, f(X) tolob edilon funksiyadur.

Yuxarida § 6.5-do isbat edilmis teorem 6-ya goro {Sn} ardicilliginin eyni
zamanda f(X) -9 zoif monada yi1gilan oldugunu géstarmok olar. Yani, istonilon
g(x)e L,[a,b] iigiin

lim j S, (x)g(x)dx :? f (x)g(x)dx

n—>oo

a
Xiisusi halda, bu beraberllkde g( )= ( ) gobul etsok alariq:

jfx)e dx_Ilij (x)e; (x)dx

Ogor N> olarsa, bu halda
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T S, (x)e; (x)dx = T[ickek (X)}ei (x)dx =c;,

a alk=l
b
buradan I f(x)e;(x)dx = ¢; alariq. Yoni ¢; ododlori f(x) funksiyasmin {&(x)}
a

sistemina gora Furye omsallaridir.

Elocads, Sn(X) f(x) funksiyasina uygun Furye sirasinin xiisusi comlari
oldugundan ||Sn — f|| —>0 sorti f(x) ticlin qapaliliq sortinin  6dandiyini
gostorir. Teorem isbat olundu.

Qeyd. Riss-Figer teoremin sartlorini 6dayan funksiya yeganadir.

Dogrudan da, agor teoremin sortlorini 6dayan iki miixtalif f(X) Vo ( (X)

funksiyalar1 olarsa, onda birinci sorto goro bu funksiyalar eyni Furye
omsallarina malik olardi, yoni onlara eyni Furye sirasi uygun olardi. Ikinci

sortdon iso S, > f, S, —> 0 olmasi alinardi. Bu halda iso f =g oldugunu
alariq. Demoali, teoremin gartini 6doyan funksiya yeganadir.

Torif 6. Tutag ki, {p (x)} [a,b] parcasimda toyin olunmus L,[a,b]-ys
daxil olan funksiyalar sistemidir. Ogor L, [a,b] fozasinda bu sistemin biitiin

funksiyalarina ortoqonal olan sifirdan forqli heg bir funksiya olmazsa, onda bu
sistemo tam sistem deyilir.

Qeyd edok ki, bu torifds {p,(x)} sisteminin ortoqonal olmasi sorti

goyulmur.
Yuxarida isbat edilmis Riss-Fiser teoreminin birinci sortini 6doyon

funksiyanin yegans olmasi tigiin zoruri vo kafi sort verilmis ortoqonal {ek (X)}
funksiyalar sisteminin tam sistem olmasidir.

Dogrudan da, ogor bu sistem tam olarsa v f(x), g(x) funksiyalari eyni
Furye omsallarina malik olardisa, onda

£ (e ()i = g, (), K =1.23...

olardi. Buradan

TF(x)= g(x) e (X)ix =0, k=123,

boraborliyino esason f(x)—g(x) funksiyasi sistemin biitiin funksiyalarma
ortoqonal oldugundan  eyniliklo sifra  borabor  olardi, yani
f(x)-g(x)=0, f(x)=g(x).

Oksina, ogor {g, (X)} sistemi tam olmazsa vo h(x) sifirdan forgli, sistemin
biitiin funksiyalarina ortoqonal olan funksiya olarsa, onda bu funksiya iizarins
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teoremin birinci sortini 6doyan har hansi funksiya alava etsak, yens do hamin
sorti 6doyan f (X) -dan forqli funksiya alardiq.

Asagida geyd olunan teorem ortonormal sistemlor iigiin gapali vo tam
sistem anlayislarinin eyni oldugunu gostarir.

Teorem 3. Ortonormal {e,(x)} funksiyalar sisteminin tam olmas: iigiin

zoruri Vo kafi sort onun gapali olmasidir.
Isbati. Tutaq ki, {ek (X)} sistemi qapalidir. ©gar har hansi f(X)e Lz[a, b]

funksiyasi sistemin biitiin funksiyalarina ortoqonal olarsa, onda alariq ki, f(X)
-in biitlin Furye amsallar1 sifra barabardir.

Bu halda qapaliliq sartina goéra || f ||2 = icf =0, || f || =0, f(x) =0 alarigq.
k=1

Bu iso sistemin tam olmasi demokdir.
oksini farz edak ki, {ek (X)} sistemi tamdir.

Tutaq Ki, hor hansi g(x)e Lz[a,b] funksiyas1 t¢iin qapaliliq sorti

6donmir. Onda icf <|g[f ofar.

Burada ¢, = J g X)ek X)dx g(x) funksiaysinin Furye omsallaridir. Riss-

Fiser teoremina goro elo f (X) funksiyas1 tapmaq olar ki,

b
=] (e ()ax, | [ =kz_:lcf

sortlori 6danilir.
Bu halda aliriq ki,

T1F(x)= (e (X)ix =0, k=123,

a

yoni, f(x)—g(x) funksiyasi sistemin biitin funksiyalarma ortoqonaldir.
Sistem tam oldugu igiin f(x)—g(x)=0, f(x)=g(x) olmalidir. Bu iso
|If] <|lg| sortine ziddir. Teorem isbat olundu.

Natica. Ogar — 7 <X <7 is9, onda triqgonometrik funksiyalar sistemi tam
sistemdir.
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6.8. L, [a, b], p =1 fazasi.

Torif 1. [a, b] pargasinda toyin edilmis dlgiilon f (X) funksiyasi
b
[]1(x)|"dx<o0, p=1 @)
a

sortini 6dayarss, ona p daracadon comlanan funksiya deyilir. [a,b] pargasinda
p dorocadon comlonen biitiin funksiyalar ¢oxlugu Lp[a, b] kimi isaro edilir.

Xiisusi halda p=1 oldugda Ll[a, b] fozasini aliriq.

Teorem 1. p>1 doarocadon comlonan funksiya comlonandir, yani
L,[a.b]< Ly[a,b].

isbat: E=[a,b] A:E(]f|<l), B=E|A isaro edok. A coxlugunda
f(X) oOlgiilon vo mohdud oldugundan onun comlonan olmasi aydindir. B -
coxlugunda iso |f(XX£|f(XXp oldugundan (1) sertinden f(X)-in comlanan

oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.
Teorem 2. Lp[a, b] fozasina daxil olan funksiyalarn comi do bu sinifo

daxildir.

Isbati: Tutagq ki, f(X) Vo g(x) funksiyalar Lp[a,b]-ya daxil olan
funksiyalardir.

E= [a, b], A= E(] f| < |g|), B= E|A isaro edok. X € A noqtalari tigiin

[0+ 90| <{[f (] +]o(x)}" <2o(x)],

buradan

J1£00+ 900" o2 g0 b < o

A

Eyni gayda ils I|f(X)+ g(X)|de<OO oldugunu da gostarmok olar.
B

b
Naticodo [|f(x)+g(x)|"dx <co.
a

Elocodo  f(X) € Lp[a, b] oldugda istonilon  k  sabiti  {igiin
k-f(x)eL, [a, b] oldugunu almagq olar. Teorem isbat olundu.
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Tutaq ki, p>1. quil ododino p ilo gosma olan doroco deyilir.

1 1
Goriindiiyti kimi p vo ( arasinda —+—=1 miinasiboti vardir. p Vo (

a q

qarsiliglt qosma doracolor adlanirlar. p=2 oldugda q=2 olur. Bu daracalor
0z-6ziino qosma doracalordir (Oz-6ziino qosma doracali funksiyalarin daxil
oldugu L,[a,b] fozasi digor Lp[a, b] fozalarmin malik olmadigi bir gox
xassalora malikdirlar).

Teorem 3. Ogor f(x)eLp[a,b], g(x)eLq[a,b]iss, belo ki, p vo @
garsiliglt qosma oadadlordir, bu halda f(X)- g(x) hasili comlonan funksiyadir vo
asagidaki barabarsizlik dogrudur:

T f(x)-g(x) dx

a

s(? If(x)lpdxf’ @g(x)lqujq 0

Isbati: Tutaq ki, O<a<l y(X)=x"-ax (0<x<w) funksiyasina baxagq.

t//'(x):a[xa_l—l] funksiyast 0<x<1 oldugda miisbat, x>1 olduqda iso monfi
giymotlor alir. Onda funksiya on bdyiikk qiymotini X=1 ndqtesinds alir. Ona
gorodo w(x) <y () =1-«.
Buradan aliriq ki, x>0 oldugda
x* Sax+(1—a). (3)

Tutaq ki, A vo B miisbot ododlordir. Ogor (3) borabarsizliyinds X:S

goabul etsok va alinmis baraborsizliyi B-ys vursag, naticads alariq:
A®.BY*<aA+(1-a)B
Tutag ki, p vo ( teoremin sortindo geyd olunmus qarsiligli qosma

1 1
doracolordir. Bgor a = E l-a =a gobul etsok, onda

- |-
o |~

A" -B

A
== 4
- (4)

o |m

alariq.

b b
H f (X)| Pdx vo j|g(x) |q dx inteqrallarindan hor biri miisbar oldugundan
a

a

129



(00 90

II )| dx II x)["dx

funksiyalarini tayin edo bllarlk.

@(X) =

Ogor (4) barabarsizliyinde A= |g0 x)?, B= |}/(qu yazsaq, onda alariq:

(x)
p q
|¢(X)'y(X)|S|¢(:)' +|y(;()‘ 5)
Bu borabarsizlikden ¢(x)-7(x) hasilinin, elocads f(x)-g(x) hasilinin

comlonan oldugunu aliriq.
Bundan slave

b b
Jlo(x) [ dx = [|(x)[*dx
a a

oldugunu nazars alsaq va (5) borabarsizliyini inteqrallasag, naticada

" 11

[lo(x): y(x)dx<=+==1,

a P q
aliriq. Buradan

100t a1 |dx] {foto |qu}3.

Alinmig bu son boraborsizlik Holder boraborsizliyi adlanir. Bu
borabarsizlik p =2 oldugda Kosi-Bunyakovski borabarsizliyina ¢evrilir.

Teorem 4. 9gor f(x), g(x)L,[a,b] (p=1) iso, onda

ot dx]:’<[§|f(x>|pdx];+[§|g<x>|pdx]; ©

Isbati: p=1 oldugda teoremin dogrulugu aydindur.
Tutaq ki, p>1 vo  onunla qosma olan adaddir. Teorem 2-ys asason

P
[f(x)+g(x)]e Lp[a, b]. Buradan |f (x) + g(X)|q c Lq[a,b] olmasi alinir. Onda
teorem 3-ii tatbiq etmokls alariq:

Tlf(x)'lf@ww?dxsrjﬁf(xw’dx-dﬁf(x)w(x)rdx. 0

a a

Analoji iisulla
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b p b b
[la(x)|f (x)+ glx)a dx < F\J/j|g(x)|pdx (;/” f(x)+g(x)|"dx (8)
oldugunu da ala bilarik.

ogor p :1+§ oldugunu nozors alsaq asagidaki boarabarsizliyin dogru

oldugunu alariq:

£+ g = £ b+ () £ (x)+ () <
< £ 0]+ 00 +la 0}/ £()+ g0

Bu barabarsizlikdan va (7), (8) miinasibatlorindan alariq:

T| f(x)+9g(x)” dx < {F\)/h f(x)|"dx +fi/?|g(x)|pdx}x

x(i/f)[|f(x)+g(x)p dx

b
Borabarsizliyin  hor torofini (f|f(x)+g(x)|pdqu -yo bdlsok (6)
a

boraborsizliyini alariq. Teorem isbat olundu.
(6) Minkovski borabarsizliyi adlamir. p=2 oldugda moalum Kosi-
Bunyakovski borabarsizliyini aliriq.
Torif 2. Tutaq ki, f(X) e L,[a,b].
1

11-{frtor o

adadine f(X) funksiyasinin normasi deyilir.
Asanligla gormoak olar ki, bu gayda ilo toyin edilon normanin biitiin

sortlorini 6dayir.
l. || f || >0, || f || =0 hal yalmz vs yalniz f (X) ~0 olduqda miimkiindiir.
I1. Istonilon ¢ sabiti iiciin ||Cf || :|C|||f||
I11. Istonilon f(X) Vo g(x) ti¢lin ||f +g||s||f||+||g||.
Lp[a,b] (p=1) coxlugunda bu sortlori 6doyan normanin olmast hamin

coxluqda funksiyalar arasinda mosafonin norma vasitosilo tapilmasina imkan
Verir.
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p(f,g)=|f —g||=[?|f(x)—g(x)|p dx]p

komiyyatino f(X) Vo g(x) funksiyalar1 arasinda mosafo deyilir. Maosafonin
varlig1 bu coxlugda ardicilligin limiti anlayisini da daxil etmays imkan verir.
Torif 3. Tutaq ki, {f,(x}eLfab), f(x)eLab]. ogor

nN—oo

b
lim [|f,(x)- f(x)|"dx=0 sorti 5donilorss, onda deyirlor ki, f,(x) ardicillig:
a

f(X) -0 p doaracadon orta monada yigilir.

Lz[a,b] fozasinda oldugu kimi, gostormok olar ki, har hansi ardicilligin
p doracodon orta monada yigilmasindan bu ardicilligin Slgiiya gora (eyni
limito) yigilmasi da alinir. Elocodo p doracodon orta monada yigilma zamani
limitin yeganaliyi vo normanin kasilmazliyi xassalori do dogru olur. Lz[a,b]
fozasinda oldugu kimi Lp[a,b] fozasinda da ardicilligin  fundamentallig:
anlayis1 vermok olar. isbat etmak olur ki, ardicilligin p doracodon orta monada
yigilan olmasi {igiin zaruri va kafi sort bu ardicilligin fundamental olmasidir.

Elocads, 6lgiilon vo mahdud funksiyalardan ibarst olan M [a, b], kasilmaz
funksiyalardan ibarat C[a,b], biitiin ¢oxhadlilordan ibarst olan P, pillavari
funksiyalardan ibarot olan S ¢oxlugu vo nohayst b—a =27 olduqda biitiin
triqgonometrik g¢oxhadlilor coxlugu Lp[a, b] fozasinda hor yerdo six alt

coxluglardir.
Torif 4. Tutag ki, {f,(\)jcLy[ab], f(x)eL,[ab] p>1 verilmisdir.

1 1
Ogar istanilon g(X) € Lq[a, b], [B +a:1j funksiyas {igiin

r!m? fn(X)g(X)dX=T FO)g(x)dx 9)

sorti Odanilorss, onda deyirlor ki, fn(x) ardicilligt f(x)-g zoif monada

yigilandir.
Holder borabarsizliyindon istifado etmoklo p dorocodon orta monada

yigilan funksiyalar ardicilliginin zoif monada yigilan olmasini da gostoro
bilorik.
p=1 oldugu halda qosma doraco olmadig: {i¢iin bu halda zosif y181lma

dedikdo (9) borabarliyinin istonilon lgiilon mohdud g(x) funksiyasi iigiin
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6donmosi sorti tolob edilir. Bu halda da birinci doraco orta yigilmadan zoif
monada yigilma alinir.

6.9. Lp[a, b] Lebeq fozalarina aid masals halli

niimunoslari vo calismalar.

1. Isbat edin ki, Lp[a, b] xotti fozadir.
Isbati: Molum olugu kimi L [a b] p=>1 fozasi [a,b]parg:asmda olgiilon,

sanki hor yerds sonlu olan va f | | dx <o sartini 6doyan funksiyalardan
a

ibarat coxluqdur.

a

f(x)g(x)eL,[ab] iso, onda [f(x)+
b
J.| f (X)+ g(x)| Pdx <0 oldugunu gostormok lazimdir.

a

b
Ovvalco gostorak ki, agor ”f | dx <o, j|g | )|Pdx <0 sorti ddanirss, yoni

a

o(

x)leLfabl  Bunun i

Bgor X € [a,b] néqtesindo |f(x) <|g(x) olarsa, onda

1£(x)+ 90| < ( F(x) +|a(x)) <2g(x)’ <2p(] () +]f (x ]p) agor [g(x) <|f(x)

olarsa, yena da
[ F(x)+g(x)]” <2/ f(x)° < ZPQf(x)p +|g(x)p)
Belolikls biitiin X €[a,b] igiin
1£(0+a(x)[* <2°(|F (x) +[a(x)" )
Buradan (f(x)+g(x))e Lp(a, b) alirg.
Toplama amalinin  kommutativlik, assosativlik xassolorinin 6donmasi
aydindir. Coxlugun sifir elementi [a, b] parcasinda sifir funksiyaya ekvivalent

olan funksiyadir. Hor bir f(x) elementinin oksi olan — f(x) elementids vardir.
Istonilon a odadi i ugun

ﬂaf | dx = |a| H | dx < o0

miinasibatindon « f (X )e Lp[a,b] olma51 alimir vo ododo vurmanin biitiin

xassolori 6donir. Demoli Lp[a,b] xatti fozadir.
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- SRR 1 o
2. Gostorin ki, y=| xIn S funksiyas1 Ly O;E fazasma daxildir,
: 1 . o
amma P >1 oldugda heg bir LP[O’E} fozasina daxil deyildir.

1
Owvalco verilmis funksiyaya (O;E} yarimintervalinda baxaq. Bu
yarimintervalda funksiya kosilmozdir vo sonludur. Onda baxilan funksiya

1
{O;E} pargasinda Slgiilandir va sanki har yerds sonludur. Gostarak ki, funksiya

1
{O;E} parcasinda Lebeq monada inteqrallanandir. Bunun iiciin verilmis

funksiyanin geyri-moxsusi

dx

1
f.
13

O =N |~

xIn? xIn? x

>

inteqralinin yi1gilan oldugunu géstarmak lazimdir.
L 1

f dx I 1 1
0 xIn? xlnx Inx|, In2

X

1
Buradan f(X)E Ll{O,E} oldugunu aliriq.

. 1
Indi iso funksiyanin pP>1 oldugda heg bir LP{O;E} fozasina daxil

olmadigin1 gostarak.

N~

dx

Bunun uctin j;)"]—Zp

geyri-moxsusi inteqralinin biitin p>1 {igiin
dagilan oldugunu gdstarmok lazimdir.

Bu mogsadls elo >0 segok ki, p—&>1 olsun. Lopital gaydasini tothiq
etmoklo gororik ki, lim x*IN*?x=0 . Ona géro do kifayst godor kicik

X—+0

Xe (O, 5) giymatlorinds
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1 x?In?Px 1
- >

xPIn?Px  xP xP
dogrudur.
1
0 dx 2
j — inteqrali dagilan oldugundan I N 1nteqra11n1n da dagilan
xP¢ PIn?

oldugunu aliriq.
1" 1
Naticads aliriq ki, (sz ;j gl [ } p>1.

_ larctg x|ﬂ
3., f parametrlorinin hans1 giymatlorinds f(X)Z—, xeR
(1+ X )a
funksiyast L (R), p<1 fozasma daxil olar?
Holli: Baxilan funksiya olgiilon v sonlu funksiyadir. Funksiyanin o, f -
nin hans1 giymotlorinda Lp(R)-a daxil oldugunu gostormak tciin qeyri-
MaXsusi

i ? arctg X x|ﬁIO L, I (arctg x)®

—0 (1+x )ap (1+x )m)

inteqralinin yi1gilan oldugunu gostormok la21rnd1r.
Gorlindityii kimi X=0 vo X =00 noqtalorinds maxsusiyyst vardir. X —0

n
arctg x 1
oldugda <0 sortinds %~ X = —— oldugundan baxilan inteqral
(1+ xz)a X

1
x =0 ndqtosi otrafinda yalniz S > —E sortinds y1gilandir. f>1 oldugda x=0
noqtasi otrafinda inteqralalti funksiya kosilmoz oldugundan inteqral yens do
1
yigilandir. Demoli ﬂ>—5 giymotlorinds istonilon « ftigiin inteqral X=0

otrafinda yigilan olar.
X — o0 oldugda

(arctg x)® [Z)ﬁp 1
(1+ xz)m) X

2
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oldugundan baxilan geyri maxsusi inteqral X=00 noqtasi otrafinda @ >2—

olduqda y1gilir.

1 1
Onda aliriq ki, baxilan funksiya yalniz & > Z_p’ B> —6 giymatlorinds

Lp(R) fozasma daxildir.

4. isbat edin ki, r>p>1 oldugda L, (ab)cL,(a,b). Eyni zamanda
gdstorin ki, f,(x) ardicilhg L, (a,b) fozasinda f(X) -0 yigilirsa, onda Lp(a,b)
fozasmda da T (X)-o yigulir.

isbati: Tutag ki, f(x)eL,(ab). Onda |f(XXIO funksiyasi Lr/p(a,b)
fozasina daxildir, ¢iinki

e el ox.

[a,b] sonlu parca oldugundan 1St9n|I9n g>1 {gln g(x)=1 funksiyasi

r 1
Lq(a,b)-ya daxildir. q odadini E -ya qosma olan odad gotiirak, yani a+$=1,

i q r
ni q=——
yo [

Ogor |f(XXIO Vo g(x) funksiyalarina Holder barabarsizliyini totbiq etsok

alariq:

o fltwre]o-a

Buradan f(Xx)e Lp(a, b) oldugunu aliriq.
Bu borabarsizlikdon
r-p
pr
” f (X)”Lp(a,b) < (b - a) ” f (X)”Lq (ab)
oger f,(x)— f(x) olarsa,

im | £ ()= O, oy =

n—oo
=p
pr

[0~ 10l gy <-2) ™ 160~ (O,
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borabarsizliyindan r!m” f, (X)— f (X)|Lp[a,b] =0 olmasi alinar.
5. Isbat edin ki, agor f(X)el(ab)nL(ab) 0<p<riss, onda
istonilon S e(p, I’) tigiin f(X)e Ls(a, b).
Isbati: f(x) [a,b] pargasinda  dlgiilon oldugundan
A={xela,b}|[f ()| <1} vo A={xelab}|f(x)|>1}, AnB=coxluglan
da olgtilondirlor.

Gostorok ki, p<s<r oldugda f(x)eL(A) va f(x)eL(B).
Dogrudan da A va B ¢oxluqglarinda asagidaki barabarsizliklor dogrudur.

[F(x)° <|f(x)", xeA iigiin *)

[F(x)° <|f(x), xeB igin. (**)

(*) borabarsizliyindon vo f(x)e Lp(a,b) olmasindan f(X)e Lp(A) olmasi

alindigindan  f(X)e LS(A) oldugunu aliriq. Elocods (**) borabarsizliyindan
f(x)e LS(B) oldugunu a11r1q.

() o= [I1GO et ]I ()

a
barabarsizliyindan f(x) € Ly(a,b) olmasml ahrlq.

6.  vo B parametrlorinin hansi giymotlorinde f(x)eL, p=1 olar?

N _inffx7)
a) f(x)= (l+xr ;b) f(X) W

v) F()=1-x" 1+ x|ﬂ :

1—x? In(L+|x
o 100 LA )
X+ )
7. Gostoarin ki,
0, x=0 olduqda,

f(x)=
(x) xzsinl, 0<x<1 oldugda.
X

funksiyasi [0,1] pargasinda diferensiallanandir, amma onun tdromasi bu
parcada Lebeq monada inteqrallanan deyildir.
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. , 102 1
Halli: ©gor x#0 olarsa, f'(X)=2xsin— ——cos—;

. X=0olduqda
X x X |
AXY sin
, . (%) (AxY . .
f'(x)= lim = lim Ax-sin—-=0.
Ax—0 AX AXx—0 (AX)
Belaliklo verilon funksiyanin [0,1] par¢asinda diferensiallanandir.

Gostorok ki, f'(x) toromosi [0,] par¢asinda Lebeq monada
integrallanan deyil. Bu magsadlo

1 .1 2 1
j(2xsm — —=C0S —2de
0 X© X X
inteqralinin miitloq y1gilmasin aragdiraq:

1
.1 .
S WAVE] [ IZXSIH—ZdX inteqralina baxaq. Integralalti funksiya [0,1]
0 X

parcasinda kosilmoz oldugundan bu inteqral ham Riman, hom do Lebeq
monada vardir.

L2
Gostorok ki, [=
0

cos L
X2

dX inteqral dagilandir. Bu magsadlo, inteqralda

% =1 ovozlomasi aparag.

1
2
Onda E[;

1
oS —

“|cost| '
dx = J‘Tdt. Sonuncu inteqral dagilandir. Ona goro
1

do f'(X) funksiyas1 Lebeq monada integrallanan deyildir.

1ain v

. . SIn X .
8. @ vo f hansi qiymatlorinds J 5 dx inteqral yagilandir?
0 X

Halli: Inteqralda X“ =t ovozlomasi aparag. Onda
1 a; a 0
sin x sint
X RS
t

0 a

p-1

+1>1, yoni S <1 olduqda inteqral miitloq y1gilir.
a

-1
ogor ﬂ—+1>0, PB+a—-1<0 olarsa, onda inteqral sorti yigilan
o

inteqraldir.
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VIl FOSIL
MOHDUD VARIASIYALI FUNKSIiYALAR

7.1. Monoton funksiyalar. Monoton funksiyalarin
kasilma noqtalori hagqinda teorem.
Sicrayis vo Kantor funksiyalari.

Forz edok ki, f(x) [a,b] parcasinda toyin edilmis funksiyadir.

Torif. Ogor istonilon x,ye[a,b] iigin x<y sortindon f(x)< f(y)
miinasibeti alinarsa, onda f(X) artan funksiya adlanir. ©gor X<y sortindon
f(X)< f(y) alinarsa, onda f(X) ciddi artan funksiya adlanir. Analoji olaraq
ogor x<y sortindon f(x)>f(y)(f(x)> f(y)) almarsa, bu halda f(x)
azalan (ciddi azalan) funksiya adlanir. Artan vo azalan funksiyalar monoton
(ciddi monoton) funksiyalar adlanir. Aydindir ki, ogor f(X) artan iss, onda
- f(X) azalan funksiyadir. Ona goro do yalniz artan funksiyalara baxmaq
kifayotdir.

Baxdigimiz biitin monoton funksiyalarin sonlu qiymaotlor alan
funksiyalar oldugunu farz edacoyik.

Tutaq ki, f(X) [a, b] parcasinda toyin edilmis artan funksiyadir vo
as<x,<b.

Moalumdur ki, X, ndqtesindon sagda yerlason va X, ndqtosine yigilan hor
hanst bir X, X),X3,... ardicilligi gotiirsok, X, =Xy, X,>X, bu halda sonlu
lim f(x) vardir. Bu limit inf{f(x)} (x,<x<b) kemiyystino borabordir vo

n—o0
{Xn} ardicilliginin segilmasindon asili deyildir. Bunu f(XO +O) simvolu ils
isaro edirlor.

Eyni gayda ilo f(x,—0) a<Xx,<b simvolunu da toyin edo bilorik.

Goriindiiyu Kimi

f(% —0)< (%)< f(x+0) (a<x <b)
f(a)< f(a+0), f(b—0)< f(b).

Buradan almir ki, f(X) funksiyasinin X, noqtesinds kosilmoz olmasi
iigiin zoruri vo kafi sort f(x,—0)=f(X,)= f(x,+0) olmasidir. Dgor X,
noqtosi @ vo ya b ilo iist-iisto diigorso bu halda yalmz f(a+0) yaxud
f(b—0) birtorofli limitlorindon danismag olar.

f(x)—f(x,—0) f(x,+0)—f(x,) odadlori f(x) funksiyasmin X,
noqtesinds uygun olaraq soldan yaxud sagdan sigrayislar1i adlanir. Bu
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sigrayislarm comi olan f(x, +0)— f(x, —0) kemiyyatino f(X) funksiyasinin
X, noqtesindaki sigrayist deyilir (& vo b ndqgtelorinds yalniz birtorofli
sigrayisdan danismagq olar).

Lemma. Tutaq Ki, f(X) [a, b] pargasinda artan funksiyadir. Ogar
X5 Xg peeey X [a, b] pargasi daxilinds yerlosan istanilon ndqtalor iss, onda

[f(a+0)- f(a)l+ X[ (x, +0)- f(x ~0)]+

+[f(b)-f(b-0)]< f(b)-f(a) (1)
dogrudur.
isbati: Forz edok ki, a<X <X, <..<X,<b. a=x,, b=x,,, gobul

edok. Istonilon k=012,...,n iiciin X, <Y, <X, sortini 6doyan Yo, Y1, Yn

ododlarini gotiirok.
Onda asagidaki barabarsizliklori yaza bilorik:

f (% +0)—f(x —0)< f(y,)— f(ys) (k=12...n)
f(a+0)-f(a)< f(y)- f(a)
f(b)-f(b—-0)< f(b)-f(y,)
Biitiin bu boraborsizliklori torof-torofo toplasaq (1) miinasibatini alariq.

Lemma isbat olundu.
Bu lemmadan asagidaki miihiim notico alinir:

Natica: [a,b] parcasinda verilmis artan f(X) funksiyasinin sigrayisi
verilmis o >0 adadindon boyiik olan sonlu sayda kasilma noqtalari ola bilor.

Dogrudan da, ogor X;,Xp,...,X, noqtalori [a,b] parcast  daxilindo
yerlasan, har birinds sigrayisi o >0 oadadindon boyiik olan kasilma néqtalari
isa, onda (1) miinasibotino goro alimir ki, no < f(b)-f(a) olmahdir. Bu

borabasizlikdon goriiniir ki, n adadi istonilon godor boyiik ola bilmoz, sonlu
odad olmalidir.

Indi iso monoton funksiyanin kosilmo néqtalorinin sayr haqqinda
agagidaki mithiim teoremi qeyd edok.

Teorem 1. [a,b] par¢asinda verilmis monoton artan f(X) funksiyasinin
kasilma ndqtalori an ¢oxu hesabi sayda ola bilor. ©Ogor X, Xs,..., X,... [a,b]

daxilindo yerlogon koasilma noqtolori olarsa, onda asagidaki borabarsizlik
dogrudur:

[ (a+0)— f @)+ X[F (4 +0)- f (x ~O)]+

LT b) b_0)]< 1(0)- f(a) 2
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Isbati: D ilo f(X) funksiyasinin biitiin kasilma noqtalori goxlugunu,
: 1 . . .
D, ils sigrayist P -dan boyiik olan kasilma noqtalori ¢oxlugunu isars edok.

Aydindir ki, D,UD, UD;U..UD, U...

D, coxluglarindan har biri sonlu oldugundan D ¢oxlugu oan ¢oxu hesabi

olar.
(1) barabarsizliyinds sag toraf Kk -dan asili olmadigi tigiin K — oo sartinds
limito kegmok olar. Naticads (2) borabarsizliyini alariq. Teorem isbat olundu.

Tutaq ki, f(x) [a,b] parcasinda artan funksiyadir. Asagidak: kimi S(x)
funksiyasi daxil edok. S(a) =0,

S(x)=[f(a+0)-f(@)l+ X[f(x+0)- f(x -0)]+

Xk <X
+[f(x)-f(x=0) fla<x<h)
S(X) funksiyasina f( )-m sigrayis funksiyasi deyilir.
Goriindiiyl kimi S(X) funksiyasi da artan funksiyadir.
Teorem 2. @(x)= f(x)—S(x) baraborliyi ilo toyin edilon ¢(x) funksiyas
artan vo kasilmoz funksiyadir.
Isbati: Tutaq ki, a< x <y <b. Dgor (2) borabarsizliyini [X, y] pargasina

totbiq etsok
S(y)-S(x)< Fy)-f(x) ©)
boraborsizliyini alariq. Buradan S( )S ( ) yani ( )artan funksiyadir.

Ogor (3) barabarsizliyinds y — X olarsa, onda

S(x-+0)-8(x)< f (x+0)-f(x) (4)

Digor torafdon S(X) funksiyasinin toyin olunmasindan goriiniir ki, X<y
oldugda f(x+0)—f(x)<S(y)-S(x) dogrudur. Burada da y—>X sortindo
limito kegsak,

oldugunu alirq.

f(x+0)— f(x)< S(x+0)-S(x) (5)
oldugunu alariq. (4) vo (5) boraborsizliklorindon f(x+0)- f(x)=S(x+0)-S(x).
Buradan (D(X + O) = go(X) oldugunu aliriq.
Eyni qayda ilo ¢(x —0)=¢(x) barabarliyini da ala bilarik.
Buradan qo(x - 0) = go(x) = go(x + 0) almir.  Yoni go(x) kasilmoz
funksiyadir. Teorem isbat olundu.
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Kantor funksiyasi. Molum oldugu kimi f(x) funksiyasinin f’(x)

toromasi [a,b] parcasinda Riman monada inteqrallanan funksiyasi olarsa, bu
halda f(x) funksiyasini

f(x)= F(a)+ [ f(t)t, x<[ab]

boraborliyi ilo borpa etmok olar. Lakin misallar qurmaq miimkiindiir ki,
funksiyanin f'(X) toromasi Lebeq monada inteqrallanan olmasina baxmayaraq

funksiyanin 6ziinii bu téroma vasitasilo barpa etmok miimkiin deyildir.
Belo misallardan biri Kantor funksiyasidir. Malum oldugu kimi Kantorun

12
P, miikommal c¢oxlugu [0,1] parcasindan ardicil olaraq | addimda (g,gj

intervalinin, Il addimda 1,2, Z,§ intervallarinin, |1l addimda i,i ,
99199 27 27
7 8)(19 20) (25 26) . o
—,— || === | | == == | intervallarinin va S. naticesinds alinan ¢oxluqdur.
27 271)\27 21 ) \27 27

0(X) Kantor funksiyas1 asagidaki kimi qurulur:

1 12
1) 8(x)=—, xe|—=,— | oldugda,
) 0)=3. xe( 5. oleug
(l 9gar x € E—
41 g 919 '
2) 0(x) =«
3 [7 8)
—, 9gar x € |-,—|,
4 99
(1 1 2
-, 9gor x €| —,—|
8 7 27
3 7 8
-, 9gor x € |—,—|
8 21 27
3) 6(x) =«
5 19 20
—, 9gor X € | —,—|
8 27 2
7 25 26
—, 9gArx €| —,—
. 8 (27 27]
VaS.
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1 :
N-ci atilan vo uzunlluglart — olan 2" sayda intervallarda G(X)
3

1 35 2'-1
Prosesi bu gayda ilo davam etdirmoklo biitiin atilan intervallarda G(X)
funksiyasini toyin edirik.

funksiyasinin qiymatlori uygun olaraq kimi tayin edilir.

Goriindiyii  kimi H(X) atilan intervallardan ibarst G =[0,1] ‘Po

coxlugunda hissa-hisso sabit funksiyadir. H(X) funksiyasinin P, coxlugunda
asagidaki  kimi  toyin edirik:  (0)=0,6()=1 vo x,eP, oldugda
0(x,)=supd(x), (xeG, x<X,).

Onda 6’(X) funksiyasi biitiin [0,1] pargasinda toyin edilmis artan funksiya
olur.

Q(X) funksiyasinin = G,  ¢oxlugunda aldigi qiymotlor ¢oxlugu
113137 1 35 2"-1

—————— o [0,1] parcasinda har yerds six ¢oxluq

olur.

0(X) [0,1] parcasinda kasilmoz funksiyadir. Dogrudan da, artan G(X)
funksiyast hor hansi bir X, noqtesindoe kosilon olarsa, onda onun aldif
giymatlor (f(% —0), f(x,)) vo ya (f(% +0),f(X,)) intervallarindan birino
diismoz. Bu iso O(x) funksiyasi iigiin ola bilmoz.

Belaliklo, G(X) funksiyasi [0,1] parcasinda kasilmaz, artan funksiyadir vo
mP, =0 oldugundan sanki biitiin ndqtolordo &'(x)=0 .

1
Bu halda 0=[¢'(x)dx <6(1)-6(0)=1.
0

Bu ise onu gostarir ki, H(X) funksiyasi 6"(X) toromasi vasitesilo barpa

edilo bilmaz.
7.2. Mahdud variasiyal funksiyalar vo onlarin asas xassalari.

Bu yarimfosildo monoton funksiyalarla six olagesi olan yeni bir

funksiyalar sinfi ilo, mohdud variasiyali funksiyalar adlanan funksiyalarla tanig

olacagiq.
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Tutaq ki, f (X) [a, b] pargasinda toyin olunmus sonlu qiymatli
funksiyadir. [a, b] pargasini  @=X <X <X <..<X,=Db noqtolori vasitesi ilo
hissalara bolak va

V= 5 er)- 105

comini diizaldok.

Aydindir ki, [a,b] pargasinin hor bir bolgiisiino bu sokilde bir com
uygundur.

Tarif 1. [a,b] pargasimin biitiin bolgiilorine uygun diizoldilmis {V}

comlor ¢oxlugunun doaqiq yuxarit sorhaddino f(X) funksiyasinin [a,b]

b
par¢asinda tam variasiyasi deyilir vo V (f ) kimi isars edilir.
a

b
Ogor V(f )< +o0 olarsa, onda f (X) funksiyasina sonlu doyismoays malik,
a

yaxud mahdud variasiyali funksiya deyilir.
Mohdud variasiyali funksiyalar haqqinda asagida gostorilon miihiim
teoremlori geyd edok.

Teorem 1. Ogor f(X) funksiyasi [a, b] par¢asinda monoton funksiya iso,
onda f(x) mohdud variasiyali funksiyadir.

Isbati: Tutaq Ki, f(X) monoton artan funksiyadir. Onda istonilon
k=04,...n—1 iigiin f(X,;)— (X ) monfi olmayan ododlordir vo

V= T (a)- 1)} F0)- ).

b
Buradan V (f )= f(b)- f(a) oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.
a

Torif 2. Tutag ki, f(x) [a,b] parcasinda toyin edilmis sonlu funksiyadir.
Ogor istonilon X,y € [a, b] tiglin |f(X)— f(y) < K|X— y| (K -sabitdir) sorti
odonarso, onda deyirlor ki, f (X) funksiyas1 Lipsits sortini 6dayir.

Ogar f(X) funksiyasinin [a,b] parcasinin har bir noqtesinds mohdud
toramasi varsa, onda Lagranj diisturuna gora

f(x)-f(y)=f(E)x—y) (x<&<y) vo |f(£)<K oldugundan f(x)-in
Lipsits sortini ddomaosini aliriq.
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Ogor funksiya Lipsits sartini 0dayarss, onda
b

| f(Xuy)— f(XkX <K(X,; — %) oldugundan V(f)< K(b—a) alariq. Bu iso f (x)
a

funksiyasinin mahdud variasiyali olmasini gostarir.
Qeyd edak ki, istonilon kasilmoaz funksiya mohdud variasiyali deyildir.

T , , .
Moasolon, f (X) = XCOSZ—, 0 < x <1 funksiyasina baxaq. Bu funksiya kasilmoz
X

olmasina baxmayaraq onun tam variasiyasi sonsuzluga borabardir. Bunu
gostormak tigiin [0,1] parcasinin asagidaki kimi bolgiisiini gotiirok va V
comini diizoldok:

1 2"-1 1 1

0<—«< <=<
2" 2" 3 2
1

=)
V= nZ|1‘(xk+1)— f (%) I T
k=0 2 3

n

1
Buradan \é(f )=+o0 oldugunu alarig.

Bagqa bir misala da baxaq:
xsini, XE(O,EJ oldugda
f(x) = X n
0, x=0 oldugda
: 2 : : 2
Bu funksiya | 0,— | pargasinda kosilmoz funksiyadir. | 0,— | pargasinin
T /4

2 2 2 2
<..<—<— soklinds bolgiistinii gotiirok vo V comini

0
<7[(2n+1)<71'(2n—1) 3 =«
diizaldok.

V=S (xe0)— 2o

+(7z(2i—1)+ﬂ(2i+l)]+[7z'(2i—l)+ﬂ(2r21—3)j+m+

2 2 2 2 2 2 2 2
| —F— [+ — === |1+ =+ =+...+ .
57 3r T 7)) =& 3 5 2n+1
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BwMa1+z+g+m+
5 2n+1

comi dagilan siranin N-ci xi{isusi comi
2
A VA
oldugundan N — oo gartinds bu com +o olur. Ona gora do \(/)(f ): +00 aliriq.

Teorem 2. [a, b] parcasinda mohdud variasiyali funksiya mohduddur.
Isbati: Istonilon X € [a, b] néqtesi iigiin

V =)~ () +[f(b)- F(x) <V ()
oldugunu nazors alsaq
() =[F(x)— T (@) +| f () <[ f () +|f (x) - f (a) +

+f
+[£(b)-1(x) <|F(a)+V(f)

|f(x)g|f(a)1+\£(f).

Bu iso f(X) funksiyasinin mohdud oldugunu gostorir. Teorem isbat
olundu.

Teorem 3. Ogor f(x) vo g(x) funksiyalar [a,b] parcasmda mohdud
variasiyali funksiyalar iso, onda onlarin comi, forgi, hasili vo slava olaraq
g(X)Z o >0 sorti 6dondikds nisbati do mohdud variasiyali funksiyalardir.

Isbati: [a, b] pargasmin a=X, <X <X, <..<X =D bolgiisiinii gotiirok.
a) ovvalco forz edok ki, S(x)= f(x)+g(x). Onda alariqg:

S000)- 505 = [ 5.0) 0051152003 )
1) £ lg00)- )] |<
SHERCH R CMYELCH R
Buradan \Z(S) \Z(f) \Z(g) oldugunu aliriq.
g(x

b) p(x)= f(x)

Onda alariq:
[p(%a) = PO%) :‘f(xkﬂ)' 9(%i1) = F(x)-9(x) ‘I

([ 0t 106 )} 00,0+ L0500~ a0 1 £ (5) |2

) isaro edok. Tutaq ki, A= supJf(x] = sup |g(x).

xela,b xela,b]
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S‘g(xkﬂ Hf X|<+1)—f Xk ‘+‘f Xk Hg Xk+1)_g(xk) ‘S
<B‘ Xk+l ‘ A‘g Xk+l ‘
b
Buradan  V(p)< B-V(f)+ AV(g) va  pS(x)=f(x)-g(x) mohdud
a a a
variasiyali oldugunu aliriq
fo)_,

L _ 1.
C) @— (X)W soklindo yazaraq avvalca q(x)— g(x)-ln mahdud

variasiyali oldugunu gostorak:

‘Q(Xku)_Q(Xk) ‘ = g

:‘g(xk)_g(xkﬂ)
9(%1)- 9 (%)

b b
Buradan \g(q)siz\é(g) va eyni zamanda ¢(x)-in mohdud variasiyal
o

f(x)

olmasini aliriq. Naticoda (X) -in mohdud variasiyali oldugunu aliriq. Teorem

isbat olundu.
Teorem 4. Ogor f(x) funksiyasi [a,b] parasinda sonlu giymetli

funksiya iso vo a<Cc<b iso, onda

V(=V(1)V(1) @

a
isbati: [a,c] Vo [C,b] pargalarindan hor birini hissalora  bolak:

A=Yy <Y <Yy <<V =C, 0=2<4<1<..<2,=hb . Onda {y, } vo {z,} birlikds [a,b]
parcasinin bolgiisii olar,

n-1
Vi = Zj f(Vie) = F (%) ‘ V, = k%‘ f(z0)— f(20) ‘
Onda [a, b] pargasma uygun com V =V, +V, olar. Naticodo

b
V, +V, <V(f) olar. Buradan
a

V() sV(1)<V(1), @

C
alariq.
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Indi iso [a, b]-pargasmm a=Xy <X <X <..<X,=b bolgiisiinii gotiirok,
belo ki, C noqtesi bu bolgii noqtalorindon biri ilo Gst-listo diissiin: C= X, .
Onda bu bolgiiys uygun cami iki hissaya bols bilarik:

m-—.

V= ij(xkﬂ)_ f (%) ‘+§‘f(xk+l)_ f (%) ‘=V1+V2-

k=0
Burada V; vo V, uygun olaraq [a,c] Vo [C,b]pargalarlna uygun

comloardir.
Bu halda

v <V (f)+V(F) @)

Bu com C ndqtesinin bolgii noqtalorindan biri ilo {ist-listo diisdiiyii hal
ticlin yazilmigdir. Bu bolgiiya yeni bolgii ndqgtalarinin slave olunmasi zamani
V' comi azalmadigi tigiin biitiin bolgiilors uygun V comlori tigin do (3)
borabarsizliyi dogru olar.

Noticado

V(f)<V(1)+V(1) @

oldugunu alariq. (2) vo (4) borabarsizliklorindon (1) boraboarliyini aliriq.
Teorem isbat olundu.
Isbat olunmus teoremdon asagidaki naticolor alinir.

Notico 1. Ogor teoremin sortlori daxilindos f(X) fuksiyasi [a,b]
parcasinda mohdud variasiyali iso, onda [a,c] Vo [C,b]pargalarmdan har
birindo mohdud variasiyalidir.

Natica 2. Ogor [a,b] pargasini sonlu sayda ela hissslora bolmak olarsa
ki, bu hissalordon hor birindo f(X) funksiyas1 monoton olsun, onda f(X)
funksiyas1 [a, b] parcasinda mohdud variasiyali olar.

Teorem 5. f(X) funksiyasinin [a, b] par¢asinda mohdud variasiyali

olmasi tiglin zoruri vo kafi sort onun iki artan funksiyanin forqi soklindo
gostarilo bilmosidir.

isbat. Zorurilik. Titaq ki, f(x) mohdud variasiyali funksiyadir.

Gostormak lazimdir ki, onu iki artan (D(X) Vo l//(X) funksiyalarinin forgi
soklinda géstarmak olar.
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X

(o(a)zo, go(x):V(f), (a<xsb) funksiyasin1 gotiirok. X <X, oldugda
a

X X X X
¢(X2)=\£(f)=\5(f)+\x/2(f) oldugundan vo Vz(f)ZO oldugunu nozoro alsaq,
1

X

gD(Xz)Z (o(Xl) alariq. Demali, (D(X) artan funksiyadir. l//(X)=g0(X)— f(X) isaro
edok. Onda

X2

w(X,)=0l(x)- f(Xz):\é(f )- (%)=

SV V(1)=[F )~ Fx)]- F(x)=

a X1

V100 166+ (0)-t)- ]

X
Burada f(x,)- f(Xl)S\X/Z(f) oldugunu nozors alsaq, w(X,)>w(x), yoni
1

l//(X)-in artan oldugunu alariq. f(X)zqo(X)—l//(X) barabarliyi teoremin
zoruriliyinin dogru oldugunu gostarir.

Kafiliyin isbati: Ogor f(X): gD(X)—(//(X) soklindo gostarilmisso, belo Ki,
(p(x) Vo l//(X) artan funksiyalardir, onda (o(x) A y/(X)-in mohdud variasiyali

olduguna gors onlarin fargi do mohdud variasiyali olar. Teorem isbat edildi.
Bu teoremdon asagidaki naticolor alinir.

Notica 1. &gor f(x) funksiyas: [a,b] pargasinda mohdud variasiyals iso,
onda f(X) funksiyasinin [a,b] pargasinin sanki biitiin noqtolorinds sonlu
f '(X) toromoasi vardir vo bu téromo comlonan funksiyadir.

Notica 2. Mohdud variasiyali funksiyanin kasilma noqtslori on ¢oxu
hesabi saydadir. Istonilon X, négtesinds hor iki (X +0)=X|i_)ﬂ;0 f(x) (x> %),
f(x,—0)= XlLrTQO f(x) (x < X,) birtorafli limitlori vardir.

Nohayat, mohdud variasiyali funsiyanin gostoriligini ifado edon asagidaki
miihiim teoremi do geyd edok.

Teorem 6. [a, b] parcasinda mohdud variasiyali har bir funksiyani1 onun

sigrayis funksiyasi ilo kasilmaz mohdud variasiyali funksiyalarin farqi soklinda
gostormok olar.

Isbati: Tutaq Ki, X, <X, <X;<.. noqtolori f (X) funksiyasinin [a, b]
parcasinda kasilmo noqtaloridir.
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S¢(X) Vo S, (X) il (D(X)Z\;(f ) Vo l//(X)z (D(X)— f (X) funsiyalarinin
a
sigrayis funksiyalarini isars edok.

S,(x)=p(a+0)-pla)l+ X[o(x +0)-p(x —0)]+

XK <X

+lo0)-plx-0)] (2 <x=b), 5,(2)=0

[v(a+0)-y(a)l+ X[w(x +0)-w(x —0)+

Xk <X

+[w(x)-y(x-0)] (a<x<b), s, (a)=0.
S( ) S ( ) SW(X) isara edak.
Onda

S(x)=[f(a+0)- f(a)]+ + J[f(x +0)— f(x, —0)]+[f(x)—f(x—0)]

Xg <X

5, (x)

oldugunu alariq. S(X) f(X) funksiyasinin sigrayis funksiyasi olur.
(o(x) Vo l//(X) funksiyalar1 artan, S(p(x) Vo SV,(X) funksiyalar1 iso
bunlarin sigrayis funksiyalar1 oldugundan go(x)—S(p(X) Vo W(X)—SW(X)

kosilmoz funksiyalardir. Onda h [l// )]—[(p(X)—S¢(X)] funksiyas: da

kosilmaz olar. Eyni zamanda f( )— (x)—y/(x) oldugundan h(x)=S(x)- f(x)
olur. Burada h(X) kasilmaz va iki artan funksiyanin farqi oldugundan mahdud
variasiyalidir. S(X) iSo sigrayis funksiyasidir.

Son naticado f(x)=S(x)—h(x) oldugundan teorem isbat edilmis olur.

7.3. Riman-Stiltes inteqrali.

1. Stiltes inteqralimin tarifi vo xassalari
Tutaq ki, f(X) A g(x) [a,b] parcasinda toyin olunmus sonlu

funksiyalardir. [a, b] pargasini a=X; <X <X, <..<Y, =D bdlgii noqtalori vasitasilo

hissaloro bolok vo hor bir kigik [Xk,Xk +1] pargasindan bir & noqtasi
gotiirmaklo

= :Z;z f (& N9 (Xe.1)— 9(x)]

comini duzaldak.
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Ogor /IzmaX(XkH—Xk)—)O sortinds o caminin noa [a, b] parcasinin
hossalora boliinmosi qaydasindan, no do bu hissalords &, noqtalarinin
se¢ilmasindan asili olmayan sonlu | limiti varsa, bu limito f( ) funksiyasimin

g(x) funksiyasina nozoron Stiltes inteqral deyilir vo f f yaxud

b
(R=S)] f(x)dg(x) kimi isaro olunur.

Bu torifi bagqa formada asagidaki kimi ifado edo bilorik: Istonilon £>0
adadi verildikds elo 6 >0 tapmagq olarsa ki, boyu A4 <o olan istonilon bolgii

Vo ixtiyari iisulla seilmis &, noqtolori {igiin |O'— || < & sorti 6danilsin, bu halda
| odadine f(x) funksiaysinin g(x) -0 goro Stiltes inteqral1 deyilir.
Gorlindiiyli kimi Riman inteqrali Stiltes inteqralinin xtisusi halidir vo

Stiltes inteqralinda g(x) = X oldugda Riman inteqralin1 aliriq.
Bilavasito torifdon Stiltes inteqrahnl asagidaki xassalorini ala bilarik:

. ﬁnu ;f >+Tuuwmw

b
jf X)+ g,(x jf )dg, (x)+ [ f(x)dg,(x)

a
[1. Istanllan Avo B Sabltlerl ticlin

jAf By (x)= A-Bf  (x)dg(x).

f(x)dg(x)

IV.9gor a<c<b o ?f(x)dg(x), jf(x)dg(x)

O — T

inteqrallarindan har ticii varsa, onda
b

T £(x)dg ()= [ £ (dg(x)+ ] £ ()g(x)

b
Qeyd edok ki, jf(x)dg(x) inteqralinin  varligindan jf dg( )
a

a

(]

b
jf(x)dg(x) inteqrallarmin varligi alinir. Amma bunun oksi dogru deyildir.
c

151



c b b
Yani I f(x)dg (X) Vo I f(x)dg (X) inteqrallarinin  varhigindan J f(X)dg(X),
a c a
interqalinin varlig1 ¢ixmaya da bilor. Bunu asagidaki misaldan gora bilarik.

Misal. Tutaq Ki, f(X) Vo g(x) funksiyalari [—l,l]par(;asmda verilmis
funsiyalardir vo asagidaki kimi toyin olunmuslar:

f(x)= 0, —1<x<0 olduqgda,
1 0< x <1 oldugda.
0, —1<x<0 oldugda,

g(x)=
1, 0<x<1 olduqgda.

0 1
Gorlindiiyl kimi I f(X)dX, J f(x)dg (X) inteqrallarindan har biri vardir vo
-1 0
sifra borabordir. (Ciinki, har iki halda o comi sifra borabar olur.) Amma

1
j f (x)dg(x) inteqrali yoxdur.
-1

Dogrudan da, [—1,1] pargasinin elo bolgiisiinii gotiirok ki, Xx=0 bolgii
noqtosi olmasin.
n-1
o= f (& )[g(Xk+1)— 9(x, )] comina baxaq. ©gar X, <X<Xi,; olarsa, bu
k=0
halda o comini yalmz bir i.-ci haddon ibarst olar. Ciinki, ager X, Vo X,
noqtalori 0 ndqtesindon bir torafdo yerlasorlorss, onda g(x, )=g(x,,,) olar.

Ona goéro do o= f(‘fi )[g(xiﬂ)—g(xi )] olar. & <0 yaxud & >0 olmasindan
asili olaraq & =0 yaxud o =1 olar. Bu iso torifo goro inteqral cominin

1
limitinin olmamasi demokdir. Yani I f(x)dg (X) yoxdur.
-1

b b
V. j f (x)dg (X) Vo I g(x)df (X) inteqrallarindan  birinin  varligindan
a a
digarinin varligr alinir vo asagidaki baraborlik dogrudur.
b b
J £ (x)dg(x)+ [ g(x)df (x)=[f (x)a(x)] (1)
a a

Burada

[f(x)g(x)]: = f(b)alb)- f(a)o(a) e

isara olunmusdur.
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b
Bu xassoni isbat edok. Tutag ki, f f(X)dg(X) inteqrali vardir. [a,b]
a

-1
pargasint hissalors bolok vo o = nz f (& )[g (Xi21)— 9%, )] comini diizaldak. Bu
k=0
comi asagidaki sokildo yazaq:
n-1 n-1
o= kZO {ERCOE kZO f(&)alx )=
n-1

==, 900 [T (&)= (&) F(Gra)alx) - F(&)al(x)

k=1
Bu borabarliyin sag torefina [f(x)g(x)]
aling:

b
a

o= [f (X)Q(X)E - {g(a)[f (950)_ f(a)]+
Tl L1 ) (6 ool 0)- £, 1) ©

Ogor [a, b] pargasinin a<é; <& <&, <...<&, ; <b bolgisiini gotiirsok
Vo a,%, X, X, 1,0 noqtolorini  [a,&}[&, &) [£, 1,b]  parcalarindan

ifadasini olava etsok vo ¢ixsaq,

b
gotiiriilmiis ndqtalor hesab etsok, bu halda (3) cominin _[ f(x)dg(x) inteqralinmn
a
integral  comi  oldugunu  gororik.  A=max(x.,-x)—>0  sortindo
b
p=max(&.,, —&)—0 oldugundan iinz)a = I f(x)dg(x) alarig.
-
a
2. Stiltes inteqralinin varhg sarti.
Indi iso hansi sortlor daxilinds Stiltes inteqralinin varligi masalosini
aragdiraq.
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. Bgor f(x) funksiyas: [a,b] parcasinda kesilmaz, g(x)

funksiyas1 iso [a, b] parcasinda mohdud variasiyali funksiya iss, onda
b

j f (x)dg(x) Stiltes inteqrali vardir va sonlu adoddir.

a

Isbat1: Hesab edo bilorik ki, g(x) artan funksiyadir. (Ciinki hear bir
mohdud variasiyali funksiya iki artan funksiyanin forqi soklindo gostorils bilir.)
[a,b] parcasi  a=Xx, <X <X, <..<Y,=b noqtolori vasitosilo

[% X, .1 | hissalorins bélok.
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m = inf f(x), M= sup f(x) isaroedok.

Xy SXSXk 41 Xk SX<X 41

3=§?ﬂd&ﬂ—ﬂ%ﬂ5=§Mddhﬂ—M&ﬂ comlarini

diizaldok. Bu comlars asagi vo yuxari Stiltes comlori deyilir.
& €%, Xy ] gotiirak vo

a=§f<fk>[g<xk+l>—g<xk>]

comini diizoldok.
Aydindir ki, [a, b] parcasinin istonilon bolgiisii ti¢iin s<o <S dogrudur.
Riman integral comlorindo oldugu kimi isbat etmok olar ki, [a,b]-nin

bolgiisiine yeni bolgii noqgtalari olave etdikds asagi Stiltes comi azalmir, yuxari
Stiltes comi iso artmur. Eloca do ixtiyari bolgilys uygun hor bir asag Stiltes
comi istonilon yuxari Stiltes comini asmur, istonilon yuxari Stiltes comi iso
asagl Stiltes comlorinden kigik olmur. Aliriq ki, {s} yuxaridan, {S} iso

asagidan mohdud coxluglardir. Ona gdre do sonlu lims=J, limS=J
10 20

limitlori vardir vo J <J.

f (X) funksiyasi [a, b] parcasinda kasilmoz oldugundan & >0 {giin elo
<& oldugda |f(x')- f(x") <eolar. Onda
alariq ki, 2 <& (4=max(x.,, X ))oldugda M, -m, <& (k=0412,..,n-1) olar.

Buradan S —s<e&(g(b)—g(a)) oldugunu alarq.

5 >0 ododi tapmagq olar ki, |x'—x"

Noticodo J = lims=1imS=J=J olar.
- 10 A—0

b
lo—J|=[S-s| miinasibotindon J=limo =_[ f(x)dg(x) aliriq. Teorem
A-0

isbar olundu.

2. Stiltes inteqralinin hesablanmasi.

Asagida Stiltes inteqralinin hesablanmasi {i¢iin iki hala baxacagiq.

Teorem 2. Ogor f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda kesilmoz, g(x)
funksiyasi isa [a,b] pargasinda Riman monada integrallanan g'(x) téromasino
malik iss, onda

(5 £ (x)dgx) = (R)] £ (x)g’(x)e. @

a
Isbati: Teoremin sortlorindon alinir ki, g(x) funksiyas1 Lipsits sortini
odoyir vo ona goro do mohdud variasiyali funksiyadir. Bu halda (4)
barabarliyinin sol torofindoki inteqral vardir. Digor torafdon g’(x) funksiyasi,
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elocado f(x)g'(x) funksiyas1 sanki hor yerds koasilmoz oldugundan (4)

borabarliyinin sag torafindoki inteqralda vardir. Ona goroa do (4) barabarliyinin
dogru oldugunu gostormok lazimdir.

Bu mogsadlo [a,b] pargasini a=x, <% <X, <...<X, =b noqtolori vasitasilo

hissoloro bélok. Hor bir kigik [X,%,;] parcasmda g'(x) funksiyasi iigiin
Logranj teoremini totbig edok:
90%1)— 904) = 9" (KM% = %) (ke <K <Xiia)

b
ogor j f(x)dg(x) inteqrali iigiin inteqral comini diizoldorkon &, ndqtalori
a

olarag X, ndqtesini segsok, onda o integral comi asagidak: kimi olar:

n-1
o= kz_%) f ()_(k )g,()_(k )(Xk+1 — X )’

Goriindiiyii kimi bu com f(x)g'(x) funksiyas: iiciin inteqral comidir.
9gar A =max(x.,; — % )—0 sortindo limito kegsok (4) boraboarliyini alariq.
Teorem ishat olundu.

Teorem 3.  Ogor f(X) [a,b] pargsinda  kasilmoz, g(x) isa
(a,¢)(c.¢c,) ,(cy,b) intervallarindan  hor  birinds  sabitdirss,  (
a<(C <C, <..<Cp, <b) yoni, pillovari funksiya iss, onda asagidaki barabarlik
dogrudur:

1 £ (x)dg(x)=  @)g(a+0)-g(a)]+

+3 1(6fo(e+0)- o)+ 1 (0la(o) - g(o-0)] ®

Isbati: Molumdur ki, hissa-hisss sabit (pillovari) funksiyalar ii¢iin
b m
V(b)=[ofa+0)-g(a]+ 2. {ole)-0lc +0) Jolc+0)-glec)}

dogrudur. Buradan g(x) funksiyasiin [a,b] par¢asinda mohdud variasiyal

funksiya oldugunu aliriq. Onda g(x) [a,b] pargasinimn har bir hissasinds sonlu
doyismoays malikdir. Ona gors do

[ 1(xk0- % [t (xegx) ©

Ck+1
burada ¢, =4, ¢, =b. Jf(x)dg(x) inteqral1 {iciin o inteqgral comi
o

o= f(&)ale +0)-glc)]+ (&1 Mgle1)-9(c —0)]
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olar.

Odur ki,
Tf X)= (e fa(c, +0)- gle, )]+
+f(§k+1)[ (Cea)-9(c—0)] (k=01...m) (7)

(7) borabarliyinds k =0,1,2,...,m giymatlorini vermoklo alinan borabarliklori
torof-torofs toplasaq (6) baraborliyini alariq. Teorem isbat olundu.
Teorem 4. Tutaq Ki, f(X) funksiyasi [a,b] par¢asinda kasilmaz, g(x)

funksiyasinin iss C,C,,...,C,, noqtolori istisna olmagla [a,b]-nin biitiin
néqtolorindo integrallanan g'(x) téromosi vardir. Onda

T £ () K+t (afg(a+0)- gla)]+

0= 1)
+ 10)olo)- g(b—o>]+§l f(c.lolc, +0)-(c 0]

isbati: S(x) ilo g(x) funksiyasinin sigrayis funksiaysini isaro edok:
S(x)=lo(a+0)-gla)]+ Xa(c, +0)-g(c,~0)+[g(x)-g(x-0)}
Cy <X
onda h(x)=g(x)-S(x) funksiyas: kesilmoz funksiya olar vo [a,b]
parcasinda Riman monada inteqrallanan h'(x) téremasine malik olar, bels ki,
h'(x): g'(x). (x=#a,c;,Cy,...,Cpp,b oldugda). Onda isbat edilmis teorem 2 vo
teorem 3-o osasan

QD C— T
QD — T

£ (g ()= [ £ ()a(x)-+ (x)aS(x)=

=] t(x)g'(x)dx+ f(afg(a+0)-g(a)]+ f (b)]g(b)-g(b-0)}+

a

+ 3 (6. fole, +0)-gle, ~0)]

oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.
4. Stiltes inteqralimin orta qiymat xassasi.
Asagidaki sads teoremlor dogrudur:

Teorem 5. Tutaq ki, f(X) funksiyasi [a,b] parcasinda kasilmoz, g(x)

iSo mohdud variasiyali funksiaydir.
Onda asagidaki qiymatlondirmo dogrudur:
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b

jf@bg@*sM(U~

a

(9) ®)

QJ<U'

burada M(f)= max| (x).

xela,b]
Isbati: [a,b] parcasinin istonilon bolgisit vo &, ndqtalorinin
secilmoasindon asili olmayaraq alariq:

UCYCOMEETS B TENHCOMEETN B
M) als.)- ol <M1V o)

Buradan teoremin dogru olmasi alinir.
Teorem 6. Forz edok ki, f(x) [a,b] pargasinda kesilmoz, g(x) iso

[a, b] pargasinda artan funksiyadir. Onda els c e [a, b] noqtasi vardir ki,

7 £ (0dg(0= 1 (©)alb) - ofa)]

a
isbati: M = sup f(x), m= Ir[1f ]f( X) isaro edok.

xela,b] Xela

ot =

Onda

mla(b)- o(a)]< ] 1 (g(x)<Mg(b)- g(a)]
T £(x)g(x)

Buradan m<& — <M.

g(b)-g(a)
[ f(x)dg(x)

Onda aliniq ki, elo gemM| vardir ki, &—~——~=y, f(x) [a,b
] oo-aw ) o)
pargasinda kosilmoz oldugundan eloce [a, b] noqtesi vardir ki, f (c) =U.

Bunu nozars alsaq jf Jg(x)= f(c)g(b)-g(a)] alariq. Teorem isbat
a
olundu.

Teorem 7. Tutaq ki, f(X) [a,b] par¢asinda monoton artan, g(X) iso
kosilmoz, mohdud variasiyali funksiyadir. Onda elo ¢ €[a,b] néqtosi vardir ki,

I (9= f(@)ale)- g(a)l+ F Blg(0)-g(o)

Isbati: Stiltes inteqralinin hisse-hisse inteqrallanma diisturuna géra
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b b
J £ (x)dg(x)=[f (x)a(x)]; - [ g (x)f (x).
a a
Teorem 6-ya goro elo celab] noqtesi  vardir ki,

?g(x)df (x)=g(c) f(b)- f(a)]. Bunu nozars alsag,

T £(0dg00=[ (g - gl () (a)]-
= f(a)fa(c)-g(a)]+ f(b)fa(b)-g(c)]-

Teorem isbat olundu.

5. Stiltes inteqrali altinda limits ke¢ma teoremlari.

Teorem 8. Forz edok ki, {fn(x)} kasilmaz funksiyalar ardicillig [a,b]

parcasinda f(X) funksiyasina miintozom yigilandir vo g(x) [a,b] parcasinda
mohdud variasiyali funksiyadlr Onda

I|m j f.(x)dg(x) j f(x (9)
Isbati: M (fn — f) ma>é|f ( ) X] isara edok. Teoremin sortino gora
X a

n— oo sortindo M(f, —f)—0.
Ogor teorem 5-don istifada etsok, onda

1, (x)g jf \dg x)1_ 11,9 f(x))dg(x)1g

b
<M(f,—f)V(g)—0

oldugunu alariq. Bu iso teoremin dogru oldugunu gostarir.
Teorem 9. Tutag ki, f(x) [a,b] pargasinda kesilmoz funksiyadir vo

9,(x) mohdud variasiyali funksiyalar ardicilligs [a,b] parcasmnin hor bir

noqtasinda sonlu g(x) funksiyasina yigilan ardicilhiqdir. Forz edok ki, elo

K < oo sonlu sabiti vardir ki,
b

V(g,)sK<wo (k=12,..). (10)
Onda
b
lim j f (x)dg, (x)= f(x)dg(x). (11)
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isbati: Ovvalco gostorak Ki,

V(g)<K (12)

yani, g(x) mohdud variasiyali funksiyadir. Bunun iigiin [a,b] parcasini

ixtayiri qaydada hissalara bolok.
Onda alariq:

|[\43

on(k)-gr) <K (0-12.)

buradan n— oo sgrtlade alariq:
m-1
kZ_;Jg(XkJrl)_ g(x ) <K.

Bolgiiniin ixtiyariliyi sortine gors (12) sortinin 6donmasini aliriq.
Istonilon &£>0 ododini gétiirok vo [a,b] pargasini {Xk} (k:O,l ..... m)
néqtolori vasitosilo elo kigik [x,,X,,;] hissoloro bélok ki, bu hissolorin hor

birindo f(X) funksiyasinin ragsi (doyismasi) % odadindan kigik olsun, yani

()= F(x ) <=

3K
Asagidaki beraberliyi yazaq:

(g0 1 (xp(0)-
i ::‘k”f (- 6s B+ 3 10s) Tagte)

Xk +1

[dg(x)=0g(x.1)-9(%) Vo [X.X.i] parcasinda |f(x)- f(x )< i

Xk

oldugundan alariq:

Xk+1 e Xk
et ot < - V'
Buradan
m-1%k+1 g b &
5 X{[f(x)—f(xk>]dg<xﬁs§va<g>s§.
Belelikle
10000~ 3 ool -otx oS (e1<2)



Analoji tisulla alarq:
b m-1
I f (X)dgn(x): kZ;) f (Xk )[gn(xk+1)_ gn(xk )]+ ‘9n g q6n| Sl)
2 -

n>n, nomralori tiglin asagidaki borabarsizliyi alariq:

m-1 m-1

kZ—;J F (X )90 (42)— 9 (X )]- kZO (%9 (%11)— 9 (% )1 < g
Bu halda hamin n némralori tigiin

b b

11 (g ()~ | 1 (x)dg(x)( e

a a

oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.
Sonuncu iki teoremi asagidaki kimi birlosdirmak olar.

Teorem 10. Tutaq Kki, [a,b] pargasinda fn(X) funksiyalar ardicilligi

f(X) funksiyasina miintozom yigilan, gn(x) mohdud variasiyali funksiyalar

ardicilligt iso g(x) funksiyasina [a, b] pargasinin hor bir ndqtasinda yigilir vo

elo K sabit ododi vardir ki,

\Z(gn)s K (k=123..).

Onda
lim [ 1, (x)dg, (x)= [ f (x)dg(x).

7.4. Lebeq-Stiltes inteqrali.

1. Stiltes ol¢iisii. Tutaq ki, [a,b] pargasinda azalmayan g(x) funksiyas
verilmigdir. Forz edirik ki, g(x) funksiyasi soldan kasilmoz funksiyadir, yoni
9(x,)=9(x —0), %, €[a,b]. [a, b] par¢asinda g(x) funksiyasinin komayi ilo
asagidaki kimi 6l¢iilor toyin edok:

(a, ,8) intervalinin ol¢iisii ,u(a, B)= g(ﬂ)— g(a + O),

[, B] pargasinin 6lgiisiinii z]a,b]=g(B+0)-g(a),

(a, ,B] yarimintervalinin 6l¢iisii ,u(a, ﬂ]z g(/)’ +0)— g(a +0),

[, B) yarimintervalinm dlgiisiinii zfe, 8)=9(8)-g(a)
kimi tayin edok.

Ogor %, €[a,b] g(x) funksiyasmin kesilmo ndqtesi olarsa, bu noqtodo

olgii (X)) =g(X, +0)—g(x,) kimi gétiiriiliir. Bu Slgiinii [a, b] pargasina daxil
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olan biitiin agiq vo qapali ¢oxluglar {igiin do toyin etmok olar. Bu gayda ilo
alman o6l¢ii Lebeq-Stiltes Olciisti adlanir.

g(x) funksiyasina Lebeq-Stiltes 6l¢iisiinii doguran funksiya deyilir vo
Hq kimi isars edilir

Tutaq ki, g(x) [a, b] pargasinda mohdud variasiyali funksiyadir. Malum
oldugu kimi bu halda g(x) fuksiyasini iki artan go(x) Vo 1//(x) funksiyalarin
forqi kimi gostormok olar. Bu funksiyalarin dogurdugu olgiilori uygun olaraq
H, Vo u, kimi isars edok. Onda g(X)-ln dogurdugu py dlgiisii £4q =, — 14,
Kimi olar. Qeyd edok ki, x4 Olgiisii istonilon isaroli ola bilor.

2. Lebeg-Stiltes inteqralinin tarifi.

Tutaq ki, [a,b] pargasinda sonlu f(X) Vo monoton artan g(x)
funksiyalar1 verilmisdir. u ilo g(x) funksiyasinin dogurdugu o6l¢iinii isaro
edak. f(X) funksiyasinin [a,b] pargasinda Lebeq inteqralini toyin edarkan

coxlugun Olgiisii olaraq 4y Olgiistinii gotiirok. Bu zaman alimmus

b
| f(x)du (1)
a
Lebeq inteqralina Lebeq-Stiltes inteqrali deyilir vo
b
(L-S)[ f(x)dg(x) ¥y
a

kimi isara olunur.
Tutaq ki, g(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda mohdud variasiyali
funksiyadir. Onda Lebeq-Stiltes inteqrali

T (K9 ()] (<o)~ ] £ () ®

b
kimi toyin olunur. Burada g(x)=¢(x)—y(x), (x)=V(g), w(x)=e(x)-g(x) .
a
Asagidaki teoremlor dogrudur.
Teorem 1. Tutaq ki, f(x) [a,b] parcasinda &lgiilon vo mohdud

funksiyalardir, g(x) funksiyasinin sanki har yerds g'(x) téramasi vardir vo bu
toromo Lebeq monada inteqrallanandir. Onda

(L)} £ (dg(x)= (L) F ()g' (o @

Isbati: Asagidaki hallara baxaq:
1) f(x)=c, xela,b} Buhalda
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(L=S)f f(x)dg(x)=c[dg(x)=c[ g'(x)dx =

~ (L egx)ex = (L)] £ ()g"(x)ex.

a

D =T

2) Tutaq ki, f(X) funksiyasi [a,b] parcasinda sado funksiyadir, yoni

Olglilon vo on coxu hesabi sayda qiymotlor ala bilon funksiyadir.

= [a, b] pargasint kasismoyan hesabi sayda A = E(f =Cy ), k=123,...
coxluglarina ayirmaq olar. Onda

(-5 (kg X 1(xkig0)- T Ajkdg

—ch jg X)dx = chkg jf (x)g’(x)

3) Forz edok ki, f( ) funksiyas1 {f,(x)} sado funksiyalar ardicilligmmn
miintozom limitidir. Bu halda hor bir n natural ododi tigiin

b b
f,(x)dg(x)=| f,(x)g'(x)dx boraborliyi dogrudur. n—w sortinds limits
1 (e)dg ()= ] £, ()g'(x) yi dog

a a

b b

kegsok (L- S)J f(X)dg(X)=J f(x)g'(x)dx oldugunu alariq. Teorem isbat
a a

olundu.

Teorem 2. Tutaq ki, f(X) [a, b] parcasinda mohdud va 6lgiilan, g(x) iso
Xps Xgyerey s Xpyy-oo KOSIIMa noqtalorine malik sigrayis funksiyasidir.

(L- ij g(x)= Zf(xk)

borabarliyi dogrudur, burada hy, g( ) funksiyasinin X, noqtalorinds
sigrayislaridir.
Isbatiz Bu halda g(x) funksiyasinin dogurdugu Ol¢ii diskret olub,

Hy (x,)=h, sortini 5doyir.

Ac[a,b] goxlugunun 6lgiisii L (A)= >h, kimi hesablamr. Tutaq ki,
Xk €A

f( ) sado f ( ) funksiyalar ardicilliginin miintozom limitidir.

Onda jf g(x)= Zf (%) .
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Bu baraboarlikdo n—oo sortindo limito kegsok

b
(L-s )j f(x)dg(x)=3 (% )h, oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.
k

a

7.5. Mahdud variasiyal funksiyalara aid misallar.

Tutaq ki, f(x) [a,b] pargasinda kesilmoz funksiyadir. Isbat edin ki,
m(x)= inf f(z) borabarliyi ilo tayin edilmis m(x) funksiyasi monoton azalan

as<z<x
Vo kasilmaz funksiyadir vo M(X): sup f(Z) borabarliyi ilo toyin edilmis
asz<x

funksiya ise monoton artan va kasilmaz funksiyadir.
Isbati: istonilon h>0 adadl ug:un

m(x * h) N agizrijh =min ial<r11;x f ’ a<izry>:(+h f (Z);S
< inf f(z)=m(x)
as<z<x
oldugundan m(x) -in azalan oldugunu aliriq.
Gostarak Ki,
0<m(x)-m(x+h)< o f(z) *)
x,x+h]
miinasibati dogrudur. Burada o f(z)= sup f(z)- inf f(z) f(z) funksiyasmmn
[xx+h] v<1<x+h x<z<x+h

[x, x+ h] parcasinda raqsini gostorir.
Tutaq ki, m(x+h)= inf f(z)=m(x). Onda 0=m(x)-m(x+h)< o f(z).
asz<x

X,X+h

Tutaq ki, m(x+h)= inf f(z). Onda inf f(z)<f(x)< sup f(z)

X<z<x+h a<z<x a<z<x+h
oldugundan
m(x)= inf hf(z)+[inf f(z)- inf hf(z)}g
g{ sup f(2)— inf f(z)}=m(x+h)+ o ().
X<7<x+h x<z<x+h [x,x+h]

Buradan (*) barabarsizliyinin dogru olmasi alinir.
f(z) funksiyasi kosilmoz oldugundan lim ® (z)=0. Onda (*)

h—0 [x,x+h]
borabarsizliyine géra m(x)-in sagdan kesilmoz oldugunu aliriq.

Analoji gayda ils istonilon h>0 iigin 0<m(x—h)-m(x)< o f(2)
[x=h,x]
oldugunu da gdstormak olar. Bu barabarsizlikdon m(x)-in soldan kasilmazliyi
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almir. Noticods m(x) funksiyasinin monoton azalan vo kasilmaz oldugunu
alirg.

Eyni iisulla M(x) funksiyasinin monoton artan vo kasilmoz funksiya
oldugunu gostara bilarik.

2. Tuatq ki, f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda monoton artandir vo
giymotlori [f(a), f(b)] parcasmi tamamilo doldurur. Onda f(X) funksiyasi

[a,b] pargasinda kesilmazdir.

Isbati: Forz edok ki, elo ce (a, b) noqtasi vardir ki, bu noqtads funksiya
kesilondir. Onda funksiyanin giymatlori (f(c), f(c+0)), yaxud (f(c—0), f(c))
intervallarindan birino daxil olmur. Bu iss funksiyanin qiymatlarinin
[f(a), f(b)] parcasini doldurmasi sortine ziddir. Alinmis ziddiyyst forziyysnin
dogru olmadigini gostarir. Demali funksiya kasilmozdir.

3. [a,b] pargasina daxil olan biitiin rasional ododlori K, 1,....I,... ilo

isaro edok Vo XE[a,b] iciin f(x)z > 1 funksiyas1 toyin edok. Burada

k
I <X
comlomo 1, < X sartini 6doyan biitiin k indekslori tizrs apartlir.

f(X) funksiyasinin ciddi monoton artan oldugunu vo X=r, (n :1,2,...)

noqtalorinin bu funksiyanin kasilma ndqtalori oldugunu goéstarin.
Holli. x,%, €[a,b] x <x, noqtolorini gétiirok. Heg olmazsa, elo bir

rasional r, odadi vardir ki, X <I, <X,.Onda alariq:

1 1 1 1
flo)= Y 2 X% ok T o = f(X1)+ZTO-

Ik <X 2k I <Xq
Buradan f(x,)< f(x,), yeni f(X)-in ciddi monoton artan oldugunu
alirqg.
Indi gostorok Ki, f(X) funksiyast X=T, (N=12,...) ndqtolorindo
kosilondir. x> r, olduqda

(=Y ==Y 24 3 s f(r)rm

e LA U 2"
buradan  x—>r,+0 sortinde alariq:  f(r, +0)> f(r,)+ 2—];] vo ya
£, +0)- £(r,)2 5.
Bu onu gostorir Ki, X=r, ndqtalorinds f(X) sagdan kosilondir vo onun
sigrayisl 2i" ododindon boyiikdiir. Monoton artan funksiyanin biitiin
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sigrayislarinin comi S < f(b)— f(a) sortini 6domalidirlor. Baxilan halda iso

f(b)-f(a)= Zzik —0=1 oldugundan S <1 aliriq.
k

Digor torofdon funksiyanin sag sigrayislar comi
S, =>[f(r,+0)-f(r,)]> Zz—lk =1 oldugundan S;=S=1 aliriq. Buradan
n n

eyni zamanda f(X) funksiyasinin r., noqtolorindon basqa kasilma noqtalarinin

olmadigin1 da aliriq. ©ks halda funksiyanin sigrayislar comi vahiddon boyiik
olardi.

4. Tutag ki, f(x) funksiyasmm [a,b] parcasinda Riman monada
integrallanan f'(x) toromosi vardir. Gostorin ki, funksiyanin [a,b] parcasinda

b b
tam variasiyas: tigiin V(f )= J f ’(x)|dx disturu dogrudur.
a

a

Halli. [a,b] pargasini a=x, <X <X, <..<X, =b ndqtolori vasitasilo
hissaloro  bolok Vo §|f(xi+1)—f(xi) comini diizoldek. Logranjin sonlu
wtmlar disturuna goro F06)— FO0)= PG ks —x) (% <6 <%.0)
oldugundan zo| F(x0)— £ ) = 3£ N1 —%)-

i=0
Ogor bu borabarlikdo A =max(x,; —¥)— 0 sertinda limito kegsok, onda

V(f)=]

a
5 f (X) =sin x funksiyasinin [0,27[] parcasinda tam variasiyasini tapin vo
onu artan iki funksiyanin farqi soklindo gostarin.
Halli. f (X): sinx funksiyasinin [0,272'] par¢asinda Riman monada
integrallanan ~ f'(x)=cosx  toromesi  oldugundan tam  variasiyam
27

2
\é (f)= ﬂcos X/dx diisturu vasitosilo tapa bilorik.
0

f ’(X]dx alariq.

Onda
20 2 /2 37/2 2r
V(f)= [lcosxjdx = [cosxdx— [cosxdx+ [cosxdx=
0 0 0 /2 37/2
/2 3r/2 2
=sin x| —sin x| +sin x| =4,
0 /2 3r/2
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Indi iso verilmis funksiyan: iki artan funksiyanmn forqi kimi gdstorok
X

@(x):\Z(f )= [|cost|dt gobul edak.
0

X
X e{o,ﬂ oldugda ¢(x)= [ costdt =sin x,
0
XG(Z,:;—”) oldugda
2 2

X X
¢(x):¢(£]+ [|cost|dt =1— [costdt=2-sinx,
2 7/2 7/2
3
XE[?,ZH] oldugda
3r 1 t
¢(X)=¢)(—j+ [lcost|dt =3+ [costdt=4-+sinx,
2 3r/2 3r7/2

Ogor w(x)=p(x)— f(x) gobul etsok, onda XE[O,%:| oldugda w(x)=0,

4

XE(%%] oldugda w(x)=2-2sinx, XE(%,ZE] oldugda /(x)
alariq.

sin X, OSXS%, 0, 0<x<

NN

Beloliklog(x) =12 —sinx, %<x<37”, w(x)=12-2sinx, %<x£3§,

44sinx, 377[<X327r, 4 37”<x£27z,

2
6. f(x)=e™ funksiyasinin [0,4+c0) yarimintervalinda variasiyasini
hesablayin.

N
Hoalli. n> N odadini gotiirak va \é(f ) variasiyasini tapagq.

V(-]

Buradan

N

f'(x)dx = |

0

N
2 -2 2
—2xe~* dx‘= fe~* dx?=1—¢ N
0

© 5 N e B —NZ 3
()= m ¥(1)= Jim(1-e ) -1

7. Verilmis funksiyalarin tam variasiyalarini tapin.
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a) f(x)=e*, xe0,50]

by f(x)=Inx, xe[L2]

c) f(x)=cosx, xel0,4r}

d) f(x)=x—x% xe[-11]
0, x=0,

e) f(x)=11-x, 0<x<1, [01}
5 x=1,
x-1 x<1

f) f(x)=410, x=1, [0,2]
5 x>1,

8. Verilmis funksiyalarin variasiyasini hesablayin onlar1 iki artan
funksiyanin forqi kimi gostorin

(f(x)=0(x)-w(x)).

x?, xe[0d)

a) f(x)=40, x=1, [0,2]

1, xe(12]

x?, xe[01),

o) | (x)=45 x=1 [0,2]
x+5 xe(0,2]

0 f(x)=cos’z, xe[0,7]

Cavablar:
x2, xe[0])
1Ae e ‘o e 2x%, xel0),
R G o xel
2 K xelod) 0, xe[0))
o T T s
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i 1-cos’ X, Xe {0%}
o V(1)=2, o)
1+cos’X, Xe [%7[]

1-2cos’x, xe {0%}

1 Xe(z,fr}
2

w(x)=
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VIII FOSIiL
MUTLOQ KOSILMOZ FUNKSIYALAR
8.1. Miitlog kasilmoz funksiyamn tarifi va asas xassalari.

VII fosildo mohdud variasiyali funksiyalar vo onlarin bazi xassalorini
nazordon kegirdik. Indi iso mohdud variasiyal funksiyalarla six olagasi olan
digar funksiyalar sinfi ilo tanis olaq.

Tarif: Tutaq ki, f(X) [a, b] par¢asinda toyin edilmis sonlu funksiyadir. ©gar
istonilon ¢ >0 odadi verildikdo elo 6 >0 ododi tapmaq olarsa ki, istonilon
sonlu sayda, ciit-ciit kasismoyon (a,,b,), (a,,b,)..., (a,,b,) intervallar sistemi
ugln

Y (b -a,)<s (1)

k

LN

sorti 6danildikda
>|fb)-fla)<e ¥y

sorti 6donsin, bu halda f (x)funksiyasina miitloq kesilmaz funksiya deyilir.
Torifdon goriiniir ki, miitlaq kasilmaz funksiya adi monada kasilmozdir.
Bunun iigiin torifdo n=1 gétiirmok kifayatdir. Amma gostaracayik ki, bu faktin
torsi dogru deyildir. Yoni adi monada kosilmoz funksiya miitloq kasilmoz
olmaya da bilor.
Forz edok f(x) funksiyasi [a, b] pargasinda Lipsits sortini ddayir:

|f(x)— f(y)<k|x—y|, k=const

Onda

n
Z(bk —a, )< o sortini 0doyan intervallar sistemi ti¢lin
k=1

>|f(b)-fa)|<K - X(b —a)<Ks )

olar.
Funksiyanin miitloq kosilmozliyinin torifindon goriiniir ki, istonilon

x',x" e [a,b] tigiin |X"—X|< oldugda |f(X")— f(X')| <& olmast alinir. Bu
onu gostarir ki, f(X) miintozom koasilmaz funksiyadir. Demoli, miitloq kasilmoz

funksiya nainki kasilmoz, hatta miintozom kasilmozdir. Yuxarida qeyd etdik ki,
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funksiyanin adi monada kasilmozliyindon onun miitlaq kasilmozliyi ¢ixmur.
Indi gostoracayik ki, funksiyanin noinki adi kasilmazliyindon, hatta miintazom
kosilmazliyindon onun miitlog Kkosilmoz olmasi ¢ixmir. Malum Kantor
teoremina gora sonlu [a,b] pargasinda kasilmaz funksiya bu par¢ada miintazom
kasilmazdir. H(X) Kantor funksiyasi da [0,1] par¢asinda kasilmoz oldugundan

bu par¢ada miintozom Kkasilmozdir. Lakin 49(x) funksiyas1 [0,1] pargasinda
miitlaq kesilmaz deyildir. Bunu géstarmok iigiin P, Kantor ¢oxluguna baxagq.
Moalumdur ki, P, miikemmal, kontinium giico malik olan vo mP, =0 olan
coxluqdur. P, ¢oxlugunu uzunluglar: comi istanilon ¢ > 0 adodinden kicik olan
kasismayan (ak, ﬂk), k =1,2,...,n intervallar1 ilo ortmok olar. Bu intervallar
sistemi Ui¢lin

>o(8,)-6(er )| =1

oldugundan funsiya miitloq kasilmoz deyil.
Asagidaki miihiim teorem dogrudur.
Teorem 1. ©gor f(x)ve g(x) [ab] pargasinda miitloq kesilmoz funksiyalar

isa, onda onlarin comi, fargi, hasili vo g(x);tOoldugu halda f(x) nisbati do

g(x)
miitloq kosilmoz funksiyalardir.
Isbati. a) Comin vo forgin miitloq kosilmoz olmasi asagida gostorilon
miinasibatdon alinir:

‘ [f(bk)ig(bk)]_[f(ak)i_g(ak)]‘s‘f(bk)_ f(ak)‘—i_‘ g(bk)_g(ak)‘

Buradan
S[Fb) 0, 1-[1(a )£ 0(a,)] <
Sé“(bk)_ f(ak)|+ki_1| g(bk)_ g(ak)| :

Sarta gora istonilon & >0 dgilin elo 6 >0 segmok olar ki,

3o, ~af<s oldugda X|f(b)-f(a,)|<5
é' g(bk)_g(ak)|< 5
5[0+ 90 - [ 0(a) ]| <

olar. Buradan

oldugunu aliriq.
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b). A=max

a<x<b

f(x)|, B=max|g(x)| isaroedok.

a<x<b
Onda alariq:

> | 10,)-9(00)- (a)g(a)] < 3 90| () T (a,)|+

k=1 k

Sorta  gora istenilon &£>0 {gin elo 0>0 secmok olar

Y| -a/<s oldugda 3 |f(b)- f(a)|<-=
k=1 k=1 2B
2 lg(b)-9(a, )| < i olsun.
Bunlar1 nozaros alsaq

Zri‘. |f(bk)_ g(bk)_ f(ak)_ g(ak)| <&

k=1
oldugunu alariq.

V). ©Owvalca L in miitlaq Kasilmaz oldugunu goéstarak.

g(x)

ki,

Vo

£>0 verildikde 5>0 elo segilo bilor ki,  Y|o —a|<& oldugda
k=1

> |g(bk )- g(ak)| < iz olsun.
k=1 O
1

n 1
O b0 o)

k=1

<¢& oldugunu alariq. Buradan

1
9(x)

-in  miitloq

kasilmaz oldugunu aliriq. m:i f(x) borabarliyindan nisbatin miitlag

g(x) g(x)

kasilmoz oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.
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8.2. Miirakkab funksiyanin miitloq kasilmazliyi

Indi iso miitloq kesilmoz funksiyalarm superpozisiyasinin (miirokkob
funksiyasinin) miitlaq kasilmoz oldugu asagidaki sads hallara baxag.
Teorem 1. Tutaq ki, [a,b] pargasinda toyin olunmus miitloq kesilmaz f(x)

funksiyasinin  qiymotlori [A,B] parcasina daxildir. ©gor F(y) [A B]
parcasinda toyin edilmis Lipsits sortini 6doyan funksiya iss, onda F[f(x)]
miirokkab funksiyasi da miitloq kasilmaz funksiyadir.

Isbati. Sorto goro istonilon y',y"e[A B]iigiin |F(y")-F(y)|<K]y"-y'|
oldugundan, ciit — ciit kosismoyan istonilon sonlu (a,,b, ) intervallar sistemi

liglin Zn:|bk—ak|<5 oldugda
k=1

S BJ-FIHEIKEIT0)- @) v 2 [f0)-fla)|<<
barabarsizliklarindan

i | F[f (b, )]-F[f(a, )]| <& oldugunu aling. Teorem isbat olundu.
k1

Teorem 2. Tutaq ki, [a,b] pargasinda verilmis miitlog kosilmoz f (x) funksiyas
ciddi artan funksiyadir. ©gor F(y) [f(a), f(b)] parcasinda miitlog kesilmoz
funksiya iso, onda miirokka F[f (x)] funksiyas1 da miitloq kasilmoz funksiyadir.
Isbati. Ixtiyari & >0odadini gétiirok. Onda elo § > Otapmagq olar ki, ciit—ciit

kosismoyon (A ,B,) intervallar sistemi iigiin i|Bk —AJ<s oldugda
k=1
Zn: |F(Bk)— F(Ak)< & sarti ddoniler. Tapilmis 6 >0 adadine gora elo 7 adadi
k=1
vardir ki, kesismoyon (a,,b, ) intervallar sistemi {igiin Zn:|bk —a,|<n oldugda
k1

i_[f(bk)— f(a,)]<& sorti ddonilir.

k=1
Qeyd edok ki, (a,,b,) intervallari kosismoyon intervallar sistemi

oldugda vo onlarin uzunluglari comi 7 -dan kigik oldugda (f(b, ) f(a,))
intervallar1 da ciit—ciit kesismoyon olar vo uzunluglari comi ¢ -dan kigik olar.

Onda F(y)-in miitloq kasilmazliyina goro ¥ |F[f(b,)]-F[f(a,)]|<¢ oldugunu
k=1

alariq. Bu iso F[f(x)]-in miitlog kesilmoez oldugunu gostorir. Teorem isbat
olundu.
Qeyd: Umumi halda istonilon iki miitlag kesilmoz funksiyanin superpozisiyasi
miitloq kasilmoz olmaya bilar.
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8.3. Miitlog kasilmoz funksiyanin diferensial xassalari

Teorem 1. [a,b] parcasinda miitloq kasilmoz funksiya mohdud variasiyali
funksiyadir.

isbati. f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda miitloq kesilmez oldugundan &=1
odadina gora elo & >0 tapmagq olar ki, ciit—ciit kasigmayan {(ak,bk )} intervallar
sistemi  {igiin (b, —a,)<J oldugda 3| f(b,)- f(a )|<1 olsun. [a,b]

k=1 k=1

pargasint a=C¢, <C, <C, <...Cy =bndqtalori vasitasi ilo els hissalara bolak ki,
Coy —C <6 (k=0,1..N—-1) olsun. Onda [c,,c,,| pargasmm istonilon
bolgiisii zamani bu parca daxilindo f(x)- in tam artim1 1 — don kigik olar, yani

Ci1

V (f)<1 olar.

b
Onda son naticads V(f )< N olar. Buiso f(x)- in mohdud variasiyal funksiya

oldugunu gostarir. Teorem ishat olundu.

Bu teoremdan asagidaki miihiim naticalor ¢ixir:

Natica 1. Bu teoremdon bir daha kosilmoz olan, amma miitloq kosilmaz
olmayan funksiyalarin varligi alinir.

Natica 2. Ogor f(X) funksiyasi [a,b] parcasinda miitlaq kasilmaz iss, onda

[a,b] pargasinin sanki biitiin ndqtalorinds sonlu vo comlonon f'(x) toromasi

vardir.
Teorem 2. Dgor miitloq kesilmoz f(x) funksiyasinin f'(x) toromasi [a,b]
pargasinda sanki hor yerds sifra borabor iso, onda f (x)funksiyast sabitdir.
isbati. Forz edok ki, f(x) artan funksiyadir. Onda f(x)funksiyasinin aldigi
giymatlor coxlugu biitin [f(a), f (b)] parcas olar. Gosterak ki, sanki biitiin
x €[a,b] tigiin f'(x)=0o0ldugda f(a)= f(b) olur.

E ilo [a,b] pargasimin f'(x)=0 olan ndqtelori ¢oxlugunu isara edak.
Onda P = [a, b] / E goxlugu mP =0 sortini 6dayar. Teoremin sortine gora f(x)
miitloq kasilmaz oldugundan istonilon & =1oadadi verildikds elo & >0 tapmaq
olar ki, P ¢oxlugunu orton vo uzunluglart comi & adadindon kigik olan ciit—

ciit kosismoyan elo (a,, b, ), k=12..n intervallar sistemi vardir ki, 3 (b, —a,)< o
k=1

olduqda Zn:| f (o, )- f(ak)|<.9 olsun. Buradan mf(P)=0 olmas1 alinur.
k=1

Tutaq ki, x, € E, yani f'(x,)=0. Onda torifo goro kifayat goder kigik
h >0 adadi ligiin
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f(Xo+h)_ f(Xo)
h
Buradan h=x-x, >0 iigiin f(x)— f(x,)<ex—ex, alnr.

<¢&.

Ogor g(x)=ex— f(x) isaro etsok g(x,)< g(x) alariq. Riss lemmasina goro E
¢oxlugunu érton sonlu vo ya hesabi sayda (a,, b, ), k =1,2,... intervallari {igiin

(@ )<gl,), k==12..voya e —f(a,)<d, - (o) k=12..
buradan f (b, )- f(a, )< (b, —a,) oldugundan

Zk:(f(bk)_ f(ak))gg;(bk ~a,)<¢lb-a).

Beloliklo, aliriq ki, E ¢oxlugunu orton (a,, b, ), k =1,2... intervallar sisteminin
obrazi g(b—a) ododinden kigik olur. ¢ ixtiyari kigik odod oldugundan
mf(E)=0 olur. [f(a), f(b)]=f(P)uf(E) vo mf(P)=mf(E)=0 oldugunu
nezars alsag, f(a)= f(b) olar. Yoni f(x) sabitdir.Teorem isbat olundu.

Teoremdon asagidaki natico alinir:
Natica. [a,b] pargasinda miitloq kosilmoz f(x) vo g(x) funksiyalar iigiin

f'(x)~ g'(x)olarsa, bu halda f(x)= g(x)+c olar.

Qeyd. #(x) Kantor funksiyasi [0,1] par¢asinda monoton artan, kesilmoaz va
sanki biitiin Xe[O,l] tclin &' (X)=O olduguna baxmayaraq sabit funksiya
deyildir. Buna sobob 6(x) funksiyasmin miitlog kesilmoz olmamasidir.

8.4. Qeyri — miiayyan Lebeq inteqrali vo onun miitlaq kasilmazliyi
Tutag ki, f(t) [a,b] pargasinda verilmis comlonon funksiyadir.
®(x)=c+| f(t)dt

funksiyasina f(t)funksiyasmm geyri — miioyyon inteqrali deyilir. Bu funksiya
yuxar1 sorhoddi doyison inteqral vasitosilo toyin edilir. f(t) funksiyasinin
sonsuz sayda geyri — miiayyon inteqrallar vardir vo bunlar bir — birindon sabit
gadar farglonirlor.

Teorem 1. ®(x) geyri — miioyyon inteqrali miitlog kasilmoz funksiyadur.
Isbati. Lebeq inteqralmin miitloq kesilmazlik xassasino gora (VI fosil, §3.),
istonilon & >0 tgiin elo & >0 vardir ki, me< & sortini 6doyan istonilon e
Olciilon ¢oxlugu ticilin
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<é&.

[ f(t)at

Xiisusi halda oger ciit—ciit kesismoyon (a,, b, ) intervallarmin uzunluglari comi
S — dan kigik olarsa, bu halda

n by

> [ f(t)at

k=la,

<&

olar.

by
agor | f(t)dt = @(b, )-D(a,) oldugunu nazors alsag, onda

A

<&

${fb,)-oa,)

k=1

alarig. Teorem isbat olundu.

Teorem 2. (D(x)zj:f(t)dt geyri-miioyyan inteqralinin [a,b] pargasinin sanki
biitiin noqtolorinds toromesi vardir vo @'(x)= f(x) baraberliyi dogrudur.
Isbati. p<q rasional ododlorini gotiirok. E,q ilo [a,b] pargasmin elo
noqtolori  goxlugunu isaro edok ki, bu ndqtolords ®(x) funksiyasi
diferensiallanan olsun vo ®'(x) téromasi ®'(x)>q > p > f(x) sortini 6dosin.
f(x) Vo CD’(X) olglilon funksiyalar oldugundan E,, ¢oxluglari da olgiilon
¢oxluglardir. Gostorok ki, mE, . =0 . Bu mogsadlo istonilon & >0 ododi
gotiirok va elo & > 0 odadi tapaq ki, me < & olduqda

[ f(t)at

<&

sorti odonilsin. Elo agiq G < [a,b] goxlugu quraq ki,
E,q =G, mG<mE, +4J olsun.
Ogar x € E, ,olarsa, onda kifayst godor kigik biitiin h > 0 odadlori iigiin

D(x+ hk?—QD(x) . M

[X,X+ h] pargalart E . ¢oxlugunu 6rton parcalardir. (bels ki, h>0 (1) sortini
6doyon odaddir).

Hesab etmak olar ki, biitiin [X, X+ h] pargalart G ¢oxlugu daxilindo yerlosirlor.
Onda bu parcalardan hesabi sayda elo
[Xl, X, + hl] [Xz, X, + hz],..., [X X + hn],... pargalar1 ayirmagq olar ki,

n!“'n
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m{Ep'q

olsun. (1) barabarliyino gors asagidaki barabarsizliyi yaza bilorik:

Ql[xk,xk +X, +hk]}:0

L g (t)dt > g.
h, *

ogor S=U[xk,xk+xk+hk] isaro etsok, onda sonuncu boarabarsizlikdan
k=1

[f(t)dt>q-mS yaxud
S

if(t)dt>q[mEp,q+e-gJ, (0<o<1) )
oldugunu alariq.

Digor torofdon S <G, S‘ Eoq CG‘Ep’q &) m(S/Ep]q)<5 oldugundan

[f(t)dt<e
yaxud :
i f(t)dt< [f(t)dt+e 3)

oldugunu alariq.

E,q ¢oxlugunda f(t)< p oldugundan
[ft)dt< pmE, (4)
EPCI

alarig. (2), (3) vo (4) barabarsizliklorindon alinir ki,

q[mEp‘q + 6’.5J< pmE,, +¢,

buradan &—un ixtiyariliyino géro q-mE,, < pmE,, oldugunu alarig. Bu iso

p.9
yalniz mE . =0 oldugda miimkiindiir. Belalikls, mE , =0 oldugunu alirq.

[a,b] parcasin ®(x)— in diferensiallanan oldugu vo @'(x)> f(x) sortini

0dadiyi biitiin noqtalor goxlugunu E ils isaro edak.
Aydindir ki, E:(U E. ., belo ki, bu birloasma indekslari p < q sartini
p.q

) p.q’

6dayen biitiin (p, q) rasional odadlor ciitii tizra aparilir. Onda ME= ) mg =0
(p.a)

oldugunu alariq.
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Ogar A ilo @’'(x) tdromasinin oldugu biitiin ndqtalor coxlugunu isaro
etsok, A ¢oxlugunda sanki har yerda

@'(x)< f(x) ()

sorti 6donilor.
g(x)=—f(x) gobul edok vo F(X)=Tg(x)dx isaro edok. Goriindiiyli kimi

['(x)=—d(x). Ona goro do A-nin sanki biitiin noqtolerinds I"(x) toromasi
vardir vo I"(x)< g(x). Buradan

@'(x)> f(x) (6)
oldugunu alirig. Son naticada (5) va (6)-dan A ¢oxlugunda, eyni zamanda
[a, b] parcasinda sanki har yerdo

oldugunu almis olariq.

Teorem ishat olundu.

Teorem 3. Miitloq kosilmoz funksiya 6z téromasinin geyri—miiayyan
inteqralina barabardir.

fsbati: Tutaq ki, F(x) miitloq kesilmoez funksiyadir. Onun F'(x)téromasi sanki

hor yerds vardir vo comlonan funksiyadir.

®(x)= F(a)+TF’(X)dX funksiyasini gotiirok. Bu funksiya da miitloq kosilmoz

funksiyadir vo sanki hor yerds @'(x)=F’(x). Molum teoremo (§8.3, teorem 2)
gora F(x)-®(x) forgi sabito boraberdir. x=a oldugda ®(a)=F(a) oldugundan
®(x) = F(x) oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.

8.5. Funksiyanin Lebeq noqtasi

Toarif. Ogor [a,b] parcasinda toyin olunmus vo Lebeq monada inteqrallanan
f (x) funksiyas ticiin X, € [a,b] néqtesindo f(x,)=co olarsa vo

. 1 Xo+h
i L[ 10~ £k =0
sorti 6donarse, onda x, noqtosine f(x) funksiyasinin Lebeq noqtosi deyilir.

Asanligla gora bilarik Ki, agor f(x) funskiyas1 X, noqtesinds kasilmaz
iS9, onda bu noqte funksiyanin Lebeq noqtesi olar. Dogrudan funksiya X,
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noqtasinds kasilmaz iss, onda istonilon &> 01tgilin elo & >00adadi vardir ki,
[x—X,| <& oldugda | f(x)- f(x,)] <&. Onda |n/< & oldugda,
1 Xo+h
=l 1F(x)— (%) <e.
Bu isa x,-in Lebeq ndqtasi olmas1 demakdir.
Teorem 1. Tutaq ki, X, e[a, b] ndqtesi f(x) funksiyasinin Lebeq ndqtosidir.

Onda CD(X)zj:f(t)dt funksiyasmnin X, noqtesindo toromesi vardir Vo

CD,(XO) = f (Xo)-
Isbatr. Aydindir ki,

D(xy +h)-D(x,) F(x,)= 1 S (t)— £ (x, )],

h h %

Buradan

QD(X0 +hh)—q)(xo)_ f(xo) g% ;°+h| f(t)— f(x0)|dt

Bu borabarsizlikdon h—0 sortinde ®'(x,)= f(x,) oldugunu aliriq. Teorem

isbat olundu.
Teorem 2. [a,b]pargasmda Lebeq monada inteqrallanan f(x) funksiyast {igiin

sanki biitiin X, < [a,b] ndqtolori Lebeq ndqtesidir.
Isbati: Tutaq ki, r— hor hansi rasional ododdir. |f(t)—r| funksiyasi [a,b]

parcasinda comlonandir vo sanki biitiin x, € [a,b] tigiin

|im1jj*“j|f(t)—r|dt:|f(x)—r|. (1)

h—0 h
E(r) ilo [a, b] pargasinin (1) barabarliyinin 6donmodiyi biitiin ndqtalori
coxlugunu isara edok. Aydindir ki, mE(r) =0. [a, b]pargasmdakl biitiin rasional
odadlori némraloyok vo E = LOJ;[E(rn Ju E(] f|= +oo)] isaro edok.

Onda mE=0 vo [a,b]J/E goxlugunun biitin noqtolori f(t) funksiyasmimn
Lebeq noqtasidir.
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Tutaq ki, x, €[a,b]/ E. istonilon &> 0odadi gétiirok va elo r, rasional
ododi  tapaq ki, [f(x,)-r, |<§ olsun. Onda aydmdir ki,

%fffmlf(t)—rnldt—%jjj*“ﬁ(t)—f(x0)|dt <

|f(t)-r,|-|f(t)- f(x0)|<§ olar va

w| M

X,€E oldugundan |h|<3(e) oldugda

1 Xo+ &
IOl )1 <2,

yani
1 Xo+h

=) |f(t)_rn|dt<§g,

Vo bu barabarsizliyi 6doyan h adadlori ti¢iin

% (1)~ f () dt <

alariq. Bu isa X, ndqtesinin Lebeq noqtesi olmasi demokdir. Teorem isbat
olundu.

8.6. Mahdud variasiyal funksiyanin ayrihsi

Tutag ki, f(x) [a,b] pargasinda mohdud variasiyali funksiya,
X, Xp,ees X, bu funksiyanin kesilmo noqtolori, S(x) iso uygun sigrayis
funksiyasidir:

S(a)=0,

S(x)=[f(a+0)-f(a)l+ X[f(x +0)- f(x ~0)]+

+[f(x)- f(x=0)], a<x<b (1)

@(x)= f(x)—S(x) isaro edok. §7.2 teorem 6 — ya géro ¢(x) kesilmaz, mohdud
variasiyali funksiyadir. Buradan

F(x)=p(x)+5(x) )
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alirig, yani har bir mohdud variasiyali funksiya koasilmaz mohdud variasiyali
funksiya ilo onun sigrayis funksiyasinin comi saklinds gostarils bilor.
Tutag ki, go(x) koasilmaz vo mohdud variasiyali funksiyadir. Onda

w(x)= [ ¢'(t)dt funksiyas: miitlog kosilmoz funksiya olar.

2(X)=p(x)—w(x) (3)

isaro edok. Bu funksiya da kosilmoz vo mohdud variasiyali funksiya
oldugundan sanki biitiin x, € [a,b] {igiin

200=00 -y (=0~ )] =1(x)-p/0)=0

Toarif. Toromesi sanki biitiin x, €[a,b] noqtelorinda sifra barabar olan, sabitdan

forgli, kasilmaz vo mohdud variasiyali funksiyaya sinqulyar funksiya deyilir.

Sinqulyar funksiya miitloq kasilmaz ola bilmaz. Ciinki, molum teorems
g0ra ogar miitlaq kasilmoz funksiyanin téromasi sanki har yerds sifra barabar
olarsa, onda funksiya sabito barabor olar. Sinqulyar funksiya iso sabitdon
forglidir. Masolon Kantor funksiyasi @(x) sinqulyar funksiyadir. Bu funksiya
kosilmoz vo monoton artan funksiyadir. Ona goro do mohdud variasiyali
funksiyadir. Bu funksiya tigiin sanki biitiin x, €[a,b] noqtolerinds 8'(x,)=0
sarti odanilir.

Ogor (3) barabarliyindon ¢(x)= z(x)+w(x) taptb (2) borabarliyinds
yerinoa yazsad, onda

F(x)=w(x)+ 2(x)+S(x) (4)
alariq. Belaliklo, asagidaki teoremin dogru oldugunu aliriq:

Teorem. [a,b] pargasinda mohdud variasiyali hor bir f(X) funksiyasini

F )=y (x)+ 2(x)+S(x) (5)

soklindo gostormok olar. Burada w(x)—miitloq kesilmoaz, x(x)-sinqulyar vo
S(X) sigrayis funksiyalaridir.

Bu ayrlisla olagodar olarag mohdud variasiyali funksiyalarin
dogurdugu Stiltes 6l¢iisiinii do {i¢ sinfo ayirmaq olar:
|. Tutag ki, w(x) azalmayan miitloq kosilmoz funksiyadir. Onda bu

funksiyanin [a,b] pargasinin sanki biitiin noqtalorinds  Lebeq monada
integrallanan 1//'(X)=r(x) toromasi vardir. Toromonin olmadigi noqtalords
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r(x)=0 gobul etmokls r(x) funksiyasmni biitin x e[a,b] ndqtelorinds tayin
etmok olar. Onda [a, b]parc;asmda har bir 6l¢iilon A ¢oxlugu tigiin
#,(A)=[r(x)ax (6)
A
inteqralinin monas vardir. Bu inteqral vasitasila tayin olunan g, (A) adadino A
coxlugunun olgiisii deyilir. Lebeq inteqralinin malum xassasine gérs mA=0
oldugda ,uW(A):O olur. Miitloq kosilmoz w(x) funksiyasi vasitesilo tayin
olunan g, (A) dlgiisiine miitloq kesilmoz 6lgii deyilir.
Gostorak ki, A ¢oxlugunun B =1//(A) obrazinin Lebeq monada ol¢iisii
(6) diisturu vasitesilo hesablana bilor. A=(a, ﬂ) intervali  olduqda

w(A)==(y(a)w(B)) olur. Onda mB=my(A)=y(B)-w(a)=[/r(x)dx
A agiq ¢oxluq, (ak, ,Bk) (k =1,2,...) iso onun toskiledici intervallar1 olduqda,

yoni A=U(cs, . )olduad B-y(A)-Ulplar ) w(s,) vo
mB = ;[‘//( ARACHIE ;.[f: r(x)dx = Ir(x)dx-

A

Ogar A gapali ¢oxluq olarsa, bu halda da B = 1//(A) ¢oxlugu ti¢ilin do

mB = [ r(x)dx 7)
A
diisturu dogru olar.

Tutaq ki, A istonilon 6lgiilon ¢oxlugdur. P Ac G sortini 6dayan P
qapali va G agiq ¢oxlugu iigiin y(B)c w(A)cw(G). ixtiyari & > 0oadadi iigiin
elo P vo G goxluglarina baxaq ki, mB—& <mw(P) vo my(G)<mB+¢ olsun.
Onda r(x)>0, xe[a,b] iigiin

mB—g <my(P)=[r(x)dx < [r(x)dx< [r(x)dx=my(G)<mB+e.

P A G

£>0 ixtiyari adod oldugundan bu miinasibotdon (7) boraborliyinin dogru
oldugunu aliriq.
Tutaq ki, r(x)=0, xeG,e=A/G vo mB=0. Onda (7) borabarliyino
05asan
0= [r(x)dx= [r(x)dx+[r(x)dx=[r(x)dx.
A e

G e

X €€ iicilin r(x) >0 oldugundan me =0 aliriq.
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Il. Tutag ki, X(x) sinqulyar funksiyadir. Ogor X(x) fnksiyasmnin tromasi
olmadig1 noqtalor coxlugunu A, ilo isars etsok, onda mA, =0olar.
Ac [a, b] ¢oxlugu ii¢lin

px(A)=dX(x). E=ANA, ®)

gobul edok. Bu gayda iso toyin edilmis s, (A) adadine A goxlugunun dlgiisii
deyilir. Bu 6l¢ii sinqulyar 6l¢ii adlanir.

Masalan, Py Kantorun mitkommal ¢oxlugu vo H(X) Kantor funksiyas1 ii¢lin
mP, =0. Ac[0,1]¢oxlugunun dlgiisiinii

(A= Jd6(), E= AP,

diisturu ilo hesablamaq olar.
I1l. Tutaq Kki, S(X) sicrayls funksiyasi, X;,X,,...,X kasilma noqtalori,

h,h,,....h,... iso funksiyanin kasilma noqtslorindaki sigrayislaridir. Onda hor
bir Ac [a, b] coxlugunun 6l¢iisii
Hs (A): ZAhk ©)

diisturu vasitesilo toyin edilir. Xiisusi halda A g¢oxlugu bir X, noqtasindan
ibarat olarsa, onun dl¢iisii h, adadina borabor olar.

Sigrayis funksiyasinin dogurdugu (9) 6l¢iistine diskret 6l¢ii deyilir.

Gostarilon ti¢ qaydada tayin olunan bu dl¢iilor o —additiv 6lgtilardir.

Dogrudan da A, A,,...,A,... coxluglart ciit—ciit kosismoyon ¢oxluglar

olarsa, bu halda diskret 6l¢ii tiglin

ulUA)= 3 h=3 Th =X u(A)

XiELl:l A k xeA k

alariq. Bu diskret ol¢iiniin additivliyini gostarir. Digar dlgiilori do eyni iisulla
gostara bilarik. Belaliklo, asagidaki naticoys galirik:

Natica. Hor bir mohdud variasiyali funksiya {i¢ nov 6l¢ii: miitlaq kasilmoz,
sinqulyar va diskret 6l¢ii dogurur.

8.7. Lebeq inteqralinda dayisonin avaz edilmasi

Molum oldugu kimi Riman inteqralininin asas hesablama {isullarindan
biri doyisenin ovoz edilmasi tisuludur.
Indi gostorok ki, Lebeq monada integrallanan bozi sinif funksiyalar
iiclin Lebeq inteqralinda da analoji avozetmo tisulu dogrudur.
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Teorem. Tutaq ki, x=¢(t) funksiyasi [«, 8] parasinda miitlaq kasilmaz v
ciddi monoton artan funksiyadir, belo ki, gp(a)=a, @(f)=Db. Onda [a,b]
parcasinda Lebeq monada integrallanan f(x) funksiyasi {igiin

Jo £ ()dx =t [o(t)]o ()t (1)

diisturu dogrudur.
Isbati. Asagidaki hallara baxaq:
1) Tutaq ki, f(x) funksiyast [a,b] pargasinda kasilmozdir. Onda f(x)

funksiyasinin Riman monada inteqrali vardir. Bu inteqrali hesablamaq tiglin
[a,b] parcasini a=x,<x <X, <..Xx, =b bolgii noqtolori ilo hissalora bslok.

m, =inf f(x?, M, =sup f (X? (k= 0,1,2...n—1) [a,b]parcasinin bu bolgiisiine uygun

XX Xy XE[Xcr Xat

olarag [a,p] pargass da [t.t.,] hissolorine  béliner, belo ki,
ot )=x(k=0,12..n-1).

Onda telt,,t,,] iigiin
m, < f[@(t)]S M, (2)

olar. Digar torafdon ¢'(t)>0 oldugundan

Ltkkﬂ(o,(t)dt = Xy — X -

Onda Lebeq inteqralinin orta qiymat Xassasina gors alariq:

if

my; (Xk+1 — Xy )S (L).[tkm f [¢(t)]¢l(t)dt <M k (Xk+1 — Xy )

Buradan

s<(L)f fle(t)]let)dt<s, (3)
alarq.

n-1 n-1
S=>mMAX, S=>MAX,.
k=0 k=0

A =max(x,, — X, ) isaro edok.
A —0 sortindo limito kegsok Vvo Lirrg(s—S):O oldugunu nozaro alsaq, (1)

boraborliyini alariq.
2) Tutaq ki, f(x) lgiilon vo mohdud funksiyadir. |f(x)<M, xel[a,b].
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Onda sanki biitin x e [a,b] noqtolerinds f(x) -0 yigilan kesilmoz {g,(x)}
funksiyalar ardicilligi segmok olar, yani,

limg,(x)= f(x), [9,(x)<M, xe[ab] (4)
(4) borabarliyinin 6denmadiyi XG[a, b] noqtalor ¢oxlugunu E ilo isaro edok.

Sorto géoro mE =0.
e ilo

lim g, (¢(t))e' (t)= fo(t)] #'(t) (5)

N—oo

barabarliyinin 6denmadiyi t €[e, #] nogtalor goxlugunu isars edok: p(e)=E.
Onda miitloq kasilmoz ¢(t) funksiyasinin dogurdugu 6lgiiys gora

mE=[¢(t)dt, ¢'(t)>0, tee

olar. Buradan me =0 aliriq. Olgiilon funksiyalar ardicilliginin sanki hor yerdo
limiti olan f[g(t)]- ¢'(t) 6lgiilon funksiyadir. Onda

9.l ®)| <] T o)) <M|@1)], tele Bl

oldugundan inteqral altinda limito kegmok olar. Noticado f[p(t)]e'(t)— nin
Lebeq manada inteqrallanan oldugunu vo

[, t()dx =lim [7g, [p{t)]'(t)dt = [ [plt)]o'(¢)cl

boraborliyini alariq.
3) Tutaq ki, f(x) monfi olmayan Lebeq monada inteqrallanan funksiyadir.

(©gor funksiya miisbat olmazsa, onda onu iki manfi olmayan integrallanan
funksiyanin farqi soklinda géstarmak olar).

f(x), f(x)<n oldugda
f”(x):{n, f(x)>n oIduZda

funksiyalar1 toyin edok.
2) -ci bondo asason

1 ()dx=]"f, [pt)]lo't)dt, n=1.2,3..

oldugunu alariq. Baxilan halda har bir te [oc, ,B] iclin

flpt)]e't) = lim £, [p(t)]o'(t)
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oldugundan vo f [p(t)], n=1,2,3... funksiyalar1 artan vo monfi olmayan
funksiyalar oldugundan

[ (x)dx =lim [’ £, [p(t)]e'(t)dt

n—o0

oldugunu aliriq. Teorem isbat olundu.

8.8. Miitlaqg kasilmaz funksiyalara aid misallar

1. Tutaq ki, f(x) [a,b] parcasinda miitlaq koasilmoz funksiyadir. Onda gostorin
ki, a) [f(x), b) |f(x)]", p>1 funksiyalart da miitloq kosilmaz
funksiyalardir.

Gostorig: a) halinda ||a|—|b||£|a—b| borabarsizliyinden, b) halinda iso
Ja|”~/0}"

2. Tutaq ki, f(x) [a,b] parcasinda kesilmoz, |f(x)| iso miitlog kasilmozdir.

< p-c”*, c=max([a],}b|) borabarsizliyinden istifads edin.

Onda f(x)funksiyasmin da miitloq kesilmoz oldugunu gostorin.

Gostoris: Kosilmoz funksiyanin noqto  otrafinda 6z isarasini saxlamag
xassasindan istifads edin.

3. Tutag Ki, f(X) funksiyasi (—oo,oo) intervalinda Lipsits sortini 6dayir,
x=¢(x) funksiyas1 iso [a,b] parcasinda miitloq kesilmozdir. Géstorin ki,
f [gp(t)] miirokkob funksiyasi da miitloq kosilmazdir.

Gostaris: i |f [o(8.)]- f (e, )]| < ki |q0(ﬁk)—go(ak)| barabarsizliyindon

istifada edin.

0, x=0 oldugda

4. Tutag ki, f(x)= _ 1 0<x<1 oldugda
Inx’ 2

funksiyas1 verilmisdir.

Gostarin ki, a) funksiya kasilmaz va ciddi monoton artandir:
1

2
b) mohdud variasiyahdir, V (f) tapm.
0

¢) miitloq kasilmoazdir.
d) Lipsits sortini 6domir.
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Gostoris: a) Iimof(x)=0, x, <X, oldugda f(x,)< f(x,)

X—>+

1
2

b) monoton funksiya mehdud variasiyalidir,V (f) .
0

c) f'(x)= L >— toromosi inteqrallanandir.
xxIn“ x
d) lim M = +00
X—>+0 X
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IX FOSIL
SOBOLEV FOZALARI.DAXILOLMA TEOREMLORI
9.1. Ortalasdiran niive anlayisi

Yuxarida biz comlonan va kvadrati ilo comlonon funksiyalardan ibarat
olan L, va L, fozalarini daxil etdik vo onlarin bazi Xassalarini dyrondik. Indi
iso bu fozalara daxil olan funksiyalar {i¢iin ortalasdirma anlayisin1 daxil
edacoyik. Bu anlayisin komayi ils biz L, vo L, fozalarinda bu fozalarda toyin
edilmis mosafoys goro gotiiriilmiis funksiyaya kifayst qodor yaxin olan sonsuz
diferensiallanan funksiyalarin qurulmasimin miimkiinliiyiinii isbat edacayik.

Owvalca bir hagigi doyisonden asili f(t) funksiyasi iigiin ortalasdiran
niive anlayisini daxil edok.

Asagidaki barabarlik vasitssilo @(t) funksiyasi toyin edok:

1

olt)= ce !, t?<1 oldugda, 1)
0 , t?*>1 oldugda.

c sabitini sonralar toyin edocoyik. Gériindiiyii kimi bu funksiyanmn t* =1
noqtalorinds kasilmaz olmasi aydindir. Bu funksiyanin vo onun téramalarinin

t =+1 ndqtolorindo kosilmozliyini aragdiraq. |t|<1 sortinde t* —1 olduqda
1

t? -1

toromoasi t* <1 olduqda asagidaki sokildodir:

Pl)

t2-1
[

Burada P(t) hor hansi ¢oxhadlidir vo ¢ tam miisbot ododdir. t* —1 Qt|<1)
1
sartinds geyri — miioyyanliyi agsaq (t2 —1)70[e‘2‘1 ifadasinin sifra yaxinlasdigini
gororik. Beloliklo goriirik ki, w(t) funksiyasmin —oco<t<oo giymatlorindo
biittin tortib téromolori vardir.
indi iso x=(x,%,..x,), Y=Yy, Y,...Y,) dekart koordinatlarina malik

— —0 V3 oft) — oo olmasi agkardir. o(t) funksiyasinin istanilon tortibli

E, fozasina baxaq. Bu noqtolor arasinda masafani

r:|x_y|:\/(Xl_yl)2+"'+(xm _ym)z
kimi toyin edok. Tutaq ki, h >0 istonilon adoaddir.
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Tarif. a)h(r) funksiyas1 asagidaki sortlori 6dodikdo ona ortalasdiran niiva
deyacayik.

1) o, (r) funksiyas1 X Vo Yy dekart koordinatlarina nozorsn sonsuz
diferensiallanan funksiyadir. Qeyd edok ki, r #0 oldugda bu sortin 6donmasi
tglin zoruri vo kafi sort baxilan funksiyanin r doyisonina goéra sonsuz
diferensiallanan olmasidir;

2) r<h oldugda ,(r)>0 vo r>h oldugda @, (r)=0 olmalidir;

3) [a,(r)dy= [@,(r)dx=L1.

r<h r<h

Masalon, gostarak Ki,

__h
a,h(r): c,e ™™, r<h, c,=const>0; )
0, r>h oldugda

funksiyas1 yuxaridaki sartlori 6dayir.
2) sortinin 6donmasi aydindir.
h? -

oger ¢, :[ je hzrzdy} gobul etsak 3) sarti do 6donar.

r<h
1) sortinin 6donmasini gostarak:
(2) soklinds toyin edilmis funksiyanin r<h vo r>h oldugda sonsuz
diferensiallanan olmasi aydindir, bels ki, r > h olduqda biitiin toromolar sifra
borabordir. Ona goro do funksiyanin r doyigsonine goéra biitiin tartibdan
toromolarinin varligini vo r =h olduqda sifra borabar oldugunu, eloco do r <h
oldugda r — h sortindo biitiin téromolorin do sifra yaxinlagdigini gostormok
kifayatdir.

Bu faktin birinci tortib téromo {iglin dogru oldugunu gostorak; Yiiksok
tortib toromalar {igiin homin fakt1 analoji tisulla gostarmok olar.
a) @, (r) funksiyas: r =h oldugda kesilmozdir. Dogrudan da, (2) diisturundan
goriiniir ki, e, (h+0)=0=e,(h). Eloco do,
h2
w,(h-0)= lim c,e " =0,
2

¢linki — T2 ifadasi r —h—0 sortindo —o0-a yaxinlasir.
—r

b) @] (r) vardir vo sifra borabardir. Dogrudan da

jim =) _ 0=0,

r—h+0 r— r—h+0
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Eyni zamanda

oldugundan

limiti vardir ve sifra barabordir, yani @y, (h) =0.
Belaliklo, istonilon r iigiin @ (r) toromasinin varhigmi vo kesilmazliyini aliriq.

Analoji tisulla digar toromolorin do varligini vo kasilmazliyini gostara bilorik.
Bu gayda ilo (1) sortinin do dogru oldugunu aliriq.

9.2. Orta funksiya va onun asas xassalari

Tutaq ki, Q c E, hor hansi sonlu oblastdir vo u(y) D oblastinda
comlonan funksiyadir. u(y) funksiyasini D oblastindan konarda sifra barabar
hesab etmoklo davam etdirok. Tutaq ki, x € E,, istonilon noqtadir.

u, (x)= [, (r)u(y)dy 1)

Q

funksiyasmnin tayin edok, burada ®, (r) §9.1-doki 1) - 3) sortlorini 6doyan hor

hansi ortalasdiran niivadir.
u,(x) funksiyast u(y) funksiyasina nozaren orta funksiya adlanir ; h - adadi iso

ortalasdirma radiusu adlanir.
Orta funksiyan1 digar {isulla, asagidaki ii¢ formada da daxil etmak olar.
1) yeQ igiin u (y) =0 oldugunu noazors alaraq (1) inteqralini biitiin E_ fozasi
tizra gotiira bilorik:
U, (%)= |, (r)u(y)dy (1a)
Em
2) Ortalagdiran niivonin 2)—Ci Xxassasino goro inteqrallamani biitiin E  iizro
deyil, yalniz markazi X noqtesindo olan h radiuslu dairo tizra gotiirmak olar:
Uy (x)= [ (r)u(y)dy ; (2b)

r<h
3) Integrallamani Q m(r < h) oblastt lizro aparmaq olar, ¢linki bu halda
inteqralalt1 funksiyalardan har hansi biri sifra barabor olur. Ona goérs do
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a,(r)u(y)dy (1b)

Qm(r<hr)]
diisturu da dogrudur.
Indi iso orta funsiyalarin bazi xassalorini qeyd edok.
I. Orta funksiyalar biitiin E, fozasinda sonsuz diferensiallanan funksiyalardir
Vo onlarin istonilon tortib toromosini (1)—(2) diisturlarindan ixtiyari birindo
integralaltda diferensiallamanin komayi ilo almaq olar.
Ona gora do orta funksiyanin istonilon tartib téramasini

D* uh(X): g,[a)h (F)Df W, (r)dy (2)

diisturu ilo hesablamag olar. Burada @ = (e, @, ., ), |o|=(ey.a, +..+ )

m tortibli multindeksdir vo Q oblastm E, , (r<h), Qn(r<h)

oblastlarindan biri ilo avaz etmak olar.
I1. Orta funksiya Q oblastindan h — dan kigik olmayan moasafada yeloson biitiin
noqtalords sifra borabardir. Dogrudan da, bu halda (r < h) kiirasi tamamila Q

oblastmin xaricinda yerlosir vo (1b) intqrali altda u(y)=0 olur.

m

Beloliklo, orta funksiya yalniz Q" ils isaro edilmis vo asagidaki qayda
ilo qurulmus oblastda sifirdan fargli ola bilor: har bir X € Q noqtasi ti¢iin bu
ndqte markaz olmagq sorti ila h radiuslu kiira gétiirak. Bu kiiralariin birlosmasini

QM ils isaro edirik. Aydindir ki, Q= Q™. 9gor Q R radiuslu kiiro olarsa,

onda Q™ Q ils konsentrik olan R+h radiuslu kiirs olar.
Orta funksiyalar haqqinda agagidaki miithiim teoremlori do geyd edok.
Teorem 1. Ogor u(x) funksiyas1 Q oblastinda kosilmoaz ise, onda Q

oblastinin istonilon qapali alt oblastinda u, (x) orta funksiyast h— 0 sortinda

u (X) funksiyasina miintozom y1gilir.

isbati. Tutaq ki, Q' < Q hor hansi oblastdir. Q" ilo Q - nin elo alt oblastini
isaro edok ki, Q" eyni zamanda Q" - nin do alt oblasti olsun. Q" vo Q"
oblastlarmin sorhadlorini L, vo L, ils isars edak vo tutaq ki, h, bu ssrhadlor

arasindaki on kigik mesafedir. h <h, gotiirak. (1b) diisturuna vo ortalagdiran
niivanin 3) xassasine gors alariq:

Uy (x)=u(x)= [[u(y)-u(x)]e,(r)dy ®3)

r<h
Ogor xeQ' iso, onda (3) borabarliyindo yeQ” . Q" qapali oblastinda
kasilmoaz olan u(y) funksiyas1 miintozom kasilmaz oldugundan kifayst godor
kicik h idgin r<h oldugda |u(y)—u(x)|<g ( >0 kifayat godor kigik
ododdir) olar.
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@,(r)=0 sortini nozoro alsaq (3) diisturundan
lu,(x)-u(x)|< & [e,(r)dy =¢

r<h
oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.
Teorem 2. p odadinin 1< p<oo araligindan olan biitiin qiymatlori {igiin

Lp(Q) fozasindan olan funksiyalarin ortalagdirilmasi zamani norma artmur,
yani istonilon u(x)e L, (), 1< p <o iigiin Ju, (x)_ ) <Ju(x)_ -

isbati. uel (Q), 1<p<w gotirok. Holder borabarsizliyini totbig etmoklo
alangq:

p

<

1 1

[u(y)e? - of (r)dy

Q

p

|u, (X[ =

Ju(y)a)h (r)dy

Q

p
q

<[P (0O < a0y @

burada gadadi p ilo garsiligh qosma adoddir: 14-1 =1. Ortalagdiran niivanin
P g

Xassasing gora

[w,(r)dy="[@,(r)dy< [e,(r)dy=1.

Q Qn(r<h) r<h

Onda (4) borabarsizliyini Q oblasti lizrs inteqrallasaq alariq
o 001 = 10, 000 = 9 { e iy <
Q Q Q

<[l O =l

buradan ||uh||Lp(Q) <u ”Lp(ﬂ)' Teorem isbat edildi.

Teorem 3. Istonilon uel,(Q) 1<p<ow iigiin h—>0 sortindo
lu, —u]|, (o) — 0 miinasibati dogrudur.

Isbati. Molum oldugu kimi istonilon 6lgiilon funksiya verildikdo elo f(X)
coxhadlisi vardir ki, ixtiyari & > 0igiin || u—f ||L @ <§ sarti 6danilsin.

Ugbucaq borabarsizliyini totbig etmoklo alariq:
Ju-u, ||Lp(Q) <Ju-1 ||LP(Q) +| -1, ||LP(Q) + £~ ||Lp(Q) '
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Yuxarida isbat edilmis teorem 2 — ya asasan
| f, —u, ||Lp(Q) <[ f-u ”Lp(9> oldugundan

2¢
o=t by <2 =0+ = by <51 = ol
P 3 P

alariq.
Elo Q, oblast1 gotiirok ki, Q oblasti onun tam daxili altoblast1 olsun.

f ¢oxhadlisi Q, oblastinda kosilmaz oldugundan onun istonilon qapali alt

oblastinda, xiisusi halda Q oblastinda h— 0 sortindo miintozom yigilma
monada f, — f olar. Qapali oblastda miintozom yigilmadan orta monada

yigilma alindigindan kifayst qodor kicik h igiin ||f—fh|||_ (Q)<% sorti

odanilar.
Bunu yuxarida yazilmis son boraborsizlikdo nozoro alsaq ||u—uh||L(Q)<3
p

oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.

9.3. Finit va sonsuz diferensiallanan funksiyalar sinfi

ogor [a, b] pargasinda toyin edilmis f(X) funksiyas1 iiclin elo
(@, 8)c[a, b] intervali varsa ki, xela, b]|(a,B) oldugda (o >a, f<b)
f(x)=0olsun, onda bu funksiyaya [a, b] pargasinda finit funksiya deyilir.

Qeyd edok Ki, har bir finit funksiyanin éziino uygun (e, f) intervali vardir.

Moasalan,
L
£(x)= ex", |x/<h oldugda

0, X >h oldugda

funksiyas1 (—oo, oo) intervalinda finit funksiyadir. Bu funksiyanin istonilon
tortib toromolori vardir vo bu téromolor do |X|2 h oldugda sifra borabordir.
Tutaq ki, f(x)= f(x,,X,...x,) funksiyast Q — R" oblastinda toyin edilmisdir vo
elo Q' Q alt oblast vardir ki, XxeQ|Q' oldugda f(x)=0. Burada Q'ilo Q

oblastnin ciddi daxili oblasti isaro olunur, yani Q' ilo Q oblastlarinin
sorhadlori arasinda mosafo miisbot ododdir. Ona gors do f(x) finit funksiyadir.

Coxdoyisonli finit funksiyaya misal olaraq
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X
0, X =h

2

’ 1)

. X <h, |x|:\/xf+x22+...+x

funksiyasini gostoro bilorik. Bu funksiyanin R" fozasinda istonilon tortib
kasilmoz téromalori vardir. R" fozasinda finit funksiya dedikdo adston biitiin
R" fozasinda toyin olunmus vo |X|> M (M - kifayat godor boyiikk miisbat

ododdir) sortini 6dayan biitiin noqtalordo sifra borabar olan funksiya basa
diisiiliir. R" fozasinda finit vo sonsuz diferensillanan funksiyalar sinfi C; (R”)

kimi isaro olunur. Bu sinfo daxil olan hor bir u(x) funksiyasi iigiin M odadi
miixtolif ola bilor. Biitiin R" fazasinda comlonan u(x) funksiyasi gotiirok, yoni
u(x)e L(R") . uy(x) ilo [x <M kiirosi daxilindo u(x) ilo dist — disto diison,
R" - in qalan hissasinds sifra borabar olan funksiyam isaro edok. u(x)e Ll(R”)

sortindon alinir ki,
J Ju(x) =) (x)|dx - Ju(x)]dx =0, M — oo oldugda Uy, (x) ilo u(x)- in
Rn

X[>M
orta funksiyasmin isaro edok, h<1 . U, (x) sonsuz diferensialanan
funksiyadir veo |X|>M +1 olduqda sifra barabardir, yani U(M)h(X)ECSO(Rh).

Bundan bagqa h—Osortinds | ‘U(M)(X)—U(M)h (X)‘dx —0. Ixtiyari £>0

[x|<M+1

adadini geyd edok vo M adadini els segak ki,
£

[|u() =g (x)|dx < 5

olsun. Kifayat gadar kigik h adadlori {iglin

j‘u(M)(x)—u(M)h (x)‘dx = ‘u(M)(x)—u(M)h (x)‘dx <§ .

[x|<M+1

olar.
Noticado aliriq:

Hu(x)— u((“xﬂ))hHLl(Rn) - R” U (%)= gy, (x)‘dx <e.

Bu onu gostorir ki, u(x) funksiyasmi Li(R”) fozasinin normasina nazoran
Cy (R”) fozasina daxil olan u(M)h(X) funksiyalart vasitosilo istonilon gador

yaxinlagsdirmagq olar.
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Eyni gayda ilo u(x)e LZ(R”) funksiyasi tigiin do M —> o vo h—0
sortinda

JuC) - i,

oldugunu géstarmak olar.
Noaticods asagidaki teoremin dogru oldugunu alariq:

Teorem 1. C; (R“) funksiyalar sinfi Ll(R”) Vo LZ(R”) fozalarinda sixdir.

Indi iso tutag ki, Q= R" hor hanst mohdud oblastdir. Q oblastinda
finit funksiyalardan ibarst olan CJ(Q2) sinfino baxaq. Bu sinfo daxil olan

funksiyalar els u(x)eC(‘f(R") funksiyalarindan ibaratdir ki, |u(x)|>0 sortini

6dayan biitiin X noqtalorindan ibarat olan aciq ¢oxluq qapanmasi ilo birlikdo
Q daxilindo yerlosir.

isbat etmok olur ki, C7(Q) funksiyalar sinfi Ll(R”) Vo LZ(R”) fozalarinda
sixdir.

9.4. Umumilosmis téromo anlayisi

Owvalca birdayisonli funksiyanin {imumilosmis toromosi anlayisi ilo
tanis olaq. Tutaq ki, u(x) [a, b] pargasinda miitlog kesilmoez, v(x) funksiyas

iso finit vo kosilmoz V'(x) téromosi olan funksiyalardir. Onda hisso - hisso
inteqrallama diisturunu tatbiq etmaklos alariq:

[L u'(x)v(x)dx =u(x) v(xXg— [2 u(x)v' (x)dx
ogor V(X) funksiyasinin finit oldugunu nozors alsaq

L u(x)v(x)dx =— [ u(x)v'(x)dx 1)
olar.
Alinmus (1) boraborliyi istonilon finit vo kasilmoz téromesi olan istonilon v(x)
funksiyasi ti¢iin eyniliklo 6donilir.
Tarif 1. Bgar comlonan u(x) funksiyasi iiciin [a, b] pargasinda Lebeq monada

integrallanan elo a)(x) funksiyas1 varsa ki, istonilon finit vo kasilmoz téromasi
olan v(x) funksiyast iiiin

[ @ (x)v(x)dx =~ [ u(x)v'(x)dx (2)
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borabarliyi ~ &donilsin, onda @(x) funksiyasina u(x) funksiyasmimn
imumilasmis téromasi deyilir va a)(x)= u’(x) kimi isars edilir.
(1) va (2) barabarliklarindon alinir ki, u(x) funksiyasinin adi monada toromasi

varsa, onun iimumilogmis toromasi do vardir. Amma timumilagsmis téramanin
varligindan adi téromonin varlig1 ¢ixmaya da bilor.

Misal 1. [—1, 1]par(;asmda U(X)=|X| funksiyasina baxaq. Malumdur ki, x=0

noqtasinds bu funksiyanin adi monada téromasi yoxdur.
Tutaq ki, v(x) [-1,1] parcasinda kesilmoz diferensiallanan v(-1)=v(1)=0

sortini 6doyan funksiyadir.
Onda

[X-v(x)dx = =2 xv/(x)dx + [, xv'(x) dx

oldugundan hissa - hissa integrallama totbig etmoklos alariq:
[ XV (x)dx = [° v(x)dx—[ v(x)dx = —[", v(x)- sign xdx

Buradan @(x)=signx oldugunu aliriq. Yoni, w(x)=signx U (X) = |X|

funksiyasinin imumilagmis toramasidir.
Qeyd. Gostorak ki, (x)=signx funskiyasmin [-1, 1]intervalinda birinci tortib

imumilogmis téromasi yoxdur. (Baxmayaraq ki, bu funksiyanin X = 0 biitiin
noqtalords kasilmoz téromasi vardir).
Bunu gdstarmak {iciin agsagidaki inteqrala baxaq:

[, (x)-signxdx =—[" ¢’ (x)dx + [ ¢’ (x)ox = —2¢(0) (3)

Burada ¢(x) (-1,1) intervalinda birinci tortib kesilmoz toromesi olan

funksiyadir.
Gostarak Ki, (—1, 1) intervalinda comlonan ela bir v(x) funksiyas1 yoxdur ki,

istonilon finit vo kesilmoz diferensiallanan ¢(x) funksiyast iigiin
[Lv(x)e(x)dx = 20(0) @)

borabarliyi 6danilsin.

Tutaq ki, belo bir v(x) funksiyast vardi. Onda v(x)=['v(x)dx
funksiyast istonilon [a,b]c (-1, 1) pargasinda miitlog kesilmoz funksiya olar vo
onun bu pargada comlonon v(x) téromasi olar.

Ogor (4) inteqralina hisso - hisso inteqrallama totbig etsok, onda (3)
borabarliyina gora istanilon kasilmoz diferensiallanan (p(X) funksiya {i¢iin

[*. @' (x)[sign x - v(x)]dx = 0
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alariq. Buradan, signx=v(x)+c, xe(~11). Alinmis boraborliyin sol torofi
kasilon, sag torofi iso kasilmaz funksiyadir. Alinmis ziddiyat (4) baraborliyini
ddoyan comlonon v(x) funksiyasimin olmadigimi gdstorir. Yoni signx
funksiyasinin imumilagmis toromasi yoxdur.

Teorem 1. Ogoar birdayisanli u(x) funksiyasinin {imumilogmis téramasi varsa,
onda o har hansi bir miitlaq kasilmaz funksiyaya ekvivalentdir.

fsbati. Tutag ki, (x) funksiyast u(x) funksiyasmm {imumilogmis

téromasidir. Onda istonilon finit vo kosilmaz téromasi olan v(x) funksiyast
uglin

Lo (x)v(x)dx =—[u(x)v'(x)dx (5)
borabarliyi 8danilir. h(x)=['e(t)dt isaro edok. Onda hisss - hisso integralama

a

diisturuna goros alariq:
Lo (x)v(x)dx=~[h(x)v'(x)dx (6)

(5) va (6) barabarliklarindan

[ Tu(x)=h(x)v(x)dx =0.

Vv (x) ixtiyari finit vo diferensiallanan funksiya oldugundan sanki biitiin
x e[a,b] iigiin u(x)—h(x)=calariq. h(a)=0 oldugundan c=u(a).

Noticods u(x) vo h(x)+u(a) miitlog kosilmoz funksiya oldugundan u(x)
funksiyast da miitloq kesilmozdir. Molumdur ki, miitlogq kesilmoz u(x)
funksiyanin sanki har yerdo u'(x) toromosi vardir vo bu funksiyani téromays
g0ra barpa etmok olar:

u(x)=u(a)+ [u'(t)dt (7)

Natica. Umumilogsmis téromosi olan funksiyanin sanki hor yerds adi
toromasinin oldugunu qobul etmok olar. Amma, funksiyanin sanki hor yerdo
téromasinin olmasindan onun {imumilosmis toromasinin oldugunu hokm etmok
olmaz. Masalan, [O,l] pargasinda Kantorun €(x) funksiyasinin sanki hor yerds
49'(X) = 0téromasi vardir. Lakin bu funksiyanin imumilogmis téromasi yoxdur.
Indi iso goxdayisanli funksiyanin iimumilosmis tdromasini dyranak.

Torif 2. Tutag ki, Q< R" mohdud oblastdir. Ixtiyari Q' < Q oblastinda
comlonon u(x)=u(x,,X,...x,) funksiyas1 gotiirok. Q' oblastinda comlonan elo
o(X)= o(x,, %,...x,) funksiyasi varsa ki, Q oblastinda finit vo K tortibdon

kasilmoaz xiisusi toramalari olan istanilon V(X) funksiyasi ti¢lin
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£w(x)v(x)dx =(~1) Ju(x) o' v(x) dx (8)

5 oxkaxk. axk
borabarliyi  &donilsin, onda @(x) funksiyasina u(x) funksiyasmimn
d“u(x)
OX0 X520 X"
K, +Kk, +...+k, =K.

soklindo  timumilosmis  téromoasi  deyilir.  Burada

Ogor K tortibli imumilosmis téromoni adi térama soklinda
o u
OXEO X320 X

w(x)=D*u=

isars etsok, onda (8) barabarliyini

(jzu (x)D*vdx = (=1) [ @(x)v(x)dx (9)

Q

soklinds yaza bilorik.
Qeyd edok ki, iimumilogmis téromo adi téromonin bir ¢ox xassalaring
malikdir. Onlardan bir negasini gostarak.

o*u
XX ..o
soklinda imumilogmis téromasi ekvivalentlik manada yeganadir. Dogrudan da,

1) u(x) funksiyasmm o(x)=D*u= (k =k, +k, +...+k,)

forz edok ki, u (x) funksiyasinin a)(x) Vo aj(x) kimi iki miixtalif imumilosmis
toromolori vardir. Onda

Sj)u (x)D*vdx = (1) Sj)a)(x)v(x)dx

(10)
gj)u (x)Dvdx = (-1) [ @ (x)v(x)dx

Buradan alariq:

ilw(x) Z)(x)}v(x)dx =0.

v (X) ixtiyari funksiya oldugundan sanki biitiin X € Q {i¢iin

~

o(x)-o(x)=0, yoni o(x)=w(x)
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oldugunu aliriq.

*u(x)
O X140 X2 .0 X!
novbasindon asili deyildir. Bu xassonin dogrulugu V(X) funksiyasmin K tortibli

kasilmoaz xiisusi téramolorinin varligindan vo qarisiq téromalorin barabarliyi
haqqinda molum Svarts teoremindon alinir.
3) Tutaq ki, u(x) vo ¢(x) funksiyalarimin eyni tortibdon {imumilogmis

2) u(x) funksiyasinin timumilogmis téromasi diferensiallama

toromolori vardir vo bu téromaler uygun olaraq @,(x) va @,(x) -dir. Onda
cu(x)+c,p(x) funksiyalarmim da k tortibli iimumilogmis toramolari vardir vo
¢, @, (X)+ C,m, (x)-o barabardir. Burada ¢, vs ¢, istonilon sabitlordir.

4) Tutaq ki, u(x,t) funksiyast Q = Qx[0<t <T]silindrik oblastinda comlonan

. ou . . o .
funksiyadir vo 3t timumilosmis téromasi vardir. Onda

f(t)=[u(xt)dx
Q
funksiyas1 miitloq kasilmazdir vo onun
au(x,t)
f'lt)=|——d
=240 o

Q
imumilosmis téromasi vardir.
5) Tutaq ki, Q oblastinda u(x) funksiyasmimn co(x):Dku(x) imumilogmis
toromasi vardir vo U, (X) Vo o, (X) uygun olaraq u (x) Vo a)(x) funksiyalarinin
orta funksiyalaridir. Onda Q|Qh oblastinda u(x) funksiyasinin iimumilogmis

téromosinin orta funksiyasi, u(x) -in orta funksiyasimin homin tortibli
toromasina borabardir, yoani

yaxud
L a0ty Jon bty |

ak
OXT XS . LOX
6) Tutaqg ki, un(x), n=12,... funksiyalar ardicilligi sonlu Q< R" oblastinda

burada k =k, +k, +..+k, D*=

eyni tortibli v, (x)=D*u,(x) timumilosmis toromolorine malikdirlor. Sgor
{u,(x)} vo {v,(x)} ardicilliglar1 L,(Q2) fozasinda uygun olaraq u(x)va v(x)
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limitlorino malik iss, onda Q oblastinda v(x) funksiyast u(x)-in eyni tartibli

imumilogmis toromasidir.
7) Tutag ki, u(x), v(x)e Lp(Q) , 1<p<ow Vo v(x) funksiyast u(x)

funksiyasinin K tortibli iimumilogmis téramasidir. V(x)= Dku(x). Onda har bir
daxili Q" < Q oblastinda sonsuz diferensiallanan funksiyalardan ibarat olan elo
{u,(x)} ardicillign qurmaq olar ki, LP(Q') fozasinda u,(x)—>u(x) ,

D u(x)— v(x) olsun,

8) Indi iso imumilosmis téromolorin adi toromalordon fargli olan bir xassesini
gostoron asagidaki misala baxaq. Tutaq ki, f(t)ve g(t)funksiyalari [-1,1]
pargasinda kasilmoz funksiyalardir, amma bu parca daxilinds heg¢ bir néqtado
diferensiallanan deyildirlor. Torifdon istifads etmaklo gostarmak olar ki,

U(X):U(Xl’xz): f(X1)+g(X2) (11)

funksiyasinin  birinci tortib imumilogmis téromasi yoxdur, amma bu
funksiyanin ikinci tortib timumilosmis toromosi vardir vo bu téromo sifra
borabardir.

Bunun {igiin gostormok Kifayatdir ki. —1<x,,X, <1 kvadratinda finit vo ikinci

tortib kesilmoz téromasi olan ¢(x)=g(x,,x, ) funksiyast iigiin

11 %
[ 1Lux, %, )8— dx, dx, =0
1 2
eyniliyi dogrudur.
Bu eyniliyin dogrulugu asagidaki barabarliklordon alinir:

o? o?
fl flu(xl, xz)ﬁdx1 dx, = fl f (xl){jl %dxz}dx1 +
11 2
1 0 dp X =1 1 0p % =
oo 1)220 ) 2

X [, =-1 X, [X

Bu misal gostorir ki, hor hansi tortibli imumilogmis téromenin varligindan
ondan asagi tortibli imumilogmis toromolorin varligi ¢ixmur.

9.5. Sobolev fazalan

I. W, (D)—fazasi. Tutaq ki. Q c E™ hissa - hissa hamar sorhadde malik sonlu
oblastdir. Oblast iizarina olave sortlor asagida gostorilocokdir. Q oblastinda
L,(Q) fozasina daxil olan vo L,(Q)-ya daxil olan biitiin birinci tortib

199



imumilogmis téromalari olan funksiyalar goxlugunu W, (Q) ilo isaro edok. Bu
funksiyalar goxlugu xotti goxluqdur, yani u,(x)eL,(Q) (k=12..n) oldugda

3¢, Uy (X)eW2(Q), ¢,,C,...c, —sabit adadlardir.
k=1

Bu sinifds u(x), v(x)eW; (Q) funksiyalarimin skalyar hasili

=[G 522, 2 o

kaOX, OX

kimi, elementin normasi iso

ol J{ 2 j]

L . ou . o .
borabarliyi ils tayin olunur. Burada —— - timumilasmis toromalordir.

0 X,
Toyin olunmus skalyar hasil vo norma biitiin zaruri sortlori 6dayirlar:

1) UV bz =V, u) o

W3

2) (c,u +C2U2'V)N (ul’V)W +02(u2'vll\/21((2)
3) (uu)>0, u=0 olduqda.

Bu xassolordan
‘ (U’Vlug(o)‘ <u ”wzl(Q) v Wi ()
Kosi — Bunyakovski barabarsizliyi va
[+ hzon| <ull,

tigbucaq borabarsizliyi alinir.

o)t v Wi ()

1)

()

W, (Q) fozasinda funksiyalar ardicilliginin limiti tobii olaraq asagidaki kimi

toyin edilir: W, (Q) fozasinda N —> oo sortindo u, —u 0 zaman ki,
Juy —u ||w21((z) —0.

Bu y1gilma L,(Q) fozasinda

ou, ou

OX, OX

” u”L(Q —0 Vo

L(Q)
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olmasina ekvivalentdir. L,(Q) fozasinda iicbucaq aksiomundan W, (Q)
fozasinda normanin kasilmazliyi alinir, yani

||un—u||W21(Q)—>0 sortindon |ju, || )—>||u I
olmasi ¢ixir.

Asagidaki miihiim teorem dogrudur.

Teorem 1. W, (Q) fozas1 tam Hilbert fazasidir.

Isbati. {un(x)ewzl(Q)} ardicilligimi gotiirok. Forz edok ki, bu ardicilliq
fundamentaldir, yani

W (@ W (@)

p.q —> oo srtinds [u, —u

@ i —0. (5)

Gostarak ki, elo u (x) eWzl(Q) vardir ki, N — oo sartindo
Jlu, —u| —0 . (6)

w3 (Q)
(3) sortindon ¢ixir ki, p—>o q—o0 sortinds

u, _ou,

OX, OX,

Hu —u -0 vo —0.

p a

L(Q)

L(9)

L,(Q) tam foza olduguna goro elo U,V,,V,,..V,, € L,(Q) funksiyalari vardir ki,
n — oo sortindo

ou,
0%,

-0 (k=1,2..m). (7)

L(0)

”un —u ||L2(Q) -0, -V,

Umumilogmis téromo omoliinin gapaliliq xassesine géro aliriq ki,

u(x)eW;(Q) vo v, :aau—)fx) (k=1,2..m). Onda (7) miinasibotlorini do

k
nozars alsaq (4) sortlorinin 6dondiyini alariq. Naticads (6) miinasibatinin dogru

oldugunu aliriq. Bu iso Wzl(Q) fozasimin tam olmasi demokdir. Teorem isbat
olundu.

Qeyd: L, (Q) fozasinda oldugu kimi Wzl(Q) fozasinda da yigilan ardicilligin
limiti yeganadir.

0
1. W, (Q)—fazasn.
0
Torifo goro W,}(Q) fozast Q oblastinda sonsuz diferensiallanan biitiin

u(x)eCy(Q) funksiyalar goxlugunun W,(Q) fozasmin normasma nozoron
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0
qapanmasindan ibarat alt foza kimi toyin edilir. Bagqa sozlo, u(x)eWzl(Q)
olmasit o demokdir ki, els u, (X)GCSO(Q) (n=L2,...) vardir ki, N — o0
sortindo |u, —u ., —0.

0
Wzl(Q) fozasinda skalyar hasil vo norma Wzl(Q) fozasinda oldugu kimi (1), (2)
borabarliklari ilo tayin edilir.

0
Wzl(Q) sinfino daxil olan funksiyalar ii¢iin Puankare — Fridrixs barabarsizliyi

adlanan
[u?(x )dx<cj[k 1(68;‘} de )

Qeyd edok Ki, V?/;(Q) fozasm1 W, (Q) fozasma daxil olan vo Q oblastinin
sorhaddinds miisyyon timumilogsmis monada sifra g¢evrilon funksiyalar sinfi
kimi do tosvir etmok olar. Biitin bu tipli masalolor ilk dofo gorkemli
riyaziyyatci, akademik S.L.Sobolev torofindon Oyronilmis vo diferensial
tonliklor nazariyyasinds totbiq edilmisdir.

. W2(Q) fozas.. Bu funksiyalar sinfi L,(Q) fozasina daxil olan elo
funksiyalardan ibaratdir ki, onlarin miimkiin olan biitiin birinci va ikinci tortib
imumilosmis téromolori olsun va bu téromolor do LZ(Q) fozasina daxil olsun.

borabarsizliyi dogrudur.

W/ () fozasinda skalyar hasil

ool ~J[u)sE 225 T Ty

20X, OX, Kia OX 0% OX 0X;

borabarliyi ils toyin edilir. Uygun norma iso

0 2 (ou VT
©¥ha {ju 0+ 2 kl(a;k\] +k;1[axkgxi) } (10

borabarliyi ils toyin olunur.
Toyin edilmis normaya nozoron WZ(Q) fozasinda funksiyalar

ardicilligmin yigilmast anlayis1 da daxil edilir. Bu fozada yigilma LZ(Q)
fozasinda ardicilligin ham 6ziiniin, ham da birinci va ikinci tortib imumilosmis
toromolorinin eyni zamanda yigilmasindan ibaratdir. Wzl(Q) fozasinda
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olduguna analoji gaydada WZZ(Q) fozasinin da tam Hilbert fozasi oldugunu
isbat etmak olar.

IV. WP(Q). p=>1- fazasi Bu foza Q- oblastinda comlonen, verilmis K tortibli

biitiin mimkiin olan imumilosmis téromolors malik olan vo bu téromolori
p >1 daracadan comlonan funksiyalardan toskil edilmisdir.

Bu ¢oxluq xattidir. Bu ¢oxlugda elementin normasi
| o u

p
| dx 11
OXE OXE ... DX D

Q Ki+Ko+.. 4K, =k

Jul” o =Jju(x)"dx+ |
W, @ a

borabarliyi ilo toyin olunur. Burada com k; +k, +...+k,, =k sortini ddoyan
biitlin natural vo sifir qgiymatlori ala bilon k, k,...K . adadlori izra gotiiriiliir.
Baxilan funksiyalar ¢oxlugu bu normaya nazoron yigilmaya goéro tam

normalagmis fazadir, yani W, (Q) - Banax fozasidir.
V. Wsk)(Q) (p>1) fozasi. Tutag ki, u(x) funksiyasimn Q< R™ oblastinda k

tortibo godor (k -da daxil olmaq sorti ilo) biitiin miimkiin olan timumilosmis
toromolori vardir vo bu téromolor p >1tortibdon comlonon funksiyalardir. Bu

funksiyalar ¢oxlugu Xatti foza toskil edir vo ng)(Q) kimi isars edilir.

Bu fozada elementin normasi asagidaki kimi tayin edilir:

_— o'u
Whpo=1% X, (oo o

| p

dx (12)

Isbat olunmusdur ki, daxil edilmis normaya nazaren yigilmaya gors bu
¢oxluq tam fozadir. Yoni Wék)(ﬂ) - Banax fozasidir.

Qeyd 1. Gorindiiyd kimi W(Q)=w(Q)=L,(Q). Elco do

wh(@Q)=wr(Q) .

p
Tutaq ki, Q oblastinin hor bir x, daxili néqtesindon ¢okilmis radius—

vektor oblastinin sorhaddini ancaq bir ndqtodo kosir. Belo oblastlara x,

noqtasine nazoron ulduzvari oblast deyilir. Ogar Q oblasti daxilinds elo S
kiirasi varsa ki, Q oblastt bu kiironin biitiin néqtalorine nazaran ulduzvari
oblastdir, onda Q oblast1 S kiirasina nozaran ulduzvari oblast adlanir.
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Tutag ki, Q oblasti sonlu sayda mohdud vo har biri miisyyan bir kiiraya
nazoron ulduzvari olan oblastlarin birlosmoesindon ibarotdir. Isbat olunmusdur
Ki, belo oblastlar ti¢iin

Basqa sozlo, bu onu gostorir ki, ulduzvari oblastlarda k tortibli {imumilosmis
téromolorin  varhigindan k tortibs godor biitiin tortibdon  (1=1,2,...k)
imumilosmis téramolorin olmasi alinir.

Qeyd 2. Bozi hallarda tam adod olmayan k indeksino malik olan W ()
fozalarma baxmaq zorursti ortaya ¢ixir. Diferensial tonliklor nozariyyssinin

bozi masalalarinin halli zamani bu tipli fozalar xiisusi rol oynayir. Ona gors do
bu tipli fozalarla tanis olaq. Bu fozalar asagidaki kimi tayin olunur.

Tutaq ki, k=1+4, belo ki, | >0tam adoddir vo 0<A<1. Bu halda W(Q)

(1)

fozasinin elementlori Wp

ibaratdir ki,

(Q) fozasmna daxil olan elo u(x) funksiyalarindan

‘D“u(y)— D“u(x)‘

‘] (U) = .[ I m+Ap dXdy (13)
QQlk=l |y —X |
inteqral1 y1gilan olsun.
Bu fazada elementin normasi
ey =y B QP 14

barabarliyi ils tayin edilir.

9.6. Daxilolma teoremlari

Tutag ki, X vo Y Banax fozalaridir, belo ki, X fozasmin biitiin
elementlori eyni zamanda Y fozasina da daxildir. Bu halda deyirlor ki, X
fozas1 Y fozasina daxildir. (yaxud Y daxilinds yerlosir) .

V ila istonilon u € X elementino qarst, Y fozasinin elementi kimi baxilan eyni
U elementini qarst qoyan operatoru isaro edok. V operatoruna X fozasindan
Y fozasina daxilolma operatoru deyilir.
Aydmdirki, D(V)=X vo R(V)c X.

“Daxilolma teoremlori” dedikdo adston daxilolma operatorunun

mohdudlugu va ya tamam kasilmozliyi haqqinda teoremlor basa disiiliir.
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Sobolev tipli fozalar nozoariyyssinds, eloca do diferensial tonliklarin
hollinin hamarliq masalalarinin tadgiginde miihiim ohamiyysto malik olan
asagidaki daxilolma teoremlorini geyd edok:

Teorem 1 (Rellix). Tutaq ki, Q istonilon mohdud oblastdir. Onda W,)(Q2)

0
fozasinin normasma goéra moahdud olan istanilon u(x)eWzl(Q) funksiyalar
goxlugu L,(Q) fozasinda kompaktdir.

0
Bu teoremin hokmiinii adoton asagidaki kimi do ifado edirlor. W, (Q)

0
fozast L,(Q) fozasina kompakt daxildir. Basqa sozlo, W, (Q) fozasindan
L, (Q) fozasina daxilolma operatoru kompakt (tamam kasilmaz) operatordur.

Indi tutaq ki, Q< R™ (mohdud) oblasti hor hansi kiiroya nozoron
ulduzvari oblastdir.

Teorem 2. ©gor pk >m sorti 6denilorss, onda Wsk)(Q) fozas1 C(Q) fozasina

kompakt daxildir.
Bu halda daxilolma operatorunun tamam kasilmozliyindon onun
mohdudlugu alinir. Demali pk >m olduqda elo B sabiti vardir ki,

[l ey < Bl hagorey -
Teorem 3. Tutaq ki, pk<m Vvo wcQ S Olgiilii hisso - hisso hamar
goxobrazlidir, belo ki, m—kp<s<m . Onda Wék)(Q) fozasindan Lq(a))

sp
m—kp '

fozasina daxilolma mohduddur, burada 1< q <

Daxilolmanin mohdudlugu o demakdir ki, elo B, >0 sabiti vardir ki,

Ju ||Lq(a)) <Byfu ||w,§k>(w) :
Teorem 4. 9gor pk<m iss, onda Wék)(Q) fozasindan Lq(Q) fozasmna
mp
m—kp

daxilolma kompaktdir, burada 1<q<

Teorem 5. 9gor ucW™(Q) iso, onda onun Q oblastinda | <k tortibli
miimkiin olan biitiin imumilogmis téromalari vardir vo (k—l)p >m oldugda

Wsk)(Q) fozasindan C((g'))) fozasma daxilolma kompaktdir. 8gar (k—1)p<m va

1<qg< mi 1S9, onda Wék) (Q)-den Wq(')(Q) -ys daxilolma da kompaktdir.
m-—Kp

Qeyd edilon daxilolma teoremlori S.L.Sobolev torsfindon funksiyanin
6z toramaloari vasitssilo inteqral gostariglarindan istifads ishat olunur.
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II HiSSO
X FOSIL
XOTTi FOZALAR

10.1. Xatti fozanin tarifi. Misallar

Ogor istonilon tobiatli  X,y,z,... elementlorindon ibarot olan R
coxlugunda asagidaki ii¢ sort 6donarss, onda R -2 xatti foza deyilir:

I. R ¢oxlugunda elementlorin comi adlanan cobri omal toyin edilmisdir,
yani istonilon x,y € R elementlorina garst onlarin comi adlanan, bu ¢oxluga
daxil olan va z = x+ y kimi igaro edilon z elementi toyin edilmisdir.

Il. R coxlugunda istonilon xe R elementi vo istonilon A4 hoqiqi
(kompleks) odadi iiciin A odadinin x elementino hasili adlanan vo u=A1-x
kimi isars edilon u € R elementi toyin edilmisdir.

[11. Gostarilon iki cobri omal asagidaki sortlori 6dayir:

1% x+y=y+x (kommutativlik)
2%, x+(y+2)=(x+y)+z (assosativlik)
3°. Sifir element adlanan elo @ € R vardir ki, istonilon x e R iigiin X+6 =X.
4° istonilon xeR elementi iiciin onun oksi olan (— X) elementi vardir ki,
x+(-x)=4.
5°. Istonilon x e R iigiin 1- X = X.
6°. Istonilon x e R vo A, odadlori tigiin MUex) = (A )x.
7°. Istonilon x e R vo A, ododlori tigiin (A + )X = AX+ X
8°. istonilon x,y € R vo A odadi tigiin A(X+y)=Ax+ Ay.
Ogor torifo daxil olan A, ododlori hagigi odadlor meydanindan

gotiriilirsa, R hoqigi Xotti foza, ogor kompleks ododlor meydanindan
gotiiriilorso, onda R kompleks xatti foza adlanir.

Bilavasits xatti fozanin torifindon agagidaki naticalori ala bilorik:

Natica 1. Xotti fozanin sifir elementi yeganadir.

Dogrudan da €, vo 6,-nin R fozasinin sifir elementlori oldugunu farz
etsok, 3° sortino goro 6, + 6, =6, vo 6, + 6, = 6, olar. Buradan 1° sortino goro
6, =6, alangq.

Natica 2. Xotti fozada hor bir elementin yegano aks elementi vardir.

Oksing, forz edok ki, har hans1 x elementinin y; vo y, oks elementlori
vardir. Onda X+ Yy, =60, X+ Y, =6 olar. Ardicil olaraq 3%, 29 19 sortlorindon
istifado edarok, yaza bilorik:

Yi=Y1+0=y+(x+y,)=(y+x)+ ¥, =
=(x+y)+y,=0+y, =Y,
Y, = Y,, yani oks element yeganadir.
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Notica 3. Xotti fozanin & elementi istonilon x elementinin 0 adadins
hasilina boraboardir.

Tutaqg ki, x istonilon element, y - iso onun oksi olan elementdir. Yaza
bilarik:

X-0=X-0+0=x-0+(x+y)=(X-0+x)+y=
=(x-0+x-1)+y=x(0+1)+y=x-1+y=x+y=0—>x-0=0

Notico 4. Xotti fozada hor bir x elementinin oksi y=(-1)x -o
borabordir.

Bunun ii¢lin géstormak lazimdir ki, X+ y = 6. Dogrudan da
X+Y=X+(1x=1-x+(-1)x =
=[+(-1)x=0-x=x-0=0.

Qeyd edok ki, xatti fozada istonilon x va y elementlorinin fargi yegano
tsulla toyin edilir. x vo y -in forgi elo z elementino deyilir ki, z+y=x
olsun. Bu element z=x+(-1)y kimi toyin edilir. Xotti fozalara misallara
baxagq:

Misal 1. Fozada biitiin sarbast vektorlar ¢oxlugunu gétiirok. Vektorlarin
comini analitik hondass kursunda oldugu kimi “paralelogram” qaydasi ilo tayin
edok. Vektor A adadins vurularken, onun uzunlugu |ﬂ,| adadina vurulur, 4 >0
oldugda istigamat doyismir, 4 <0 oldugda iso vektorun istigamati oksino
doyisir. Bu qayda ilo toyin edilmis com vo odedo vurma omollorinin 1°-8°
sortlorini 6dadiyini asanligla gostora bilorik. Demali, fozada biitiin sorbast
vektorlar coxlugu xotti foza toskil edir. Eyni qayda ilo miistovi iizarinds vo diiz
Xatt tizorindoki vektorlar ¢oxluqlarimin xotti foza togkil etdiyini gostora bilorik.

Bu fozalari uygun olaraq R®, R? va R ilo isaro edirlor.

Misal 2. Elementlori n sayda nizamlanmis hoagiqi adadlordan ibarat
(X, %y,...,X, ) toplusundan diizolmis goxluga baxaq. Bu goxlugun elementlorini
X = (X, Xp,.., X, ) kimi isaro edok. X;,X,,..., X, hagigi adadlorina x elementinin
koordinatlar1 deyilir. Bu ¢oxlugu R" ilo isaro edirlor. X =(X1,X2,...,Xn) ,
Y = (Y1, Vo0 ¥y ) €lementlorinin comini vo elementin odado hasilini asagidaki
kimi toyin edok:
X+ Y = (% + Y0 Xp + Yorees X + Y )y AX= (X, Aoy AX, ).

Fozanin sifir elementi O:(0,0,...,O) , X -in oksi olan element iss
— X = (=X, ~Xy,...,—X, ) kimi toyin edilir.

1°-8° sortlorinin 6donmosini asanligla yoxlamagq olar.

Misal 3. a<x<b pargasinda kasilmoyan biitiin funksiyalar ¢oxlugunu
gotiirok. Funksiyalarin comi vo ododa hasilini adi gayda ilo, riyazi analiz
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kursunda oldugu qayda ilo toyin edok. Bu ¢oxluq da toyin edilmis omollora
nozaran Xxotti foza toskil edir. Bu fozani C[a,b] kimi isars edirlor.
Misal 4. Dorocosi n natural adodini agmayan biitiin {p,(t)} coxhadlilor

coxlugunu gotiirak. Coxhadlilarin cami va ¢oxhadlinin adads hasilini adi gayda
ilo toyin edok. 1°-8° sortlorinin 6donilmasi agkardir. Bu ¢oxluq da xatti foza
toskil edir. Ogor {pn(t)} coxluguna [a,b] parcasinda baxsaq, bu coxlugun

C[a, b] Xatti fozasinin altgoxlugu oldugunu gorarik.

Misal 5. n-tortibli kvadrat matrisler ¢oxlugunu gotiirok. Haij H Vo Hbij H

matrislorinin comini Haii +bin, Haiju matrisinin A odadinoe hasilini ise H/laiju

Kimi toyin edok. Sifir matris biitiin elementlori sifirlardan ibarat olan matrisdir.
Xotti fozanin biitiin aksiomlarmin 6donmasini yoxlamaq olar. Bu ¢oxluq da
xotti fozadir.

Misal 6. C*[a,b] (k — natural ododdir) ilo [a,b] parcasinda k dofo
kosilmoz  diferensiallanan  funksiyalar  ¢oxlugunu  isaro  edok.
x(t), y(t)e c™[a,b] oldugda (x(t)+ y(t))e C*[a,b] vo (x(t))e C¥)a,b].

Bu ¢oxlugunda xotti foza toskil etmasi aydindir.

Misal 7. Biitiin miisbat hogigi ododlor ¢oxlugunu gotiirak:
R, =(0,4+0). Bu goxlugun iki x vo y elementlorinin comini bu adadlerin x-y

hasili kimi, x odadinin A —ya hasilini iss x* kimi toyin edek. Bu ¢oxlugun

sifir elementi 1, X elementina uygun aks element isa 1 haqiqi ododidir.
X

1° —8% aksiomlarinin dogrulugunu asanligla yoxlamaq olar. Mosalon
1°, 2° aksiomlarinin dogrulugu X-y=y-X Vo x(yz)= (xy)z borabarliklorindon

alinir. 3°,4° aksiomlart iso X-1=X Vo X-lzl olmasindan almir. 5° gorti
X

xt=x, 6°,7° sortlori iso (x“y1 — x** v X)) — % x# poraborliklorinden
almir. 8° sorti iso (X- y)ﬂ = x* . y*— dan almr.

Belaliklo R, ¢oxlugunun daxil edilmis com Vo adods vurma amallorine
gora Xotti foza oldugunu aliriq.

Misal 8. x= (Xl,XZ,...,Xn,...) soklinds ardicilliglardan ibarat olan va

(>}

2 e - - .
D x| <o sortini &doyon elementlor goxlugunu |, ilo isaro edok.
n=1
Elementlorin comini vo elementin adads hasilini bels toyin edok:

X+ Y = (X, X100 X0 )+ (Y1, Yoo Yy oons) =
:(Xl YL X+ Yo, X, + yn"")
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AX = (A%, Ay vy AX o)
iki xvo y elementlorinin cominin do 1, yo daxil olmasi

S <4 Sl + Su
n=1 n=1 n=1
borabarsizliyindon alinir.

1° —8° aksiomlarinin 6donmeasini bilovasits yoxlamaq olar. I, — Xatti
fozadir.

Misal 9. Yigilan ardicilliglardan ibarst ¢ g¢oxlugu, eloco do biitin
mohdud odadi ardicilliglardan ibarst m ¢oxlugu uygun koordinantlara goro
toplama va adada vurma amallarine nozaran xatti foza toskil edirlar.

Indi iso miioyyan sobabloro géro Xotti foza toskil etmoyon coxluglara
misallar gostorak.

a) doaracasi n natural adadina barabar olan biitiin goxhadlilor ¢oxlugu
Xotti foza toskil etmir. Ciinki iki n — doracali ¢oxhadlinin comi n doracali
olmaya da bilor. Masalon p(t)=t"+2t+2, Q(t)=—t"+t—4 coxhadlilorin
comi p(t)+q(t)=3t—2 n doracali coxhadli deyildir.

b) doracasi n natural odadini asmayan vo biitlin omsallar1 miisbot
odadlar olan goxhadlilor ¢oxlugu xotti foza toskil etmir. Ciinki soxhadlinin
monfi adados hasili olan ¢oxhadli bu ¢oxluga daxil deyildir.

V) [a,b] pargasinda kosilmoaz olan vo |f(t)£1 sortini d6dayon biitiin
funksiyalar coxlugu da  xofti foza  toskil etmir. Ciinki
|f1(t] <1 |f2 (t) <1, olmasindan |f1(t)+ f, (t) <1 olmasi ¢ixmaya da bilar.

q) Fozada hor hansi | diiz xottino kolleniar olan vektorlar istisna
olmagla biitiin sarbast vektorlar ¢oxlugunu gétiirok. Bu vektorlar ¢oxlugu da

Xotti foza toskil etmir, ¢iinki bu diiz xotto nozoron simmetrik olan vektorlarin
comi | —iizorinds yerloson vektorlardir vo bu ¢oxluga daxil deyildir.

10.2. Vektorlarin xatti asihilig1 va Xatti asili olmamasi

Forz edok ki, R hor hansi hagiqi xotti foza, X,Y,...z,... iSa bu fozanin
elementloridir.
a, B,...,y istonilon haqiqi adadlor oldugda
ox+py+..+n 1)
soklindoa ifadays X, Y,...z elementlarinin Xatti kombinasiyasi deyilir.
Tarif 1. Ogor he¢ olmazsa biri sifirdan forgli olan elo «, §,...y hagiqi
ododlori tapmaq olarsa ki,
oxXx+py+.+72=0 (2)
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borabarliyi 6donilsin, bu halda X,y,...z elementlorina Xotti asili elementlor
deyilir. ©gor X,y,...z elementlori xotti asili deyilss, onlara Xatti asili olmayan
elementlor deyilir. Xotti asili olmayan elementlorin doqiq torifi asagidaki kimi
verilir.

Torif 2. ©gor (2) boraborliyi yalniz vo yalniz a=f=..=y=0
oldugda ddanarss, bu halda x,vy,...z elementlori Xotti asili olmayan elementlor
adlanir.

Teorem 1. R Xotti fozasinda X, y,...,z elementlarinin Xotti asili olmasi

ticlin zaruri va kafi sort bu elementlordon har hansi birinin galan elementlarin
xatti kombinasiyas: olmasidir.

Isbati. Zorurilik. Tutaq ki, Xx,Y,...,z elementlori xatti asilidir, yani (2)
borabarliyi dogrudur, bels Ki, «, f,...,y adadlorindon he¢ olmasa biri sifirdan
forglidir. Tutag ki, « = 0. Onda (2) barabarliyindon

B 4

X=AY+..+uz, A=—=—,... u=—=- 3
o (04

alariq, yoni x elementi digor v,..,z elementlorinin Xxatti kombinasiyasidir.
Kafilik. Tutaq ki, elementlordon hor hansi biri, masalon x galan
elementlorin xatti kombinasiyasidir, yoni (3) dogrudur. Onda hamin barabarliyi
(D)X + Ay +..+ 12=0 (4
soklindo yaza bilorik. Burada (—1), ...t ddadlorindon biri sifirdan forgli

oldugu ti¢iin bu elementlarin Xatti asili oldugunu aliriq. Teorem isbat edildi.
Asagidaki sado tokliflor do dogrudur.

1. Ogor verilmis X,Y,...,z elementlorindon biri sifir vektor olarsa, bu
halda bu elementlor xatti asilidir. Dogrudan da, oagor x =0 olarsa, bu
halda (2) boraborliyinds & =1, g =...=y =0 gotiirs bilarik.

2. 9gar X,Y,...,Z elementlorinin miioyyan hissasi Xatti asili olarsa, onda

bu elementlorin hamisi1 xatti asili elementlor olar.
Dogrudan da ogor y...z elementlori Xotti asili olarsa, bu halda

Py +...+2 =0 olar, belo ki, fg,...,y -dan he¢ olmasa biri sifirdan forglidir. Bu
halda eyni f,...,y adadlori vo a =0 fgiin do (2) barabarliyi dogru olar. Bu isa
biitiin vektorlarin xatti asili olmasi demokdir.

Misal 1. R" fozasinda asagidaki elementlori gotiirok:

e, =(10,0,...,0)
e, =(010,...,0)
e;=(0,0.1...0)
e, =(0,00....1)

Gostarak ki, bu elementlor xotti asili deyildirlar:
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o8 + 0,8, +...+o e, =0

gotiirok:

(1,0,0,...,0)+ ,(010,...,0)+...+ «,(0,0,0,...1) =0
(24,0,0,...,0)+(0,,,0.....,0)+...+(0,0,0,...,, ) = 0.
(al,az,...,an)= 0.

Buradan o =, =...=, =0 aliriq. Bu iso baxilan elementlorin Xxatti asili

olmamasi demokdir. Gostorok ki, e;e,,...,e, elementlori vo haor hansi
X = (X, X5,-.., X, ) elementi birlikdo xatti asil1 elementlor sistemidir. Bunun iigiin
X elementinin ee,,...,e, elementlorinin Xotti kombinasiyasi oldugunu
gostormok kifayatdir. Bunu asanligla almaq olar:

X = (X, Xp00es X ) = (%,,0,0,...,0)+ (0, X,,0,....,0) +
+(0,0,3,...,0)+...+(0,0,0,...,x,) = %,(1,0,0,...,0) +
+%,(0,0,...,0)+ %5(0,0,1...,0)+...+ X,(0,0,0,...,.1) =

= X&) + X8 + .o X6
X = X8 + Xo€) + .ot X € -
Misal 2. C[O,ﬂ'] fozasinda 1,cos2t , sin’t funksiyalarmin xoatti asili

oldugunu gostarin.
Dogrudan da

Sinztzl—COSZt :(1

Ej-1+(—%)0052t =« -1+ fcos2t

barabarliyinden sin®t-nin 1 va cos2t -nin Xotti kombinasiyasi oldugunu aliriq.
Bu iso onlarin xatti asili olmasi demokdir.

10.3. Xatti fozanin bazisi va vektorun koordinatlar:

Istonilon R hagiqi xatti fozasini gotiirok.
Torif 1. ©Ogor R Xotti fozasinin istonilon X elementi {iglin elo X, X,,..., X,
haqiqgi adadlari tapmaq olarsa ki,

X = X8 + X8y + ...+ X &, (1)
boraborliyi odenilsin, bu halda xotti asili olmayan e,e,,....e, elementlori
fozanin bazisi adlanir.

Bu halda (1) borabarliyi x elementinin e;e,,...,e, bazisi iizro ayrilisi,
Xg, Xg,ees X, 1S9 X €lementinin bu bazisdo koordinatlar1 adlanir. x elementinin
€,e,,...,e, bazisi iizro ayrilist yeganadir, yoni x elementinin ee,,...,e,
bazisino gora koordinatlari birqiymatli toyin edilir.
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Bunun {igiin forz edak ki, x elementinin (1) ayrilisindan basqa
X = X€ + X5€, +...+ X/ €&, (2
soklinds basqa bir ayrilisi da vardir. Bu halda (1) va (2) barabarliklarini torar-
torafo ¢ixsaq, alariq:

(x =) &+ (% =) €+t (%, = %7 ) €, =0 (3)
€,8,,....6, elementlori Xatti asili olmadig: ticiin (3) barabarliyinden x, —x =0,
X, =X =0,..., X, =X, =0, yaxud ¥ =X, X, =X5,..., X, =X, aliriq. Bu iso
bazis {lizro ayrilisin yegana oldugunu gostarir.

Xotti fozanin elementlorinin bazis vektorlar1 tizro ayrilisindan istifado
edorok gostoara bilarik Ki, fozanin istonilon iki elementini topladigda onlarin

uygun koordinatlart toplanir, vektoru hor hansi adads vurduqda iso vektorun
biitiin koordinatlar1 bu adada vururlur:

X = Xg€ + Xofy o+ X By Y = Vi€ + Yol + .ot V€,
1S9
X+ y=(X1+ yl)el+(X2 + yZ)eZ +"'+(Xn + yn)en
Ax=(Ax) e + (%) & +...+ (A%, €,

Indi iso bazi xatti fozalarda bazis vektorlarini gostorak:
Analitik handasa kursundan molumdur ki, bitiin sarbast vektorlardan

ibarat R® fozasinda komplanar olmayan istonilon ii¢ vektor bazis toskil edir.

Eyni gayda ilo miistovi tizerindo yerloson biitiin vektorlardan ibarst olan R?
fazasinda kolleniar olmayan istonilon iki vektor bu fozanin bazisini toskil edir.
Verilmis istigamotoa paralel olan biitiin vektorlar ¢oxlugunda sifirdan forgli
istanilon vektor bu fozanin bazis vektorudur.

Yuxarida gostordik ki, R" fozasinda e :(1,0,0,...,0), e, :(0,1,0,...,0),...,
e, = (0,0,0,...,l) vektorlar1 xotti asili deyildir vo istonilon X = (Xl,xz,...,xn)
vektorunu X = %€ + X,€, +... ... + X,€&, soklinds ayirmaq olar. Bu onu gostarir
ki, baxilan vektorlar R" fozasinin bazisini toskil edirlar.

Daracasi (n—l) -i agmayan biitiin ¢oxhadlilor ¢oxlugunda ¢ =1, e, =t ,
e;=t%...e, =t"" elementlori bazis toskil edirlor.
p(t)=a +a,(t)+at® +..+a,t"" goxhodlisinin bu bazisdo koordinatlari
&,ay,...,a, odadloridir. Bu fozada basqa bir bazis e =1, € =(t—a) ,
ey =(t—a),.., e =(t—a)"" olabilor. Hor bir p(t) goxhadlisini

(n—l)(a)

M0=M®+w®ﬁ—®+m+%___

n—1)! (t-ay™
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soklindo gostormok miimkiin oldugundan, p(t) goxhadlisinin bu bazisdo
p"(a)

(n—-1)!

koordinatlari p(a), p'(a),..., adadlori olar.

10.4. Sonlu dlgiilii va sonsuz olgiilii xatti fazalar

Forz edok ki, R hor hans1 haqiqi Xatti fozadir.
Tarif 1. Ogar R Xxotti fozasinda n sayda Xxotti asili olmayan elementlor
varsa va istonilon (n+1) sayda elementlor xatti asil1 iso, onda R n -6lgiilii xatti

foza adlanir. n adadi Xatti fozanin 6l¢iisii adlanir.

R fozasinin 6l¢iisiinii dimR kimi isars edirlor.

Torif 2. Ogor R Xxotti fozasinda istonilon sayda Xatti asili olmayan
elementlor varsa, onda R fazasi sonsuz ol¢iilii foza adlanir.

Fozanin sonsuz Ol¢iilii olmasi o demokdir Ki, istonilon n natural odadi
ticiin bu fozada n sayda xatti asili olmayan elementlor tapmagq olar.

Ogor fozanin 6lgiisii n-o barabar ise, onda bu fozada xotti asili olmayan
istonilon n sayda element bu fozanin bazisini toskil edir. Eloco do, agor R
fozasinda n sayda elementlor bazis toskil edirss, onda bu fozanin 6l¢iisii n-o
borabordir.

R® fozasinda komplanar olmayan istonilon ii¢ vektor fozanin bazisini
toskil etdiyi liglin bu foza {i¢ 6l¢iilii, miistovi tizarindoki vektorlar ¢oxlugu olan

R? fozasinda kollinear olmayan istonilon iki vektor fozanin bazisini toskil edir.
Ona gora do bu foza iki 6l¢iiliidiir. Verilmis diiz xatto paralel olan vektorlar
fozast R'-do sifirdan forgli istonilon vektor bazis vektoru oldugundan bu
fozanin Glgiisii birdir.

R" fozasinda n sayda ¢ =(100,..0), e,=(010,..,0),..., e,=(0,0,0,...1)

vektorlarin bu fozanin bazisi oldugunu géstormisik. Ona gora do bu foza n-
Olciili fozadir.
Gostorok ki, Cla,b] fozasi sonsuz 6lgiilii fazadir. Bu mogsodlo (n+1)

sayda 1,t,t?,...,t" elementlorini gotiirak vo
Ao+ At + At +..+ A t" =0 (1)
boraborliyini yazaq. Gostorok ki, 4y =4, =...= 4, =0.
(2) boraborliyini ardicil olaraq n dofa diferensiallasaq, alariq:
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Ao+t + 2t + ..+ At"=0
0-Ag+ A +20t+..+nt" =0
0-dg+0-4 +22, +..+n(n-1)At"? =0 ()

0-4p+0-4+...+nl4, =0

(2) xatti bircins tonliklar sisteminin asas determinanti

1t 8 . t"
012t .. nt"t
00 2 .. nn-1)t"?
A=, #0
0 00O n!
oldugu igiin (2) sisteminin yalmiz A, =4 =...= A4, =0 hoalli vardir. Demali,

1,t,t2,...,t" xotti asili deyildir. Bu onu gostarir Ki, C[a, b] fozasinda istanilon n
ligiin (n+1) sayda xaotti asili olmayan elementlor vardur.
Torifo goro C[a, b] -nin sonsuz Ol¢iilii oldugunu aliriq. Xisusi halda

(n—1) doracali p, 4(t)=a, +at+..+a, " ¢oxhadlisi iicin p,,(t)=0

barabarliyindon a; =a, =... ... —a, , =0 alindig1 iigiin n sayda 1,t,t?,...t""

elementlorinin xotti asili olmadigmi aliriq. Ona goro do doracesi (n—1) -i
asmayan ¢oxhadlilor ¢oxlugu n 6l¢iilidiir.

Eyni gayda ilo doracasi (n—2)-ni agmayan goxhadlilor goxlugu (n—1)
oOlgiilii vo nohayat doracasi 1-i agsmayan c¢oxhadlilor ¢oxlugu 2 vo 0 doaracali
coxhadlilor coxlugu (hagiqi adadlor goxlugu) 1 dlgtliidiir.

10.5. Xatti altfazalar va xatti ¢oxobrazhlar

Forz edok ki, X Xatti fozasinin L altgoxlugu asagidaki sortlori 6dayir:
1°. Ogor x,yeL iss,onda x+yel.
2°. Ogor xe L ise, onda istonilon A haqiqi odadi tiglin Ax e L.

Gostarmak olar ki, agor L altgoxlugu 1°, 2° sortlorini 6dayirse, onda L
altcoxlugu 6zii do Xotti fozadir. Bunun iigiin L altcoxlugunda 1°, 8&°
aksiomlarinin 6denmosini gdstormok lazimdir. 3% vo 4% aksiomlarindan basqa
digor aksiomlar X -o daxil olan biitiin elementlor tigiin 6dondiyindon xiisusi
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halda L -o daxil olan elementlor iigiin do dogrudur. Gostorok ki, L -do 3°vo 4°
aksiomlar1 da 6danir.

Istonilon xeL fii¢iin AxeL oldugundan xiisusi halda A =0 ficiin
AX=6 va @ eL, eyni zamanda A =-1 oldugqda —x € L aliriq. Demali, L -do
30, 4° sortlorini 8dayon @ sifir vo — x oks elementlor vardir. Bu iso L -in Xatti
foza oldugunu gostarir.

Torif 1. R fozasmm 1° vo 2° sortlorini 8doyon L altgoxluguna xotti
altfoza deyilir.

Yalniz sifir elementdon ibarot altcoxlug vo biitiin foza R -in
altfozalaridir. Bunlar qeyri-maxsusi altfozalar adlanir.

[a, b] pargasinda kasilmoz funksiyalar fozasinda daracasi n-i agsmayan

biitiin cobri goxhadliler goxlugu {p,(t)} 1% 2° sortlorini 6doyir. Ona gora do

Cl[a,b] fozasmin altfazasidur.

Tutaqg ki, X hor hans1 xatti fozadir.
Torif 1. Ogor X Xotti fozasinin elementlorindon diiziilmiis L ¢oxlugu
Xis Xp,.0, X, €lementlori ilo borabor  ogX +ayX; +...+ o, X, soklinda istanilon

xatti kombinasiyalar1 da 6z daxilindo saxlayarsa, onda L ¢oxluguna xatti
coxobrazli deyilir.

Qeyd edok Ki, har bir Xotti ¢oxobrazli sifir elementi 6z daxilindo
saxlayir. Dogrudan da, L bos olmadigindan hor hansi x elementino malikdir.
L Xotti ¢oxobrazli oldugundan, xiisusi halda —X=(—1)X elementini, eyni

zamanda X +(~1)x =0 elementini 6z daxilindo saxlayr.
X, Xop00 X, € X gotiirok. Miimkiin olan biitiin {ozlxl + Xy + ... +anxn}
soklinda olan biitiin miimkiin camlar ¢oxlugu X -da har hansi L, ¢oxobrazlisi

omolo gatirir.
L, coxobrazlist X;,X,,...,X, elementlorini saxlayan on kigik xatti

coxobrazlidir. (Yoni, X, X,,..., X, elementlarini saxlayan hor hansi basqa bir L
coxobrazlisi L,-1 6z daxilinds saxlayir, Ly < L).

Verilmis elementlori daxilindo saxlayan on kigik xotti ¢oxobrazli
anlayisint sonsuz sayda elementlor tgiin do vermok olar. Forz edok Ki,

{X» Xty s X X hesabi sayda elementlordir. Bu elementlori daxilindo
saxlayan on kicik xotti goxobrazhi dedikdo {4X + A,X, +...+ A,X,} soklindo
miimkiin olan comlor ¢oxlugu basa disiiliir, belo ki, A,4,,...,4, istonilon

adadlar, n isa istanilon natural adaddir.
Verilmis elementlori daxilinds saxlayan an kigik xatti ¢oxobrazliya bazan
bu elementlorin xatti ortiiyii do deyilir.

Misal 1. C[a,b] fozasinda 1,t,t2,...,t" elementlorinin xotti ¢oxobrazlisi
doracosi N -i asmayan biitiin {p,(t)} cabri coxhadlilorinden ibaratdir.
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Misal 2. Ck[a,b], k >1 fozasi C[a,b] fozasinda xotti ¢oxobrazlidir,
ciinki k tortibdon koasilmoz diferensiallanan hor bir funksiya kasilmaz
funksiyadir vo Ck[a, b] -don olan funksiyalarin xotti kombinasiyalari da

C*[a,b]-ya daxildir.

10.6. Xatti fozamn altfazalarin diiz
camina ayrilmasi

Tutaq ki, X — xetti foza, Lj,L,,..,L, -iso ona daxil olan xaotti
coxobrazlilardir.
Tarif. ©gor istonilon x € X elementini birgiymatli olaraq
X=X +X +.t Xy, X el (i=12,...,n) 1)
soklinda gostormok olarsa, bu halda deyirlor ki, X fozasi ona daxil olan
L, Ly,..., L, Xatti goxobrazlilarin diiz comins ayrilmisdir. Bu halda

X = el
i=1
soklinds yazilir.
Asanliqla gostormok olar ki, ogor X =L ®L, ise, onda L vo L,
altfozalarinin ortaq elementi yalniz sifir element ola bilor. Dogrudan da, L, vo
L, sifirdan forgli hor hansi ortaq u elementino malik olarlarsa, bu halda
xe X elementi x=y+2z, yel, zel, ayrilis1 ilo barabar basqa

x=(y—u)+(z+u), y-uel, z+uel,

ayrilisina da malik olardi. Bu is9 sorto goroe miimkiin deyildir.

10.7. Xatti fazalarin izomorflugu

Forz edok ki, X vo X' Xotti fozalardir. ©Ovvalca bu fozalarin sonlu 6lgiili
oldugu hala baxagq.

Toarif 1. Ogor X vo X' Xatti fozalarinin elementlori arasinda elo qarsiligh
birgiymatli uygunluq yaratmaq olarsa ki, bu uygunluq zamani X,y e X

elementlorino X'y’ e X' uygun oldugda, x+y elementino X'+Yy vo AX

elementino Ax’ uygun olsun, onda X vo X' fozalari izomorf xotti fozalar
adlanir.

Qeyd edok ki, agor X vo X' Xatti fozalar1 izomorf olarsa, bu zaman X
fozasinin sifir elementine X' fozasinin sifir elementi uygun galir va tarsina.
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Buradan aliriq ki, agor fozalar izomorf iso vo X fozasinin X,Yy,...,Z
elementlorine X' fozasinn X',V',...,2'
oX+ Yy +...+ 7z Xotti kombinasiyast X fozasmin o zaman sifir elementi olar
Ki, ax'+ Yy +...+ 2" Xotti kombinasiyas1 X' fozasinin sifir elementi olsun.

Bu onu gostarir ki, agoar X vo X' fozalar izomorf iss, onda bu fozalarda
Xatti asili olmayan elementlorin maksimal say1 barabordir. Basqa sozlo, iki
izomorf faza eyni 6lgliys malik olmalidir va iki miixtalif 6l¢iilii fozalar izomorf
ola bilmazlar.

Asagidaki toklif dogrudur:

Teorem 1. n olgiili hagiqi X vo X' Xotti fozalari izomorfdur.

Isbati. X fozasinda ej,e,,..., X' fozasinda iso €, €5,...,e, bazislorini

rén

elementlori uygun olarsa, onda

gotlirok. X fozasmin hor bir x=xg +X,€, +...+ X, elementina qars1 X'
fozasinin X = X} + X,€5 +...+ X,€, elementini qars1 qoyaq. Bu uygunluq X vo
X' arasinda qarsiligh birgiymatlidir vo x—>x' y—Yy iss onda
X+y—>X+Yy, Ax—AX olar.

Indiiso X vo X’-inistonilon Xotti fozalar oldugu hala baxaq.

Torif 2. Ogor X va X' Xotti fozalar1 arasinda xotti vo qarsiligh
birgiymotli uygunlu q yaradan x'=J(x) funksiyasi tapmaq olarsa, onda X

Vo X' fozalari izomorf xotti fozalar adlanir. Basqa sozlo, asagidaki sortlor
odonmoalidir:
1) Istenilon X,y e X Vo istanilon A, odadlori  iglin

J(AX + pty) = AIx + 1dy
2) Ogor J(x)=J(x,) ise, onda x = X,
3) istonilon X e X' iigiin elo x € X vardir ki, X = J(x).
[zomorf xatti fozalara misallar gostorak.
Misal 1. Dorocoesi n-i asmayan hoqigi omsalli oxhodlilor fozasi R™**

n
Xotti fozasma izomorfdur. p,(t)= Zaktk coxhadlisi gotiirok vo bu goxhadliys
k=0

qars1 a= (ao ,8y,8y,..., 8, ) e R" vektorunu gars1 qoyan J (pn (t)) =a funksiyasi
diizoldok. Bu funksiya garsiligli birqiymaotli funksiyadir.

Misal 2. Istonilon n o&lciilii hogigi xotti E fozast R" fozasma
izomorfdur.
Bu mogsadlo E fozasinda e,e,,...,e, bazisini gotiirak. Istonilon x e E

vektorunu x =&e, + &6, +...+ &6, soklinds gostoro bilorik. x vektoruna qarsi

onun {g,} bazisindoki koordinatlarindan diizolmis a=(&,&,,....&,)eR"

vektorunu gars1 qoyaq:
J(x)=a



y =me, +1,€, +...+1,€, vektoruna qarsi

b= (70,72,001177) € R"
qoysaq, J(y)=b olar. Onda A vo x heqiqi adadlori iigiin

IX+ 1y = MEE + ) +.+ En8y )+ 1liny +17,85 +...+7708,) =
= (28, + um )y + (A5, + parp ey + o+ (A0 + gy ey
oldugundan
I(x+ pty) = A2+ po = 23 (x)+ 3 (y)

yaza bilarik.

Verilmis bazisdo vektorun koordinatlar1 yegano iisulla toyin edildiyi
iiciin J funksiyas1 qarsiligh birgiymatli olar. Bu gayda ilo E -nin R" -0
izomorf oldugunu aliriq.

10.8. Xatti fazalarda qabariq ¢oxluqlar

Tutaq ki, X Xotti fozadir. Istonilon X, X, € X elementlorini gotiirak.
x=(1-t)x, +tx, , te[01] soklinde biitin noqtolor coxluguna X Vo X,
noqtalorini birlosdiran parga deyilir.

E < X ¢oxlugunu gotiirak.

Torif. Ogor istenilon x;, X, € E iigiin bu ndqtalari birlosdiron parca da
E coxluguna daxil olarsa, onda E coxluguna qabariq ¢oxluq deyilir.

Torifdon istifado edorok gostormok olar Ki, Xatti fozada istonilon Xatti
coxobrazli qabariq ¢oxluqdur. Eyni zamanda istonilon sayda qabariq
coxluglarin kasigmasinin ds gabariq ¢oxluq oldugunu géstarmok olar.

10.9. Xatti fozalara aid masalalar

1. Miistovi {izorinda yerloson asagidaki vektorlar ¢oxlugunun hansinin
xatti foza toskil edib-etmodiyini gostarin.
a) uc noqtalari verilmis diiz xott tizarinds yerlogon biitiin verktorlar coxlugu;
b) uc noqtalori miistavinin birinci riibiinda yerlagan biitiin vektorlar goxlugu
v) uc noqtalari birinci va ya tigiincii riibds yerloson biitiin vektorlar goxlugu
q) uc néqtalari birinci va ya ikinci riibds yerlogan biitiin vektorlar goxlugu

2. Verilmis a = 0 vektoru ilo ¢, 0< ¢ <7 bucag amalo gatiron biitiin
vektorlar ¢oxlugunun Xatti foza toskil edib-etmodiyini gostorin.

3. Biitiin g¢oxhadlilor ¢oxlugunun xotti foza togkil edib-etmadiyini
yoxlayin.

4. Asagidaki sortlori 6doyan biitiin goxhadlilor coxlugu Xatti foza toskil
edirmi?
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a) f(0)=1,b) f(0)=0,v) 2f(0)-3f(1)=0,
Q) f@Q)+ f(2)+...+ f(n)=0

5. Asagidaki n tortibli kvadrat matrislor ¢oxlugundan hansinin xaotti
foza toskil edib-etmadiyini gostorin:
a) birinci satir elementlori sifir olan matrislor coxlugu
b) biitiin diagonal matrislar ¢oxlugu
v) biitiin cirlasan (maxsusi) matrislar ¢oxlugu

6. Sifir vektor daxil olan vektorlar sisteminin xotti asili oldugunu
gostarin.

7. Bir-birindon sabit vurugla forglonon iki vektorun daxil oldugu
sistemin Xatti asili oldugunu gostorin.

8. Gostarin ki, vektorlar sisteminin hor hansi altsistemi xotti asili is9,
onda biitiin sistem xatti asilidir.

9. Gostarin ki, sistem xatti asili deyilsa, onda onun istanilon althissasi
do xatti asili deyildir.

10. Tutaq ki, X,y,z Xatti asili olmayan vektorlar sistemidir.

a) X, X+VY, X+y+2;

b) X+Vy,y+2z,2+X;

V) X—Vy,y—2,2—X
vektorlar sistemi xatti asili olmayan sistemlor olarmi?

11. rsov - borabar olmayan haqiqi odadlordir.
(t—r)t—s), (t—r)t-o), (t—s)t-ov) coxhadlilori xatti asil1 olarmi?

12. Asagida gostorilon vektorlar sisteminin xotti asili olub olmadigini
gostarin.

a) % =[123), x,=(257) x=(3710)
b) % =(123), x,=(257) x=(3711)
V) x, =(123), % =(257), %=(3710+¢).
Burada & >0 ixtiyari kigik ododdir.
M) % =111, X, =(-1-11)
X =[L-11-1) x,=(11-1-1)
13. R® fozasinda asagidaki vektorlarm xotti Srtiiyiinii tosvir edin.
a) x =(1,0,0,00), x,=(0,0100), % =(0,0,00,)
b) % =(1,0,0,01), x,=(01010), % =(0,0,10,0)
v) x, =(1,0,00-1), x, =(0,10,0,-1),
%, =(010,0,-1), x,=(0,0,01-1)
14. Asagidaki coxhadlilar sisteminin xotti ortiiyiinii tosvir edin.
a) Lt,t° b) (L+12) (+1?) L+t +12)
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v) 1-?) (t-12) (2-t-12), q) (-2}t -t°)

15. Asagida vektorlar sisteminin R" fozasinda basiz toskil etdiyini
gostarin.
a) % =123,..,n), X, =(0,23,...,n), %, =(0,03,...,n),...,
x, =(0,0,0,...,n)
b) % =(@1L...1), %, =(111...110),
% =(111...,10,0),..., x, = (10,0....,0,0,0)
V) % =(@111,...1), x, =(0,10,0,...,0), x; =(0110,...,0),
x, =(0111...,0),..., x, =(0111...1)
16. Asagidaki vektorlar sistemindon hansinin R* fozasinda bazis omolo
getirdiyini gostarin.
a) x, =(12-1-2), x,=(2,3,0,-1), x; =(1,21,3),
x, = (1,3,-10)
b) x =12,-1-2), X, =(2,30,-1), X3 =(1,214),
x, =(1,3-1,0)
17. Asagidaki vektorlarm R® fozasinda bazis emolo gotirdiyini gdstorin
Vo verilmis vektorun bu bazisdo koordinatlarini tapin.

a) g =(22-1), &, =(2-12), e;=(-12,2), x=(111)
b) e, =(153), e, =(2,7.3), &, =(39,4), x=(211)

18. Asagidaki vektorlarm R fozasinda bazis omolo gotirdiyini gdstorin
Vo verilmis vektorun bu bazisds koordinatlarini tapin.

a) e =(1211), e, =(2310), e;=(311-2),
e, =(4,2-1-6), x=(0,0,2,7)

b) e =(1,2-1-2), &, =(23,0,-1), e;=(1,2.14),
e, =(13-10), x=(714,-12)

19.t° —t* +t* —t? —t +1 coxhodlisinin asagidaki gostorilon bazislordo
koordinatlarini tapin.

a) Lt,t%,t%,t4t°

b) Lt+1t? +1,t3+1t* +1t° +1

V) 1+63, 041302 45,85t + 8,00 4+ 18

20. Daracasi n-i agmayan biitiin ¢oxhadlilor ¢oxlugunda a) f(O)zO,
b) f(1)=0, v) f(a)=0, a— istonilon haqigi ododdir, q) f(0)=f(1)=0
sortlori ilo toyin edilmis altcoxluglarin xotti altfoza oldugunu gostorin va bu
altfozalarin Sl¢iisiinii tapin.

220



X FOSIL
METRIK FOZALAR

Riyazi analizin bir ¢ox miithiim anlayislar1, o ciimlodon ardicilligin vo
funksiyanin limiti, funksiyanin kosilmozliyi vo téromosi, eloco do bir gox
anlayiglar odod oxu {iizorindo noqtalor arasindaki mosafo anlayisi ilo six
baglidir. Bir ¢cox mithiim faktlar hagiqi adadlorin cabri xarakteri ilo deyil, bu
adadlarin bir-birino yaximhigmi gostoran mosafs ilo tayin edilir. Hogiqi adadlor
coxlugunda toyin edilmis mosafo anlayisinin istonilon tobiotli elementlordan
ibarat goxluglarda timumilogsmasi miiasir riyaziyyatin ¢ox miihiim analyis1 olan
metrik fozalar anlayisina gotirir. Ona gora do avvalco metrik foza analyisini
daxil edak vo onun bazi xassalorini gostarak.

11.1. Metrik fazamn torifi. Misallar

Forz edok ki, X fozasmn istonilon X,y € X elementlorina qarst bu
elementlor arasindaki mosafo adlanan vo asagidaki sortlori 6doyan monfi
olmayan p(x, y) komiyyati qars1 qoyulmusdur:

l. p(x,y)=0 yalniz vo yalniz x = y olduqgda

1. p(x,y)=p(y,x), Vx,y e X (simmetriklik)

. p(x, y)S p(x, Z)+ p(z, y), VX, Y,z € X (licbucaq aksiomu)

p(x, y) komiyyati X vo y elementlori arasindaki mosafs, yaxud X

fozasinin metrikast adlanir. -1l sartlorine masafo aksiomlar1 vo ya metrika
aksiomlar1 deyilir.

Ogor verilmis X fozasinda toyin edilmis mosafo (metrika) I,11,111
sortlorini (aksiomlarini) 6dayarso, onda X metrik foza adlanir.

Metrik fozalara misallar gostorak.

1. Istonilon elementlor coxlugunda

e 9
, ogar X#Y
kimi masafo toyin etsok, bu ¢oxluq metrik foza olar. Bu fozaya izolo edilmis
noqtalor fozasi deyilir.
2. R-fazasi. R=(—o0,00) hoqiqgi adadlor ¢oxlugunu gotiirok. X Vo y
odadlori arasinda mosafani
plx.y)=[x-y]
kimi toyin edok. Miitlog giymatin malum xassalorindon mosafo aksiomlarinin
0donildiyini almaq olar. Dogrudan da
l. [x—y|=0 olarsa, x—y=0, x=Yy vatorsino
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I p(xy)=[x=y|=|(=1Ny = x) =[-1-|y = x| =[y = x| = p(y.x)
N p(x,y)=|x—y|=|x-z+z-y|<
<|x—z+[z-y|= p(x,2)+ p(z,y)
Ona gora do R metrik fozadir.
3. R"-fozasi. Nizamlanmis n sayda hogiqi ododlordon diizolmis
X= (Xl, Xp yuens Xn) coxlugunda mosafoni

n

p(X, y) = Z(yk — X )2 1)

k=1
kimi toyin edok. Bu foza n -ol¢iilii Evklid fozas1 adlanir vo R" kimi isaro edilir.
| vo II aksiomlarin 6donmasi askardir. III aksiomun dogru oldugunu gostarak.
X=X, X000 %)y Y= (Y0 Youen Vo )y 2=(23,25,..,2,) gotiirok. Bu halda
iicbucaq aksiomu asagidaki kimi olar:
n n n
Bn-xF < 3w F e Sln-aF @
k=1 k=1 k=1
Z — X =8, Yq—27z =b, 0gobul etsok, vy, —x =g +b, olar. Onda (2)
borabarsizliyi bels olar:
n n
\/Z a, +b, ) \/Zak \/Zbkz 3)
k=1 k=1

(3)  Dboraborsizliyinin = dogrulugu  iss  molum  Kosi-Bunyakovski
borabarsizliyinden alinir. Homin barabarsizlik beladir:

NS

(4) Kosi-Bunyakovski berabersizliyinden istifado etsok, yaza bilorik:

Zn: (a, +b. ) Zak +22akbk +Zbk

Buradan (3) barabarSIZIIylnln Vo n9t|09d9 2 barabarllymm dogru olmasini
alirig. Bu iso 11l aksiomun dogru oldugunu gostarir.

Qeyd 1. Bir c¢ox hallarda eyni bir elementlor ¢oxlugunda I-111
aksiomlarimi 6doyon miixtolif metrikalar toyin etmok olar. Mosolon, baxdigimiz
misalda, X = (X, X,,..., X, ) soklinda elementlor ¢oxlugunda mosafani

Plxy Z|Xk Yk| (5)
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kimi toyin etmok olar. Bu halda I-Ill aksiomlarmin &donmosini asanligla
yoxlamagq olar. Alinmig metrik fozan1 R kimi isars edirlor,
Baxilan ¢oxlugda elementlor arasindaki masafani

o (X' Y) maX|yk Xk| (6)

1<k<n
kimi toyin edok. Bu halda da masafo aksiomlarinin 6dondiyini gostara bilorik.
Alinmig metrik foza Ry kimi isara olunur.
Bu misaldan goriiniir ki, eyni bir elementlor ¢oxlugu miixtalif iisullarla
metrikloso bilor vo bu zaman alinmis fozalar miixtolif metrik fozalar olar.
Torif. ©garelo ¢, >0, ¢, >0 adadlari varsa ki,
cor(X,Y)< (% y) < oY)
borabarsizliyi 6donsin, bu halda p,(x,y) vo p,(x,y) mesafolori ekvivalent
mosafolor adlanir.
4. Cla,b] fozas.. [a,b] parcasinda kesilmoz biitin funksiyalar
coxlugunda mosafani

p(f.g)=maxlg(t)- 7 (t) )
Kimi tayin edok. Masafa aksiomlariin 6donmasini yoxlayaq
. [f(t)-g(t)=0 oldugu iiciin p(x,y)= max|f g(t)=0 oldugunu aliriq.
p(f,g)=0 olarsa, max|f —g(t)=0 vo buradan f(t)=g(t). Tarsins,
f(t)=g(t) olarsa, p(f g)=0 olar.
. p(f,g) max|f t] p g, f)olmas1 aydindir.

I11. Hogigi adadin miitlog giymatinin xassalorino gora
[£(t)-g(t) =[f () plt) + olt) - gt) <[ f (t) - o(t)] +|oot) - 0 t)

Buradan
[£(t)-g(t) = max|f (t) - g(t) + max|(t) - g t).
max]|(t)-g(t) < max|f (t)- plt] + maxie(t) - o(t)
p(f.9)< p(f.0)+ plp.9)
alirqg.

Alinq ki, I-111 aksiomlar1 6danir va C[a, b] metrik fozadir.
Qeyd 2. [a,b] pargasinda kasilmoz funksiyalar ¢oxlugunda mosafani
basqa tisulla, asagidaki qayda ilo toyin edok:

An@:ﬁh@—mej ®

a
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Bu tsulla toyin edilmis mosafonin I, 1l aksiomlarini 6donmasini asanligla
yoxlamagq olar. 1l aksiomun dogru olmasi Kosi-Bunyakovski barabarsizliyinin
inteqral formasi olan

b 2 b
(j f(t)g(t)dtj < [ £2(t)dt[ g*(t)dt
a a a

barabarsizliyindan istifads etmokls alinir.

Alinmis metrik foza C?[a,b] kimi isaro edilir vo kvadratik metrikaya
malik kasilmoaz funksiyalar fozasi adlanir. Bu tsulla alinmis metrik fozanin
elementlorinin kosilmoz funksiyalar olmasma baxmayaraq, bu foza Cla,b]
fozasindan metrik xassalorine gora kaskin sokilds farglonan fazadir.

5. l,-fozasi. Bu fozanin elementlori miimkiin olan biitiin

X= (Xl, Xp yuens Xn,...) hoqiqgi adadlar ardicilliglarindan ibaratdir, bels Ki,

o0
ZXE < oo
k=1

Bu fozada elementlor arasinda masafa

p<x.y>=[i<yk—xk>2jm o

k=1
borabarliyi ila tayin edilir. Asagida gostarilon sada

(4t i <26+ )
barabarsizliyindon alinir ki, ager x,y €1, iss, yani

o0 o0
D<o Vo ) yi<w
k=1 k=1

o0

olarsa, onda > (y, - J <oo. Bu onu gostarir ki, (8) borabarliyinin sag
k=1

torofindaki sira yigilandir vo mosafoni bu iisulla toyin etmok olar. 1 vo Il

aksiomlarin 6donmasi aydindir. Ugbucaq aksiomu asagidaki kimidir:

N L W)

(10) borabarsizliyino daxil olan har ti¢ sira yigilandir. Digar torafdon istonilon
n igiin

[0 < Sk P S04

k=1 k=1 k=1
dogru oldugundan n— oo sartinds limita kegsok, bu barabarsizlikdon (10)-un
dogru oldugunu alariq.l, fozasinda I-1ll aksiomlar1 6dendiyi tigiin I, metrik
fozadir.
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6. m fazasi. Hoqigi ododlordon toskil edilmis biitin mohdud
X=(X1,X2,... X ) ardicilliglar ¢oxlugunu gétiirok. Istonilon iki element

s Xpypeee
arasinda mosafani

p(x, y)=sgp|yk — X| (11)

kimi toyin edok. Ardicilliglarin mohdudlugu sortindon vo doqiq yuxari
sorhaddin xassoalorindon istifade etmokls, I-III aksiomlarinin dogru oldugunu
yoxlaya bilorik. Alinmis metrik fozan1 m il isars edirlor.

7. R, (p >1) fazasi. Nizamlanmus n sayda hagigi odadlorden diizelmis
X = (X, Xp,..., X, ) elementlor goxlugunda masafani

pulen)=[ 30 )] 21 )

k=1
kimi toyin edok. Bu moasafonin I-1II aksiomlarimi 6dadiyini gostarak. | vo 1l
aksiomlarmm o6donmasi askardir. 11l aksiomunun dogrulugunu gostorok.

X=X, X000 %)y Y =(Y0, Yarn Vo) 2=(23,25,...,2,) gotiirok. z, —x, =a,,

Pp(%,¥)< py(x,2)+ py(2)y
borabarsizliyi

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z|ak + bk|"] < (Z|ak|"j +[Z|bk|p] (13)
k=1 k=1 k=1

soklinda olar. (13) borabarsizliyi Minkovski borabarsizliyi adlanir vo onun
isbatini sonralar gostaracayik.

Qeyd 3. Bu misalda baxilan pp(x, y) metrikast p =2 oldugu halda R"

fozasmin Evklid metrikasi ilo tst-listo diigiir. p=1 oldugu halda iso R/

fozasmin  metrikas1 ilo eynidir. R] fozasmin po(x, y)=max|yk—xk|
1<k<

metrikasinin p, (X, y) metrikasinin limit hali kimi baxmagq olar, yoani

n 1/p
polxy)= Fl)im pp(X.y)= Fl)im (Zh/k - Xk|pJ -
—0 - | 3
8. 1, fozas1 (p 21). Bu fozanin elementlori hoqigi ododlordon diizolmis

mumkiin olan elo X = (Xl, X yerny X ,) ardicilliglardir ki,

= p

Z‘xk‘ <0

k=1
Elementlor arasindaki masafs
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n 1/p
Pp(x’ y)=(Z|Yk —Xk|pJ (14)
k=1
kimi toyin edilir.
Minkovski barabarsizliyina gors istonilon n igiin
n 1/p n 1/p n 1/p
DYV I DT Bt Vi
k=1 k=1 k=1
dogrudur. Sorts goro
p

Y,

o0 p o0
Z‘xk‘ vo Y
k=1 k=1

siralart yigilan oldugundan (15) borabarsizliyinds n—oco sortinds limito
kegsak, alariq:

© 1/p o 1/p o 1/p
p p p
[Siw-nP] <[ St | o B ] a9
k=1 k=1 k=1
Bu borabarsizlikden aliriq ki, istonilon x,y el iigiin elementlor arasinda

mosafonin (14) soklinds tayin edilmasinin moanasi vardir. Eyni zamanda (16)
barabarsizliyi |, fozasinda tigbucaq aksiomunun dogru oldugunu gostarir.
Digor iki aksiomun 6denmosini asanligla yoxlamaq olar.

9. M[O,l]— haqgigi mahdud funksiyalar fazasi. [0,1] pargasinda tayin

edilmis, hoagiqi t doyisonindon asili biitiin mohdud funksiyalar ¢oxluguna
baxaq. Bu ¢oxlugda masafa

p(f,9)=sup|f(t)-g(t)
O<t<1
kimi toyin edilir. Metrika aksiomlarinin 6donmasini asanligla yoxlamag olar.
Bu foza M[0,1] kimi isaro edilir. Aydindir ki, C[0,1] < M[0,1] dogrudur.

10. S— biitiin adadi ardicilhqlar fazasi. Hogigi adadlordon ibarot
biitlin odadi ardicilliglar goxlugunu gotiirok: X = {Xn}, y= {yn}. Bu adicilliglar
arasinda masafani

- 1 |Xn _yn|
plxy)=> - Tn_ (17)
Ez” 1+ X, = Yy
kimi toyin edok. (17) boraborliyinin sag torofindoki sira yigilan oldugundan
mosafoni bu gayda ilo toyin etmok olar. Metrikanin | vo Il aksiomlarinin

dogrulugu aydmdir. Ucbucaq aksiomunun 6donmosi iso asagidaki molum
barabarsizlikdon alinir:

a+bl _ fal .

< ,beR
Tefarb L T @PER)
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Sonuncu  boarabarsizliyin - dogrulugunu  géstormok  iigiin f(x)zli
+ X

funksiyasina baxaq. f'(x): L >0 oldugu li¢ciin f(X) artan funksiyadir.

(1+x)
Ona gdro do [a+b| <|a|+b| oldugunu nozars alsag, yaza bilorik:
b _flsb _ Bl _ kI
1+[a+b| = 1+[a/+[b| 1+[a+Jo] 1+[a+]o]  1+|a] 1+]o)
Demali, toyin edilmis mosafo I-111 aksiomlarini 6dayir va S -metrik fozadir.

11. Lp[a,b], p>1 fazasi [a,b] parcasinda Glgiilon vo p doracadan
comlanan, yani

b
I () ebx <0
a

sartini 6dayan biitiin funksiyalar goxlugunu gotiirak. Ekvivalent funksiyalar L,

fozasinda borabor hesab edilir. Bu ¢oxluqda elementlor arasinda mosafo
asagidaki kimi toyin edilir:

;mnw={ﬁun—gurw% @)

Minkovski barabarsizliyins gora

b 1/p b 1/p b 1/p
{ﬂf(x)—g(x]pdx} s{ﬂf(x]pdx} +{I|g(x)|pdx}
oldugundan f(x),g(x)e Lp(a, b) sortindan
(f(x)-g(x))e Ly(ab)
alirlq. Demoali, mosafo (18) boraborliyi ilo toyin edilo bilor. f(X)~ g(x)

oldugundan p(f,g)=0. Eloco do p(f , g)= p(g, f). Ugbucaq aksiomu iso

bilavasito Minkovski barabasizliyindon alinir:
1/p

{il f(x)- g(xxpdx}” . {z“(x)_@(x)pdx} .
+{@mm—gurw}ﬂp

Buradan Lp(a, b)-nin metrik foza olsugunu aliriq. Xiisusi hallar olan L;(a,b)

Vo Lz(a, b) fozalarindan bir ¢ox masalalarin halli zamani genis istifads edilir.
Bu fozalar Lebeq fozalar adlanir.
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12. |z|<1 vahid dairosindo analitik, qapali |z|<1 vahid dairosindo
kasilmaz olan biitiin f (Z) funksiyalar ¢oxlugu

p(f.9)=max|f(2)-g(z)

mosafasine gora metrik foza toskil edir.
13. [0,1] pargasinda toyin edilmis biitiin 6l¢iilon funksiyalar ¢oxlugunu

gotiirok. Bu goxlugda f(x) va g(x ) funksiyalar arasinda mosafoni
X)I
f,g)=
P( g) _[ X)|
borabarliyi ils tayin edok. Bu qayda ||9 taym edilmis mosafa I-11l aksiomlarini
odoayir. Demali, bu ¢oxluq metrik foza togkil edir.

11.2. Metrik fazada ardicilhigin limiti

Tutaq ki, X har hanst metrik fozadir, X, X,,...,X,,... 1S9 X fozasinda

hor hansi elementlor ardicilligidir.
Tarif. Ogor elo xe X elementi varsa ki, lim p(x,,x)=0 olsun, bu
nN—o0

halda ardicillig yigilan ardicillig, x elementi iso {Xn} ardicilligmin limiti
adlanir va lim x, = x kimi isars olunur. Metrik fozalarda yigilan ardicilliglar

n—o0
haqqinda asagidaki iimumi teoremlori isbat etmok olar.
Teorem 1. Ogor X metrik fozasinda {x,} ardicilligt x elementino

yi1gilan iso, onda onun istanilon {Xnk } altardicilligr da x elementina y1gilir.
Teoremin isbat1 ¢ox sade oldugundan verilmir.
Teorem 2. Metrik fozada X, elementlor ardicilliginin an ¢oxu bir limiti

ola bilar.
Isbati. Oksini forz edok, tutaq ki, x, — X Vo y, —y. Onda istonilon

£>0 ododi tiglin kifayat godor boyiik n noémrolori iigiin p(xn,x)<% Vo

p(Xn,y)<§-

Ugbucaq aksiomuna goro

P(X'Y)S,O(X,X )+,0(Xn,y)< 2+E:

p(X, y)< £. X Vo y geyd edilmis elementlor oldugundan vo & istonilon kigik
miisbat adad oldugundan p(x, y) =0 alariq. Buradan x=vy.
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Teorem 3. Ogor X fozasinda {x,} ardicillign xe X elementino

yigilirsa, onda fozanin istonilon & elementi {iglin p(xn,H) odadi ardicilligt

mohduddur.
isbati. x, > X, n—o0 oldugu iiciin {p(x,,x)} mohduddur, yani elo

M, odadi vardir ki, p(x,x)<M,. Onda iicbucaq aksiomuna gora istanilon n
ti¢iin yaza bilorik:

P%,0)< %y, X)+ p(x,8) < Mg + p(x,0)=M
yani p(xn,G)S M alariq. Teorem isbat olundu.

11.3. Metrik fazalarda coxluqlar

Tutaq ki, X — metrik fozadir. Fozanin p(x,X,)<r sortini 6doyan biitiin
X noqtaleri goxluguna morkazi x, noqtesinds, radiusu r olan aciq kiirs,
p(x, XO)S r sortini 6doyan ndqtalor goxluguna isa qapali kiira deyilir vo uygun
olarag S(%,,r) vo S(x,r) kimi isaro edilir. p(x,,x)=r sortini ddoyon
noqtalor ¢oxlugu sfera adlanir. Markazi X, ndqtesinds olan istenilon aciq kiira
X, noqtasinin otrafi adlanir.

Tutaqg ki, E < X har hans1 ¢oxluqdur.
Toarif 1. Bgor ac E noqtesinin elo S(a, &) otrafi varsa ki, S(a,&)c E

olsun, onda a ndqtasine E ¢oxlugunun daxili ndqtosi deyilir.

Torif 2. Ogor E coxlugu yalniz daxili nogtolordon ibarst olarsa, ona
aciq ¢oxluq deyilir.

Toarif 3. Ogor ae X ndqtasinin istonilon otrafinda E ¢oxlugunun a-
dan foarqli he¢ olmazsa bir noqtasi varsa, onda a noqtasine E g¢oxlugunun limit
noqtasi deyilir. a limit noqtasi E ¢oxluguna daxil olmaya da bilor.

Ogor a noqtasi E ¢oxlugunun limit noqtasi iss, onda a-nin istonilon
otrafinda E c¢oxlugunun sonsuz sayda noqtalori vardir.

Torif 4. E ¢oxlugunun biitiin limit noqtalori ¢oxlugu E -nin téromo
coxlugu adlanir vo E" kimi isaro olunur.

Tarif 5. ©gar ¢oxlugun biitiin limit néqgtalori onun 6ziina daxil iss, onda
homin ¢oxluga qapali goxluq deyilir. Bu halda E' c E.

Torif 6. Ogor E c¢oxlugu 6z tdéromo g¢oxluguna daxil olarsa, yoni
E c E', buhalda E 6ziinds six ¢oxluq adlanir.

Tarif 7. ©Ogor E c¢oxlugu 6z téroma ¢oxlugu ilo iist-listo diisorss, ona
miitkommoal ¢oxluq deyilir. Bu halda E=E'.

229



Torif 8. Biitiin limit ndgtalorinin E  ¢oxluguna olavo olunmasi
noticesindo alinan E g¢oxluguna E -nin gapanmasi deyilir. ©gor E qapali
coxluq is9, bu halda E =E .

Tarif 9. Ogor E < X ¢oxlugunun gapanmasi X fozasi ilo iist-iisto
diisorsa, yoni E = X olarsa, E coxluguna X fozasinda hor yerds six ¢oxluq
deyilir.

Tarif 10. Ogor X fozasinda istonilon S(a,r)c X kiirasi daxilindo E
coxlugunun he¢ bir elementini daxilindo saxlamayan, basqa bir
S(a;, 1)< S(a,r) kiiresi varsa, bu halda E goxlugu X fozasinda heg yerdo six
olmayan c¢oxluq adlanir.

Tarif 11. Ogor E ¢oxlugu an ¢oxu hesabi sayda heg yerds six olmayan
coxluglarin comindon ibarot olarsa, ona | kateqoriyali, oks halda iso Il
kateqoriyal1 coxluq deyilir.

Torif 12.99ar X, X5,..., X,.. ardicillign X fozasinda six is9, ona X
fozasinin hesabi hor yerdo six sobokoasi deyilir. Bu halda istonilon x e X
elementi bu ardicilligin miiayyan Xieg s Xicy 1e01 X 1+ ardicilliginin limitidir.

Tarif 13. Ogor verilmis fozada hesabi, har yerds six ¢oxluqg varsa, ona
separabel foza deyilir.

11.4. Separabel fazalar

Tutaq ki, X metrik fozadir.
Torif. Ogor X fozasinda elo X, Xy,..., X,,... €lementlor ardicillig1 varsa

ki, istonilon & >0 odadi va istonilon xe X elementi tgiin ardicilligin elo X,
elementi olsun ki, p(x, Xn0)< £, bu halda X fozasi separabel foza adlanir.

Torifdon istifado edorok, bozi konkret fozalarin separabel fozalar
oldugunu gostarak:

1. R:(—oo,oo) hoqigi odadlor ¢oxlugunu gotiirak. Biitlin rasional
odadlor ¢oxlugu hagiqi ododlor ¢oxlugunda hesabi vo hor yerds six olan
coxlugdur. Ona gora do R haqiqi adadlor goxlugu separabeldir.

2. R" fozas1 separabel fozadir. R" fozasinda biitiin koordinatlari
rasional odadlor olan r = (r,r,,...,T, ) soklinda elementlor coxlugu hesabi va hor
yerdos six ¢oxluqdur.

3. C[0]] separabel fazadir. C[0,1]fozasinda biitiin amsallari rasional
odadlor olan biitiin {p(o)(x)} coxhadlilor ¢oxlugunu gotiirok. Bu ¢oxluq hesabi

n

¢oxlugdur. Bu ¢oxlugun C[O,l] fozasinda har yerds six oldugunu gostarak.
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Dogrudan da istonilon f(x)e C[0,1] funksiyasini gotiirok. Veyerstrass
teoremino goro elo P(x) coxhadlisi vardir ki, max|f(x)— 5(XX <e&l2 odonir,
t

burada & >0— verilmis adoddir. Diger torafden rasional emsalli elo p{®)(x)
¢oxhadlisi tapmagq olar ki, max‘ﬁ(x)— pr(f’)(xx <el2.

Ucgbucaq aksiomundan istifado etsok,
Al () p70)= mex| () - pf?o] <
X

oldugunu alariq. Demali C[O,l] separabel fazadir.

4. Ip fazas1 separabeldir. Tutaq ki, E, {rl,rz,...,rn,0,0...} soklinda
elementlor ¢oxlugudur. Bels ki, biitiin r;,r,,...,r, adaodlori rasional adadlordir.
Aydindir ki, E, hesabi ¢oxluqdur.

Gostarak ki, E, goxlugu |, -da har yerds sixdir. Dogrudan da, tutaq ki,

x={&}c |, istonilon element vo & >0 istonilon miisbat adaddir. Z|§k|p < oo
k=1

o p
oldugundan elo n natural odadi tapmag olar ki, >'|£|° < % :
k=n+1

£ p
Elo X, ={f,15,...,1,,0,0...} elementi gotiirok Ki, Z|§k - rk|p < % Onda
k=1

yaza bilarik:

p_N P Sp & &P p
[o(x,%,)] ZZ|§|< - rk| + Z|§| S?‘F? =&",
k=1 k=n+1
buradan p(X, XO)< ¢ alangq. Buise Ej-1n |p -ds har yerds six olmasi demokdir.

Demoli |, separabeldir.
5. L, fozasi separabeldir. Lebeq inteqralinin xassasine asasan Lp(O,l)
fozasina daxil olan istonilon f(x) funksiyasmnin
f(x), |f(x)<n oldugda
f)= {O |f(x)>n oldugda
soklinds o6lgiilon mohdud funksiyalar ardicilliginin p daracadon orta monada

limiti kimi gostormok olar. Hor bir olgiilon mohdud funksiya kasilmoz
funksiyalar ardicilliginin p doracodon orta monada limiti kimi gostarilo

bildiyindan [0,1] parcasinda kasilmaz funksiyalar coxlugu Lp(O,l) -doa har yerda
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sixdir. Digoar torafdon rasional omsalli ¢oxhadlilor goxlugu C[O,l] fozasinda bu
fozanin metrikasi monada, demali, eyni zamanda Lp(O,l) fozasinin metrikasi
monada har yerds sixdir. Onda rasional smsalli goxhadlilor ¢oxlugu L,(01)
fozasinda har yerds sixdir. Bu isa Lp(O,l)-in separabel foza olmasi demoakdir.

6. S fazas1 separabeldir. Tutaq ki, E, {rl,rz,...,rn,0,0...} soklinda
elementlordon ibarst c¢oxluqdur, bels ki, r,r,,..,r, rasional ododlor, n—
istanilon natural adaddir. E,— hesabi ¢oxluqdur. Gostarak ki, E, coxlugundan
istonilon gotiirilmis X={§1,§2,...,§n,...}68 elementino yigilan altardicilliq
ayirmaq olar. Har bir &, liglin kK —> o sortinds &, -0 yigilan {rrgk)} k=12,..
rasional ododlor ardicilligi gotiirak. Eo coxlugundan
xK) = {rl(k),rz(k),..., k(k),0,0,...} soklinda ardicilliq gotiirok. Aydindir ki, k — oo

oldugda x®) 5 x. Dogrudan da kifayat godor boyiik k >n iciin |&, — rn(k)

<&

oldugu i¢iin  n—oo sortinds x®)onm  n-ci komponenti  x-in n-ci
komponentins yigilar. Belslikla S -in separabel oldugunu aliriq.

7. m fozas separabel olmayan fazadir. x={&}, & =0 yaxud & =1
olan biitiin ardicilliglar ¢oxlugunu gotiirok. Aydindir ki, bu ardicilliqgiar m
fozasina daxildirlor. Isbat olunmusdur ki, bu sokildo biitiin ardicilliglar
kontinium giiclii coxluq toskil edirlor.

Bu ¢oxluqdan gétiiriilmiis istonilon x=1{&} vo y=1{n} elementlori

iicin - p(x, y):sup|§i—77i|:1. Aliriq ki, bir-birindon p(x,y)=1 mosafado
i

yerlogon kontinium sayda elementlor vardir. Bu faktdan m-in separabel
olmamasini asanligla ala bilorik. Dogrudan da, forz edok ki, m fozasinda
hesabi, har yerds six E; g¢oxlugu vardir. E,-in hor bir elementini radiusu

r :% olan kiira ilo ohato edok. Onda m ¢oxlugunun biitiin elementlari bu

kiiralor daxilinds yerlagor. Bu kiiralor hesabi sayda oldugundan heg olmazsa bu
kiiralordan elo birisi vardir ki, onun daxilinds yuxaridaki kontimium ¢oxlugdan
iki miixtolif element vardir. Homin kiironin morkoazi X, olsun. Onda alariq:

1 1 2 2
1=plxy)< plx)+ Pl y) < 5+ 5 =3, 1< 3
Bu iso miimkiin deyildir. Demoali, m separabel deyildir. Amma yuxarida
gostormisik ki, m -in alt fozasi olan C separabel fozadir.
Asagidaki iki imumi teoremi qeyd edok:
Teorem 1. X separabel metrik fozasmn istonilon X; altcoxlugu da

separabel fozadir.
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isbati. Tutag ki, {x,} (n=12,...)- X fozasinda hesabi hor yerdo six
¢oxlugdur. Istonilon iki n vo k natural ododlori gétiirok. Ogor elo x e X,

elementi varsa ki, p(x, xn)<l sorti odonsin, bu elementi x) ils isaro edok.
k

Bu gayda ilo secilmis biitiin ng) elementlor ¢oxlugunu A ilo isaro edok;
Ac X;. Malum teoremo gora hesabi giymatlor alan n vo k indekslarinden

asil1 olan ng) noqtalor coxlugu hesabi ¢oxlugdur. Ona goro do A ¢oxlugu da

an ¢oxu hesabidir (sonlu ¢oxluq da ola bilar).
Indi gostorok ki, x € X, -dir. £ >0 odadi gdtiirak v elo k natural adadi

secak ki, %<§ olsun. {Xn} coxlugu X -da hor yerds six ¢oxluq oldugu iigiin

elo n, ndmrasi vardir ki, p(xno,x)< P n=n, oldugda sonuncu barabarsizliyi
odoyan xe X; elementi oldugu {iglin, elo Xrg';) e A elementi vardir ki,

P, x,, )< % Onda yaza bilarik:

2
p(xgz), x)< p(xr(]';), Xng )+ ,o(xno x)< L 5€
& -nun ixtiyari kigik olmasindan A-nin X, -Odo hor yerds six olmasini alirig.
Demali X, -separabeldir.
Teorem 2. ©gar X metrik fozasimin hor yerds six olan X; altgoxlugu

separabel fozadirsa, onda X fozasi 6zii do separabeldir.
Isbati. Tutag ki, A X;-do hor yerds six hesabi goxlugdur. Istonilon

xe X elementi vo £>0 ododi gotiirak. X; ¢oxlugu X -ds har yerds six

oldugundan elo X' € X, vardir ki, p(x,x’)< % A coxlugu E, -do hor yerdoa six

oldugu tigiin elo X" € A vardir ki, p(x’,x”)< % Buradan p(x,x”)< g, yani A

coxlugu X -do hor yerds sixdir. Buiso X -in separabel olmasi demokdir.
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11.5. Tam metrik fazalar. Misallar

Tutaq ki, X har hansi metrik fozadir. {Xn}e X ardicilligim gotiirak.
Toarif 1. Ogor istonilon & >0 ododi verildikds elo N(g) nomrosi tapmaq
olarsa ki, n,m> No(g) oldugda p(xn,xm)<g olsun, bu halda {Xn} ardicilligi

fundamental ardicilliq adlanir.
Aydindir ki, agor {xn} yigilan ardicilliq iss, yani lim x, = x, varsa, bu
n

—>0

halda {Xn} fundamental ardicilligdir. Dogrudan da, bu halda istonilon &>0
iigiin elo Ny(g) nomrasi vardir ki, n> Ny(g) oldugda p(Xn,XO)<§. Bu halda

n,m > No(e) tigiin

(X X )< (%0, %)+ Pt %) <
Bu toklifin torsi istonilon metrik fazada dogru deyildir. Elo metrik fozalar vardir
ki, orada fundamental olan ardicilliq yi1gilan deyildir. Misallara baxaq:

1. X — rasional adadlor goxlugu p(r,r,)=|r, — r,| mosafesine nozaron

metrik fozadir. r, = %, r, = %,..., I, = Zi”’ ardicilligr fundamentaldir vo sonlu

n
I, =0 limiti vardir. ©gar r, :[1+%) ardicilligmi gotiirsek, bu ardicilliq

n
fundamentaldir vo yigilandir. lim [1+ E) =e, amma ardicilligm limiti
N—»00 n

rasional odad deyildir, yani fozanin 6ziino daxil deyildir.
2. X — coxhodlilor g¢oxlugu p(P,Q):gna>§|P(t)—Q(t] masafasine
<t<

nozoron metrik fozadir. Tutaq ki, {pn(t)} coxhadlilor ardicilligi goxhadlidon
forqli kesilmoz f(t) funksiyasma miintazom yigilan goxhodlilor ardicilligidir.

Aydindir ki, {pn (t)} fundamental ardicilligdir, amma baxilan fozada limiti
n tk . ] 0 tk
yoxdur. Masalon, p,(t)= g;’;ﬁ ardicilligina baxag. Malumdur ki, kZ:(:)E sirasi
yigilandir. Onda istonilon &>0 igiin elo N(g) nomrasi  vardir ki,
2

kK=N+1 ™*

< &.0ndaistonilon n>N(g) vo m natural adadi iigiin

R P L

kena1 K!

PPy (t), Py (1)) =

k:N(g)+lE
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Goriindiiyii kimi  fundamental ardicilligdir. Bu ardicilligin  limiti €'

funksiyasina barabardir va goxhadlilor fozasina daxil deyildir.

Tarif 2. Ogor X metrik fozasinda hor bir fundamental ardicilliq fazanin
hor hansi bir elementins y1gilirsa, onda X fozasina tam metrik foza deyilir.

Qeyd edok ki, tam metrik fozada istonilon gqapali ¢oxluq 6zii do tam
fozadir.

Indi isa bazi metrik fozalarin tamligini gostorok:

1. R=(-o0,00)— hogigi adodlor coxluguna baxaq. {x,}eR ardicilligi
gotiirok. Tutaq ki, {Xn} fundamentaldir, yani, istonilon & >0 odadi tigiin elo
N(s) noémrosi vardir ki, n> N(g) va istonilon m natural odadi tigiin

|Xn+m - Xn| <&

Riyazi analiz kursundan malumdur ki, Kosi meyarina gors bu ardicilliq

yigilan ardicilliqdir, yoni lim x, =X, X, € R vardir. Demali, haqiqgi adadlor
n—o0

coxlugu tam metrik fozadir.

2. R" fozasina baxaq. x() = {Xl(n),x(”) ,Xg")}e R" fundamental
ardicilligi gotiirok. Istonilon & >0 odadi ticiin elo N(g) nomrosi tapmaq olar
ki, n,m> N(g) tiglin

n

Z(xﬁ”) —~ x§m>)2 <&’

k=1
Onda, k=1,2,...,n ii¢iin xﬁ“) koordinatlari iiciin

X — x&m)‘ <&

Bu onu gostarir Ki, {xﬁ“)} odadi ardicilligi fundamentaldir. Kosi meyarina goro
k=1,2,...,n ii¢iin bu odadi ardicilliglar yigilandir.

x, = lim x"
N—oo
isaro edok. X = (Xl,xz,..., Xn) diizoldok. Noticodo lim x™" = x oldugunu alariq.

n—oo
Demoli, R" tam metrik fozadur.
3. Cla,b] fozasi. Tutag ki, {x,(t)}eC[a,b] hor hansi fundamental
ardicilliqdir, yoni, istonilon &>0 iigiin elo N(s) nomrosi tapmaq olar ki,
n,m> N(g) iigiin p(x,,%, )< & . Buradan

max |X mlt 1
tela b] ( l<g (1)

(1) borabarsizliyinde m-—>oo sortinda limito kegsak, istonilon t vo
n> N f{i¢iin

%, (t)-x(t) <&
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alariq. Aliriq ki, {x,(t)} miintozom yigilan ardicilliqdir. Malumdur ki, bu halda
X(t) limit funksiyasi kasilmoz funksiya olar. Bu isa {Xn(t)} ardicilliginin X(t)-
ya C[a,b] monada yigilan oldugunu géstorir. x(t)e C[a,b] olmasindan C|a,b]
fozasinin tam olmasini aliriq.

Qeyd. Fozanin tam olub-olmamasi masalasi homin fozada toyin edilmis
mosafodon ciddi sokilds asilidir. Bels Ki, hor hansi bir mosafoys gora tam olan
foza, basqa bir masafoys nazaran tam olmaya bilor.

Mosoalon, yuxarida baxdigimiz C[a, b] fozasinin orada toyin edilmis

p(f : g)= m;'»é | f (t)— g(t] mosafasine gora tam oldugunu gordiik.
ast<

Gostorok Ki, agor [a, b] parcasinda toyin edilmis kosilmoz funksiyalar
coxlugunda mosafoni
b

1/2

plr.0)- [(10)-st07r @
a

borabarliyi ilo toyin etsok, bu foza tam foza olmaz. (2) baraborliyi ilo toyin

edilmis mosafo metrik foza aksiomlarmi &doyir. Dogrudan da |, I

aksiomlarmin dogrulugu askardir. 1l aksiomun 6donmasi il inteqrallar {iglin

Minkovski barabarsizliyindon alinir:

ET (a(t)+b(t)y dt] < [b |a(t]2dtJ + [T|b(t)|2dt] (3)

a
Ogor bu borabarsizlikdo a(t)= f(t)—e(t), b(t)=e(t)-g(t) gobul etsok,
a(t)+b(t)= f(t)—g(t) olar vo (3) borabarsizliyi asagidaki sokildo olar.

@(f<t>g<t>>2dt]m SU(f(t)co(t))zdtJl/:

a

+ﬁ<¢<t>—g<t»2dtj o

a

Alinmis bu borabarsizlik (2) soklinds p(x, y) metriklasinin

p(f.9)<p(t.0)+ ple.9)
licbucaq aksiomunu 6dodiyini gostorir. Bu metrik foza I:z(a,b) kimi isaro
edilir.
Indi bu fozadan asagidaki ardicillign gotiirok. Forz edok ki, a=-1,
b=1.
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-1, -1<t< —% oldugda

o, (t)=1nt, —%<t<% oldugda

1, 1st <1 oldugda
n

Gostorak ki, bu ardicilliq fundamental ardicilligdir. Istonilon m natural odadi
ugln

-1, -1<t<- oldugda

n+m

<t<
n+m n+m

¢n+m(t): (n+m)t’ - oldugda

1, <t<1 oldugda

n+m

olar. Gostara bilarik ki,
1

20 ) = I(¢”+m(t)_ o, (t))z dt < %

-1

Gorindiiyii  kimi  p(@n,,)—0, n—oo, yoni {p,(t)}
fundamentaldir. Gostarak ki, bu ardicilliq tayin etdiyimiz mosafoys goro heg
bir kasilmaz funksiyaya yigila bilmoz.

-1, -1<t<0 oldugda
olt)=

1, 0<t<1 oldugda
funksiyasini gétiirok.

1
lim [ (¢, (t)—(t)f dt =0
n—)oo_l
oldugundan {p,(t)} ardiciligi ¢(t)-yo orta kvadratik monada yigilir, yoni

PP p) =0, N> 0.
Forz edok ki, f(t) istonilon kasilmoz funksiyadir. Onda p(f,p)#0
olar.

p(t.0)< p(t.0)+ plon.0)
borabarsizliyindon aliir ki, lim p(f,@,)#0. Yoni {g,(t)} ardicilligi baxilan
N—00

mosafoys gors heg bir kasilmoz funksiyaya yigila bilmaz. Bu ise EZ(—l,l)-in
tam metrik foza olmadigini gostarir.
4. 1, fozas1 tamdir. Hor hansi {X(”)}c I, fundamental ardicillig

gotiirok, belo ki, x(“):(><1(”),x§”),...,x,£”),...). {X(n)} fundamental oldugundan
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istonilon &> 0 iigiin elo Ny(g) nomrasi vardir ki, n> Ny(g) vo istonilon m
natural adadi {igiin

p(x(”), x(””")): \/i(x,ﬂ“) — x,ﬁ’“m))2 <e. (5)

k=1
(5) borabarsizliyinden aliriq ki, istenilon k nomresi iiciin n>N0(8) A
istonilon m natural adadi {igiin

XM —xm <o k=12,...

Alirq ki, istonilon k iigiin {Xl((")} odadi ardicillign fundamentaldir. R — haqiqi
adadlar ¢oxlugu tam faza oldugundan {xﬁ“)} ardicilliglari yigilandir.
Tutaq ki, lim XE”) = X&O). (5) sortindon alirq ki,
n—oo

Ji(xw_xw)z e

k=1
Sonuncu barabarsizlikdo m — oo sartindo limito kegsak, alariq:

J > (KX < (6)

k=1
Bu borabarsizlikde p — oo sortinds limits kegsok, alariq:

Pl X)) \/ > (KX < @)

k=1

Bu onu gostarir ki, {X(”)}c I, ardicillig X(O)=(X1(O),Xg0),...,x,(10)...) elementina

yigilir. Gostarak Ki, x©) ¢ I, . Bunun iigiin Z(x&o))z <oo oldugunu gostarmak
k=1
lazimdir. Minkovski barabarsizliyini tatbig etmakls alariq:

(ST = S -

< [S-AF + ST <o

k=1 k=1

Belalikls, aliriq ki, x(© )e . Yoni |,-don olan ixtiyari fundamental ardicilliq
bu fozanin elementino y1g111r. Demali |, -tam fozadir.

5. m- tam fozadwr. Tutaq Ki, x(”)z{xi(”)}em fundamental

ardicilligdr. {Xi(”)}em oldugundan ‘xi(”)‘ﬁkn, i=12,.. vo istonilon £>0
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odedi iiciin elo Ny(s) nomrosi tapmaq olar ki, n>Ny(g) va istonilon m
natural adadi {igiin
p(X(n),X(n+m))<8

yani

Xi(n) _Xi(n+m)‘ <g

sup

Onda istonilon i nomrasi li¢iin

x(n) — xi(”*m)‘ <& (8)

i nomrasini geyd edok. (8) berabarsizliyi onu gostarir ki, {x(l) x-(z),...,x-(”),...}

i N i
odadi ardicillig1 fundamentaldir vo Kosi meyarina gors yigilan ardicilligdir. Bu
ardicilligin limitini x; ilo isaro edok. Bu gayda ilo {xl,xz,...,xn,...} ardicilligimi

aliriq. (8) boarabarsizliyindon m — oo sortinds isteniloni vo n> No(g) tciin

‘Xi(n) — X ‘S ¢ aliriq. Buradan istonilon i {i¢iin

N N
|xi|£‘xi( 0)—xi‘+‘xi( 0)‘£g+kn0

Alirq ki, {Xi} ardicilligi mahduddur, yani {Xi}e m. Naticado Sup‘xi(”) —Xi ‘S £,

p(X(”),X)Sg aliriq, burada X = {X;, X,,..., X,,...}. Demali, m— tam fozadur.

6. c— tam fazadir. Molum oldugu kimi ¢ ¢oxlugu m fozasinin
altcoxlugudur. Ogar ¢ ¢oxlugunun m fozasinda gapali oldugunu gostarsak, ¢ -
nin tam foza oldugunu alariq. Tutaq ki, {x(”)} ardlcilligi c-ya daxil olan

ardicilliqdir:
X ) ) o, )

vo x5 x© x0 _ {xl(o), x9) Xi(o),...}.

Gostorok ki, {Xi(o)} ardicillign  yigilan ardicilliqdir.  Asagidaki

borabarsizliyi yaza bilorik:
‘xi(o) - xﬁo)‘ < ‘xi(o) —x{"

Xi(n)_X(jn)
< 2%y, %)+ X" =X )
Tutaq ki, >0 istonilon adaddir. n nomrasini kifayat godor boyiik segsok

p(xn,xo)< gl4 olar. Bu n nomrasini geyd edok. {Xi(n)} ardicilligt yigilan

Xgn) _ X(jn)

+ + <

oldugundan o fundamentaldir, ona goro do elo i, nomrasi tapmaq olar ki,

i, j >i, oldugda xi(”)—xg") < ¢ olar. Bunu (9) barabarsizliyindo nazors alsaq,

‘Xi(o)—x(jo)‘<g olar. Buradan {Xi(o)} ardicilliginin  yigilan oldugunu alariq.
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Demali, X(O)ec, yani c— qapali ¢oxluqdur. Bu iso C-nin tam olmasini
gostarir.

11.6. Metrik fozalarin tamamlanmasi

Molum oldugu kimi fozanin tamlig1 anlayist mithiim bir anlayisdir vo
yalniz tam fozalarda bir ¢ox miihiim faktlarin dogrulugu haqqinda danigsmaq
miimkiindiir. Masalon, riyazi analiz kursunda odod oxunun tamligi hoqiqi
adadlarin mitkommal nazariyyassini qurmaga imkan vermisdir. Elaca do metrik
fozalarin tamlig1 anlayisi funksional analizdo mithiim rol oynayir. Ona gora do
tam olmayan metrik fozalarin tamamlanmasi rasional odadlor ¢oxlugunun
biitiin irrasional ododlor ¢oxlugu vasitaSilo tamamlanmasi prosesino analoji
olaraq aparilir.

Metrik fozalarin tamamlanmasi prosesini Gyronmok {igiin avvalca
asagidaki anlayislar1 daxil edak.

Tutag ki, X vo Y metrik fozalardir. X;,X, € X Tiglin mosafoni
Py (X1, %), Y1,¥, €Y arasinda mosafoni iso g (y;, Y, ) ilo isaro edok.

Ogar X Vvo Y fozalan arasinda elo qarsilight birqiymotli uygunluq
yaratmaq olarsa ki, bu zaman uygun elementlor arasindaki mosafo saxlansin,
yani X, —>VY;, X, > Y, iso

px (4% )= py (Y1, >)

olarsa, X va'Y izometrik fozalar adlanir.

Aydindir ki, yigilma ilo olagodar olan bozi mosalalorin  hoallinds
izometrik fozalar1 eynilogdirmok olar.

Tutaqg ki, X tam olmayan metrik fozadir. Onda bu fozada fundamental
ardicilliglar vardir ki, onlarin X fozasinda limiti yoxdur.

Gostarak ki, bu halda elo tam X' metrik fozasi vardir ki, bu fazada har
yerdo six olan vo X ilo izomertik olan X, vardir. X' fozas1 X -in

tamamlanmas1 adlanir.

Torif. X' fozast o zaman X fozasinin tamamlanmasi adlanir ki,
asagidaki sortlor 6dansin:
1) X fozast X'-in altfazasi olsun;
2) X fozast X'-do hor yerdo six olsun, yoni X = X’ olsun (burada X ilo X -
in X'-do qapanmast isara olunur).

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem. Hor bir X metrik fozasinin tamamlanmasi vardir. Bu
tamamlanma X -in ndqtalorini torponmoz saxlayan izometriya dogigliyi ilo
yeganidir.
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Isbati. Ovvalco X -in tamamlanmasimin yeganoliyini gostorok. Bunun
tglin gostarmoaliyik ki, agor X' vo X" fozalar1 X -in iki tamamlanmasi iso,
onda X'-in X"-2 elo qarsilight birgiymatli ¢ inikas1 vardir ki,

1) go(x): X istanilon x e X {giin,
2) X > X", ¥y >y iso, onda py. (X, y)= oy (X", Y").
@ inikasini agsagidaki qayda ilo toyin edok. Tutaq ki, x" e X" istonilon noqtadir.
Onda tamamlanmanin tarifino gors elo {Xn}e X ardicilligr vardir ki, X, > x".
{X,}e X" vo X" tam oldugu iigiin X, — X", X" X".

qo(x'): X" Qgobul edok. Bu inikas talob edilon izometrik inikasdir.
Dogrudan da, qurmaya gors istonilon x e X {igiin go(x)z X.

Forz edok ki, X' fozasinda {Xn}—> X', {yn}—> y' vo X" fozasinda
.} =", {y,}—y". Onda mesafonin kasilmazliyine géro

PX'(X” y,):r!i_TOIOX'(Xnv yn):r!i_ljlp(xn’ yn)

14

\')
Px”(X”’ y”): lim pX”(Xn’ yn): lim p(xn’ yn)
n—oo Nn—o0
Buradan
px(X,Y)= oy (X" y")
Indi ise tamamlanmanin varligini gostorak. Ovvalca asagidaki torifi verak.
Torif. Bgor {x,}, {X,}eX fundamental ardicilliglari iigiin

lim p(xn, X,'1)=0 sorti ddonarss, onda bu ardicilliglara ekvivalent ardicilliglar

n—oo
deyilir vo {x,}~{x,} kimi isaro edilir. Bu miinasibot refleksiv, simmetrik vo

tranzitivdir. X fozasmimn biitin fundamental ardicilliglarini bu miinasibato
nozaran ekvivalentlik sinifloring ayira bilorik. X' fozasini asagidaki kimi toyin
edok. X' fozasimnin elementlori olaraq 6z aralarinda ekvivalent olan
fundamental ardicilliglardan ibarat miimkiin olan siniflori gotiirak, bels ki, bu
siniflor arasinda mosafs asagidaki qaydada toyin olunur. ©goar X" va y' X'-a
daxil olan siniflor isa, onda hor sinifden bir {x,} vo {y,} fundamental ardicilliq

gotiirmoakla
p(X,y')=lim p(x,.x;) (1)
toyin edirik.
Qeyd edak ki, bu gayda ilo toyin olunmus masafo x" vo y’ siniflorindon
hans1 fundamental ardicilligin gotiiriilmasindon asili deyildir.
(%0, Yo )= P (%, Y ) < (%0 X )+ (Vs Yim) )
borabarsizliyindan {Xn} Vo {yn}-in fundamentalligina géro n vo m-in kifayat
gadar boyiik giymatlorinda
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|p(xn’ yn)—p(Xm, ym) <&
Aling ki, S, = P(Xm yn) odadlar ardiclligi ticiin Kosi meyar1 6danilir vo demoali
S, ardicilhiginin sonlu limiti vardir. Bu ardicilligin limiti do {x,}ex’ vo
{yn}e y" fundamental ardicilliglariin se¢ilmasindon asili deyildir. Dogrudan
da {x,}, {x.}ex vo {y,}, {y.ley gotirsok, (2) boraborsizliyinden istifado
etmoklo

[0, V)= 20 Y ) < 2% %0 )+ £V Y1)
alariq. Buradan {x, }~ {x} vo {y } {yi} oldugundan
r!mp( ): Ilm ,O(Xn, yn)

aliriq.
| aksiom fundamental ardicilliglarin ekvivalentliyinin torifindon alinir.
Il aksiomun dogrulugu askardir.
I ticbucaq aksiomunu gostarmok tigiin X fozasinda dogru olan
(Xn1 yn)<p( n1 n)+p(zn’ yn)
borabarsizliyini gotiiriib, n — oo sortinds limits kegsok,
p(X,y)< p(X,2)+ p(z,Y)
alariq.
Indi gostarak ki, X fozasina X' fozasinin altfazasi kimi baxmagq olar.
Dogrudan da har bir xe X elementino bir fundamental ardicilliglar
sinfi qars1 qoymaq olar. Bu sinif bos deyildir. On az1 biitiin hadlori x -0 barabor
olan fundamental ardicilliglar bi sinfs daxildir. Bu halda

x=lim x,, y = lim y, olarsa, p(x,y)= lim p(x,,y,)

n—oo
Belolikla, hor bir xe X elementino qarst bu elements yigilan fundamental

ardicilliglar sinfi olan X -u qars1 qoyaq. Bu gayda ilo X -in X'-o izometrik
inikasin1 alariq. Ona goro do X fozasi ilo onun X' daxilindoki obrazini
eynilosdirmok vo X -0 X'-in altfozas1 kimi baxmagq olar. Indi iso gdstorok Ki,

X fozast X'-do hor yerdo sixdir. Istonilon x" e X’ vo &£ >0 ododini gotiirak.
X" sinfino uygun hor hansi {x,} fundamental ardicillig1 gétiirok. Kifayot gador
boyiikk N tigin n,m> N olduqda p( Xns m)<g. Onda alariq:
p(Xn,X )= lim p(x,, X, )< .
m—>oo

Buradan aliriq ki, X~ ndqtosinin hor bir otrafinda X fozasmimn elementi vardur.
Bu onu gostarir ki, X -in X' -do qapanmas1 X' ilo tist-iisto diisiir.

Nohayst, X' fozasmmin tam oldugunu gostorok. Qeyd edok ki, X'

fozasinin qurulmasit qaydasina goro X fozasinda hor bir fundamental
Xpy Xgyeees X yeee a@rdicillign  X'-do bu ardicilliq vasitssilo toyin edilon X'

elementino yigilir. X fozasi X'-do hat yerds six oldugundan X' fozasindan
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gotiirilmiis  X;,X5,..., X;,,... fundamental ardicilligma goéra X -don ona

ekvivalent olan x;,X,,...,X,,... ardicilligmi qura bilerik. Bunun {glin X

fozasindan x, olarag p(x,, X )<= sortini 6doyen istonilon ndqteni gotiirmok
n

lazimdir.
Bu gayda ilo qurulmus {x,} ardicilligi X -da fundamentaldir vo torifo

gora hor hans1 X' € X' noqtasine yigilir. Onda aliriq ki, {X;]} ardicilligr da X'

noqtasing yigilir. Teorem isbat edildi.
Bozi misallara baxag.
1. CO[O,l] ilo [0,1] pargasinda toyin edilmis ¢oxhadlilor ¢oxlugunu

gotiirak, bela ki, p,qeC, [O,l] coxhadlilori liclin mosafa

p(p,q):trg[g)l(ﬂp(t)—q(tx kimi toyin edilir. C,[01] tam olmayan goxluqdur.

Col01] tam C[01] fozasinda hor yerds six ¢oxlug oldugu iiciin onun
tamamlanmasi C[O,l] -2 izometrik olan fozadir.

2. L, [01] ilo [0,1] pargasinda kesilmoz biitiin funksiyalar goxlugunu
isara edok, belo ki, f(t),g(t)e Lp[O,l] funksiyalar1 arasinda mosafo asagidaki
kimi toyin edilir:

p<f,g>=ﬁ|f<t)—g<txpdt}

L'p[O,l] fozas1 tam deyildir. Belo ki, p dorocodon orta monada kosilon
funksiyaya yigilan kasilmoz funksiyalar ardicilligi L [O,l]-da fundamentaldr,
amma bu fozada limiti yoxdur. Lj [01] fozasim tamamlasaq, Lp[O,l] fozasina
izometrik olan foza aliriq.

11.7. Metrik fazalarda bir-birina daxil olan
kiiralor ardicilhigr hagqinda teorem

Bir-birina daxil olan pargalar ardicilligi haqqinda Kantor teoremi riyazi
analizin mithiim bir prinsipidir vo ¢oxsayl totbiglori vardir. Metrik fozalarda
bu prinsipin analoqu olan bir-birina daxil olan kiiralor haqqinda teorem
dogrudur.

Teorem 1. X tam metrik fozasinda bir-birino daxil olan va radiuslar
sifra yaxinlasan qapali kiiralorin hamisina daxil olan yegans noqte vardir.
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isbati. Tutag ki, Bj(x,1), By(Xy,5,).... B, (X, T, ). T, =0 baxilan
kiirolordir. Teoremin sortino géro B, 5B, >..5B,>.. (B,=B(x,r,))
Baxilan kiiralarin markazlorinden diizelmis X, X,,..., X,,,... ardicilligin gotiirak.

s Xy
p>0 tgln X, € I§n+p c B, oldugundan p(Xn+p,Xn)< rh>0, n>w. X
fozas1 tam oldugundan {Xn} ardicilligr hor hanst1 xe X elementino yigilir.

Istonilon n iigiin {Xn+p}p_12 eB,, Xpip =X, P00 Vo B, kiirasi qapali

oldugu iigiin istonilon n=1,2,3,... iigiin x € B, alirig.
Indi iso forz edok ki, biitiin kiiralora daxil olan vo x -don fargli hor hansi
y elementi do vardir. p(x, y): 0 >0 isaro edok. Istonilon n=12,... iiciin

X, y € B, oldugundan yaza bilorik:
& = p(x,y)< p(x, %)+ plx,, y) < 2,
Bu iso ola bilmaz, ¢iinki, n — oo oldugda r, — 0.

Teorem 2. X metrik fozasmin tam olmasi li¢iin zoruri vo kafi sort,
radiuslart sifra yaxinlasan, bir-birino daxil olan gapali kiiralorin bos olmayan
kosismoyo malik olmasidir.

isbati. Zoarurilik. Tutaq ki, X fozasi tamdir vo B, B,,...,B,... bir-

birina daxil olan qapali kiiralordir. Tutaq ki, r, bu kiiralorin radiuslari, X, iso
morkaz noqtaloridir. {Xn} ardicilligr fundamentaldir. Dogrudan da, m>n {igiin
(X, Xy )< T, Vo N —> 00 sortinda r, — 0 oldugundan p(x,,X,)—>0. X fozast
tam oldugundan lim X, vardir. X = lim x, isaro edok. Gostorok Ki, XeﬂBn .

n—0 =0 n
Dogrudan da X, Xs,..., X,_; noqtalori istisna olmagla ardicilligin biitiin hodlori
B, kiirasino daxildir. Ona goro do X ndqtesi biitiin B, kiirolori {i¢lin limit
noqtasidir. B,, kiiralari qapali oldugu iigiin istanilon n igiin x € B,.
Kafilik. Tutaq ki, {Xn} fundamental ardicilligdir. Gostarak ki, onun

limiti vardir. Ardicilliq fundamental oldugundan onun els x, haddini segmok
olar ki, n>n, oldugda p(xn,xn,)<% olsun. Markazi X, ndqtesinds, radiusu
=1 olan kiironi B, ilo isaro edok. Ardiciligin elo X, hoddini segok ki,

1
n,>n vo p(xn,xn2)<

57 nzn, olsun. Markazi X, ndqtesinds, radiusu

1 : , .
rZ:E olan kironi B, ilo isaro edok. Ogor Xy, X, .. Xy

(n, <n, <ng<..<n,) noqtolori artiq secilmisso, onda elo Xn,,, NOqtasi segok
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. - 1 .
ki, n>n,,, igiin /’(Xn'xnk+1)<ﬁ’ Nag >N olsun. x, - markazine vo

r:% radiusuna malik kiironi B,,, ilo isaro edak. Prosesi bu gayda ils

davam etdirmokls bir-birins daxil olan B, qapali kiiraler ardicillig1 alirig. Sarto

gora bu kiiralor ardicilliginin iimumi néqtasi vardir. Homin noqtoni x ilo isara
edok. Aydindir ki, X ndqtosi {Xnk} ardicilligimnin limit néqtasidir. ©gar {Xn}

fundamental ardicilliginin X noqtasine yigilan altardicilligi varsa, onda bu
ardicilliq 6zli do hamin X ndqtesine yigilir, yoni X = lim x,,. Teorem ishat

n—o0
edildi.

Tarif. Ogor verilmis M ¢oxlugunu an ¢oxu hesabi sayda he¢ yerda six
olmayan ¢oxluglarin comi soklindo gostormak olarsa, M c¢oxlugu birinci tip
coxluq adlanir. Birinci tip olmayan g¢oxluglar ikinci tip coxluglar adlanir.
Masalan, adad oxu tizarinds yerlogon biitiin rasional adodlor goxlugu birinci tip
coxlug, biitiin irrasional adadlor ¢oxlugu isa ikinci tip ¢oxlugdur.

Asagidaki teorem dogrudur:

Teorem 3. (Ber teoremi). Hor bir tam faza ikinci tip ¢oxluqdur.

11.8. Metrik fazalarda kompakt ¢oxluqlar

Riyazi analiz kursundan malumdur ki, adod oxu iizorinds gotiiriillmiis
istonilon sonsuz mohdud néqtalor goxlugunun he¢ olmazsa, bir limit noqtasi
vardir. Sonralar bu ideya timumilosdirilmis, artiq odod oxu tizorinds verilmis
mohdud c¢oxlugdan deyil, funksiyalardan togkil edilmis mohdud sonsuz
coxlugdan yigilan ardicilligin segilo bilmasindon miixtalif moasalalorin holli
zamant istifado edilmisdir. Diferensial tonliklorin hallinin varliginin isbatinda
Vo variasiya hesabi masalalorinin hallindo genis sokildo istifado edilon bu
ideyanin inkisafi miixtalif funksional fozalarda kompakt c¢oxluq anlayigina
gotirmigdir.

Torif 1. ©gor X metrik fozasinin M ¢oxlugundan gotiirilmiis
istonilon mohdud sonsuz alt¢oxlugundan bu altgoxlugun miioyyan ndqtosine
yigilan ardicilliq ayirmagq olarsa, onda M ¢oxluguna kompakt ¢coxluq deyilir.

Bu torifdon vo metrik fozada yigilan ardicilligin istonilon
altardicilligimin homin ardicilligin limitino yigilmasi faktindan alinir ki, hor bir
kompakt ¢oxluq gapalidir. Eyni zamanda kompakt ¢oxlugun istonilon qapali
altgoxlugu da kompakt ¢oxluqdur.

Torif 2. 9gor M = X ¢oxlugunun M qapanmasi kompakt olarsa, onda
M nisbi kompakt ¢oxluq adlanir.

Asagidaki sado teorem dogrudur.

Teorem 1. Har bir nisbi kompakt ¢oxluq mahduddur.
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Isbati. Forz edok ki, M ¢oxlugu nisbi kompaktdir, amma mohdud
deyildir. Istonilon x, € M ndqtosi gotiirok. M mohdud olmadig: iigiin elo
X, € M noqtesi tapmagq olar ki, bu noqto S(Xl, rl) kiirasi xaricindoa yerlosor.

r, = p(¥, X, )+1 gobul edok. M qgeyri-mohdud oldugundan elo X, € M
vardir ki, X3 € S(x;,1,). Sonra ry = p(x;, %;)+1 gebul edok vo prosesi bu gayda
ilo davam etdirok. Naticads elo {Xn}c M ardicilligr tapariq ki, p(xi,xj)zl,

i # j olar. Bu ardicilligin he¢ bir yigilan altardicilligi yoxdur. Bu isa M -in
nisbi kompakt ¢oxluq olmasi sortino ziddir. Alinmig ziddiyyat forziyysnin
dogru olmadigin1 gostarir. Demoli, M mohduddur. Teorem isbat olundu.

Tarif 3. ©Ogoar X metrik fozasimin har bir sonsuz altgoxlugu bu fazanin
elementins yigilan ardicilliga malik iso, onda X fozasina kompakt foza deyilir.

Ogor X kompakt iso, onda o tam metrik fozadir. Misallara baxagq.

1. X =[01]. Bolsano-Veyerstrass teoremino géro X kompaktdir.
Amma R :(— o0, oo) fozas1 kompakt deyildir. Ciinki, bu fozanin M = {1,2,3,...}
altcoxlugu heg bir yi1gilan alt¢oxluga malik deyildir.

R fazasinin istanilon qapali mahdud altgoxlugu iso kompakt ¢oxluqdur.

2. X =R". Bu foza kompakt deyildir, amma fozanin istonilon qapali
mohdud altgoxlugu kompakt ¢coxlugdur.

3. Biitiin kompleks odadlor ¢oxlugu C, p(z,, 22):|Z1 —z,| mosafasine

nozoron kompakt deyildir. Amma bu fozanin istonilon gapali mohdud

altcoxlugu kompaktdir, ¢iinki C kompleks ododlor fozasi vo R? fozasi
izometrik fozalardir. Umumiyyatlo, istonilon M vo M’ ¢oxluglari izometrik
coxluglar iso, bu halda bunlardan birinin kompakt olmasindan digarinin do
kompakt olmas1 alinir.

4. X = C[O,l] fozas1 kompakt foza deyildir. Bu fozada gapali mahdud va

kompakt olmayan alt¢oxluqlar vardir. Masalon, C[O,l] fozasinda f(0)=0,
f(l)zl Vo trg[g)l(]“(tlél sotrini 6ddayan funksiyalar ¢oxlugu M qapali vo
mohdud ¢oxlugdur, amma kompakt deyildir.

5. X =1,. Bu faza kompakt deyildir, ¢iinki bu fozada kompakt olmayan
qapali mohdud goxluglar vardir. Mosoalon, vahid radiuslu qapali S (O,l) kiirasi
bu fozada kompakt deyildir. Dogrudan da, S (O,l) kiirasina daxil olan
&(100,..), €(010..), &(001..) elementlorini gotiirsok, [e —e;|=+2,
I # J oldugunu gorarik. Buradan aydindir ki, {ei} ardicilligt vo onun heg bir

altardicillig1 yigilan deyildir. Buiso S (0,1) -in kompakt olmadigini gostarir.

Indi iso metrik fozalarda goxluglari kompakt olmasi sortlorini gostorok.
Bu moagsadlos, avvalca asagidaki tariflori verak:
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Tarif 4. Tutag ki, M vo N X metrik fozasina daxil olan ¢oxluglardir.
Ogor istanilon xeM iigiin elo x, € N tapmag olarsa ki, p(x,x,)<e olsun,

buhalda N ¢oxlugu M ¢oxlugunun & sabokasi adlanir.

Tarif 5. Ogoar istonilon £>0 iigciin M ¢oxlugunun sonlu & sobokasi
varsa, onda M < X ¢oxlugu tamam moahdud ¢oxluq adlanir.

Hor bir tamam mohdud ¢oxlugun moahdud olmasini asanligla géstarmok
olar.

F.Hausdorfa moxsus olan asagidaki miihiim teoremi geyd edok.

Teorem 2. M < X c¢oxlugunun nisbi kompakt olmasi Gigiin zoruri, X
fozas1 tam oldugu halda, hom do kafi sort M ¢oxlugunun tamam mohdud
olmasidir.

Tarif 6. Tutaq ki, {Gi} X fozasinda agiq ¢oxluglar sistemidir. ©gar

istonilon xe M noqtasi {Gi} sisteminin he¢ olmazsa bir ¢oxluguna daxil
olarsa, bu halda hamin sistemo M ¢oxlugunun agiq ortiiyii deyilir.

Teorem 3. M < X g¢oxlugunun kompakt olmasi ti¢iin zoruri vo Kafi
sort, bu goxlugun istonilon {G,} aciq Grtiiyinden sonlu altortiiyiin ayrila
bilmasidir.

Yuxarida gostordiyimiz teoremlordon asagidaki miithiim natico alinir:

Natica. Hor bir kompakt metrik foza separabeldir. Dogrudan da, {¢,}

ardicilligy gotiirak, belo ki, ¢, — 0. Hoar bir g, ticiin sonlu &, sobaks quraq:

N, = {Xi(n)}i=1,2 _____ k- N = U N, isaro edok. Aydindir ki, N ¢oxlugu hesabidir
n=1
vo X fozasinda har yerds sixdir. Demoli, X separabeldir.

11.9. Topoloji fazalar

Osas anlayislar. Metrik fozalari 6yronorkon gordiik ki, bir ¢ox mithiim
anlayislar noqtonin otrafi anlayisi ilo six baglidir. Masalon, x e X elementi o
zaman X, € X ardicilliginim limiti olar ki, X-in istenilon U, atrafi liciin elo

N, némrasi olsun ki, n> N, oldugda x, €U, olsun. Eloca da, limit ndqtasi,

aclq vo gapali ¢oxluqlar, onlarin bir ¢ox xassalori otraf anlayigina osaslanir.
Metrik fozada iso otraf anlayisi daxil edilmis mosafo vasitosilo toyin edilir.
Molum olmusdur ki, yuxarida geyd etdiyimiz bir ¢ox anlayislart mosafo
olmadan bels yalniz straf anlayisinin komayi ilo do daxil etmok olar. Bu ideya
noqtanin atrafi anlayisina oasaslanan topoloji foza analyisina gatirir. Ona gora
do avvalca topoloji fozanin tarifini verak.

Tarif 1. Hor hansi tobiato malik elementlordan ibarat olan X ¢oxlugu o
zaman topoloji foza adlanir ki, X ¢oxlugunda agiq ¢oxluglar adlanan r
altcoxluglar sistemi tayin edilsin, bels ki, asagidaki sartlor 6danilsin:
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I. Biitiin X coxlugu vo bos ¢coxlug— a¢iq ¢coxluqdur.

1. Istonilon sayda aciq coxluglarin birlosmosi agiq ¢coxlugdur.

I11. Sonlu sayda agiq ¢coxluglarin kasismasi agiq ¢oxluqdur.

X ¢oxlugunun altcoxluqglarindan ibarat olan miixtalif 7 agiq ¢coxluglar
sistemi gotiirmoklo miixtolif topoloji fozalar almaq olar. Ona goro do adotan,
topoloji foza dedikdo X c¢oxlugundan vo onda toyin edilmis 7
topologiyasindan (yani 7 agiq ¢oxluglar sistemindon) ibarat (X,r) ciitlityli basa
diistlir.

xe X noqtesini 6z daxilindo saxlayan istonilon agiq ¢oxluq bu
noqtonin otrafi adlanir. Otraf anlayisindan istifado etmoklo, metrik fozalarda
oldugu kimi burada da ardicilligin limiti, ¢oxlugun limit noqtasi vo daxili
noqtasi, ¢oxlugun qapanmasit vo diger anlayislart daxil eds bilorik. Amma bu
gayda ils toyin edilmis timumi X topoloji fozasinda {Xn}c X ardicilliglarinin

limiti yegano olmaya da bilor. Masalon, X :(— oo,oo) Vs agiq ¢oxluglar sistemi
olarag X,¢ vo odod oxundan sonlu sayda noqtslorin atilmasi noticasindo
alinan c¢oxluglar olarsa, onda alinmig topoloji fozada istonilon {Xn}cX

ardicilliginin  limiti istonilon xe X noqtesi olar. Ardicilliglarin limitinin
yeganaliyini tomin etmok mogsadilo topoloji fozanin yuxarida verilmis I-111
aksiomlarina Hausdorf aksiomunu da slavs edirlor.

Ayrilma aksiomu. X topoloji fozasinin istonilon x,y e X noqtalarinin
elo U, vo U, otraflart vardir ki, U, U, =&. Bu aksiom ikinci ayrilma

aksiomu da adlanir. ikinci ayrilma aksiomunun &donildiyi topoloji fozaya
Hausdorf tipli, yaxud ayrila bilon topoloji foza deyilir. Bu tipli fozalarda
ardicilliglarin limiti yegano tisulla toyin edilir.

9gor X elementinin biitiin {UX,UX,WX,...} otraflarin1 gétiirsok, aydindir
ki, asagidaki tokliflor dogrudur:
1. x-in istonilon atrafi tiglin x e u, .

2.9gor U, Vo v, Xx-in atraflari iso, onda bu noqtanin elo w, otrafi vardir ki,
W, < U, Noy.
3.9gar yeU, iss, onda y-in els v, otrafi vardir ki, v, cu,.

Bu tokliflor topoloji fozanin yuxarida verilmis torifino ekvivalent olan ikinci
torifini vermoys imkan yaradir.

Torif 2. istonilon x e X elementino garst X ¢oxlugunun bos olmayan
altgoxluglarindan ibarat olan, X elementinin otraflar sistemi adlanan S,
coxlugu garst qoymaq olarsa ki, asagidaki aksiomlar 6doanilsin, bu halda X
topoloji foza adlanir:

I. x-in har bir U, otrafi bu ndqtani ohats edir.
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Il. ©gor u, vo v, X-in iKki otrafi iso, onda {igiincii elo w, otrafi vardir ki,
W, < U, Noy.
1L Istonilon y eU, ndqtesinin elo v, otrafi vardir ki, V, €U, .

I,11,111 topoloji fozanin Hausdorf aksiomlar1 adlanir.
Metrik fozalarda oldugu kimi istonilon x € G ndqtesinin elo u, otrafi

vardirsa ki, u, <G olsun, bu halda G < X ¢oxlugu agiq ¢oxluq adlanir. Bos
coxluq da agiq ¢oxluq hesab olunur. Hausdorf aksiomlarindan istifado etmaklo
asanliqla gostormok olar ki, istonilon sayda a¢iq ¢oxluglarin birlosmasi vo
sonlu sayda agiq coxluqglarin kosismosi agiq ¢oxlugdur. Buradan topoloji
fozanin gostarilon toriflorinin ekvivalent olmasi alinir. Topoloji fozanin tarifing
daxil olan S, ¢oxlugu fundamental sistem, yaxud baza adlanir. Aydindir ki,

metrik foza K(x,&) soklinds otraflardan ibarot bazaya malik ayrila bilon
topoloji fozanin xiisusi halidir.

Ogor X topoloji fozasinda mosafoni elo toyin etmok olarsa ki, bu
mosafa ilo toyin edilon 7 topologiyasi (yani, agiq ¢oxluglar sistemi) X -do
verilmis topologiya ilo iist-listo diigsiin, bu halda X -metriklasa bilon topoloji
foza adlanur.

Qeyd edok ki, metriklasa bilmayan topoloji fozalar da vardir. Masalan,
F[O,l] ilo [0,1] pargasinda toyin edilmis biitiin haqigi giymatli funksiyalar
goxlugunu gétiirok, belo ki, x(t)e F[0,1] néqtesinin V, otraflar bazas

o(Xty, bty 6) = {Y(t) e FO/y(t ) - x(t ) < &, i =1.2,...,n}
kimi toyin edilir.

Tutaq ki, (X,T)— topoloji fozadir. Ogar X ¢oxlugunda basqa bir 7’
topologiyasi (yani basqa aciq ¢oxluglar sistemi) toyin edilorso, onda (X,r')
topoloji fozasi alariq.

Ogor istonilon G e X ¢oxlugu 7 topologiyasina gors agiq olduqda 7’
topologiyasina gora do agiq olarsa, onda 7' topologiyasi 7 -dan giiclii adlanir.
Basqa sozlo, bu halda istonilon x e X ndqtaesinin 7 topologiyasinda istonilon
otrafi X noqtasinin 7' topologiyasinda da otrafidir. Aydindir ki, 7’
topologiyasinin 7 -dan giiclii olmasi tiglin zaruri vo kafi sort z topologiyasinda
V, otraflar bazasina daxil olan u, otrafi ligiin 7’ topologiyasinda V, bazasina

daxil olan elo u} otrafi tapmaq miimkiin olsun ki, u;, cu,. 9gar bundan slave
har bir v; eV, igiin elo v, €V, tapmaq olarsa ki, v, v olsun, bu halda

Vo 7' topologiyalart ekvivalent adlanirlar. Bu halda (X,z) vo (X,7’) fozalar
eyni agiq ¢oxluglar ehtiyatina malikdirlar.
Tutag ki, X topoloji foza, X, < X ise onun altcoxlugudur. X,

coxlugunda topologiya asagidaki qayda ile toyin oluna bilor: X, ¢oxlugunda
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agiq ¢oxluq elo H < X, ¢oxluglar1 adlanir ki, H =G(1 X, olsun, burada G
X ¢oxlugunda agiq ¢oxlugdur. H altcoxlugu G alt¢oxlugunun X,-da “izi”
adlanir vo bu halda deyirlor ki, X,-da topologiya X fozasindaki topologiya
vasitosilo yaranmisdir.

Tutaqg ki, X va Y —topoloji fozalardir.

Toarif. f:X —Y inikasi 0 zaman X e X ndqtasinds Kosilmoz adlanir
ki, istonilon v,y =Y otrafi igiin elo u, =X otrafi tapmaq olsun Ki,

f(UX)C Uf(x)'

Goriindiiyii kimi bu torif kasilmazliyin Kosi monada ("&—6" dilindo)
torifinin miicorrad fozalar iigiin analoqudur. Belo Ki, (X, —&, X, +3) Vo
(f(xg)—&, f(x))+e&) intervallari uygun topoloji fazalarda noqtenin otraflart
ilo ovoz edilmisdir.

Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem. f:X —Y inikasinin X fozasinda kosilmoz olmasi {igiin

zoruri vo kafi sort H <Y istonilon agiq coxlugunun f *(H) proobrazinin X
coxlugunda agiq ¢coxluq olmasidir.

Topoloji fozalar igarisinds hesabi bazaya malik topoloji fozalar xiisusi
sinif togkil edirlor. Ogar har hans1 T topoloji fozasinda hesabi baza varsa, onda
homin fozada hokmon hesabi hor yerds six ¢oxluq vardir, yani elo hesabi
coxluq vardir ki, onun qapanmasi biitin T fozasidir. Metrik fozalarda oldugu
kimi, hesabi hor yerds six ¢oxluga malik topoloji fozalar da separabel fozalar
adlanir.

Ogor R metrik fozasi separabel iso, onda o hesabi bazaya malikdir.

Ogor {Xn} R -doa hesabi har yerds six ¢oxluq iss, onda B(Xn,l) ac1q kiiralori,
m

m,n e N, hesabi baza taskil edir. Belaliklo, asagidaki teorem dogrudur:

Teorem. R metrik fozasi yalniz o zaman hesabi bazaya malikdir ki, o
separabel olsun.

Teoremo osason mohdud ardicilliglardan ibarot separabel olmayan
metrik foza hesabi bazaya malik deyildir. Qeyd olunmus bu teorem {imumi
halda, metrik foza olmayan topoloji fozalarda dogru olmaya da bilar, yoni
hesabi bazaya malik olmayan separabel faza gostormok olar.

Torif. Bgor {M_} goxluglar sistemi iigin X =U M sorti 6donarso,

onda bu sistemo X c¢oxlugunun ortiiyii deyilir. T topoloji fozasinin agiq
(qapal1) ¢oxluqlardan ibarat ortliyii aciq (qapali) ortiik adlanir.
ogor {M,} sisteminin har hanst {M ai} alt hissosi T fozasmin ortiiyii

iSa, Ona {M o }-nln alt ortiiyli deyilir. Asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem. Ogor T — hesabi bazaya malik topoloji faza iso, onda onun
istanilon ortiiylindon sonlu va ya hesabi alt 6rtiik ayirmaq olar.

Topoloji fazalarda kompakthq. Riyazi analiz kursunda Heyme-Borel
lemmas1 adlanan asagidaki fakt miihiim rol oynayir.

Odad oxu iizerinde [a,b] pargasinm istonilon intervallar sistemi ilo
oOrtliylindon onun sonlu alt ortiiylinli ayirmaq olar. ©gar bu toklifds intervallari
istonilon agiq c¢oxluglarla avoz etsok, toklif yena dogru olar; yoni [a,b]
pargasiin istonilon agiq Ortiiytindon sonlu altortiik ayirmaq olar. ©dad oxu
tizorindo parcanin bu xassasindon istifado edorok asagidaki miihiim anlayisi
daxil edak.

Torif. Ogor T topoloji fozasimin istonilon agiq ortiiyli sonlu altortiiys
malik iso onda T -ya kompakt topoloji foza deyilir.

Hausdorf ayirma aksiomunu 6doyon kompakt topoloji foza kompakt
adlanir.

Asagidaki teoremlor gostorir Ki, adad oxu tizorindo [a,b] parcasinin
malik oldugu kompaktliq xassasi istonilon sonlu 6lgiilii evklid fozasinda gapali
mohdud ¢oxluglar tigiin do dogrudur. ©ksina, adad oXu, miistovi, ligol¢iilii foza
kompakt olmayan fozalara misallardir.

Forz edok ki, {A} T coxlugunun miioyysn altcoxluglar sistemidir.

n
Ogor bu sistemin istonilon sonlu kasismasi ﬂAi bos ¢oxluq deyilso, onda bu
i=1
sistema morkozlogmis sistem deyilir.
Kompakt ¢oxluglarin yuxarida verilmis torifindan vo ikilik prinsipindon
istifado etmaklo fozanin kompaktligi haqqinda teoremi isbat etmok olar.
Teorem 1. T topoloji fozasinin kompakt olmasi tiglin zaruri vo Kkafi
sort, onun hor bir morkazlosmis gapali altgoxluglar sisteminin bos olmayan
kasismoys malik olmasidir.
Indi iso kompakt fozalarin bozi xassolorini geyd edok. Bu xassolori
asagidaki teoremlorlo ifado etmok olar.
Teorem 2. Ogor T kompakt foza iss, onda onun istanilon sonsuz
altgoxlugu he¢ olmazsa bir limit ndqtosine malikdir.
Teorem 3. Kompakt fozanin istonilon gapali altgoxlugu da kompaktdir.
Teorem 4. Kompakt fazanin kosilmoz obrazi da kompakt fozadir.
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11.10. Metrik fazalara aid masala halli niitmunalari
Va tapsiriqlar

1. |zZ<R (0<R<oo) dairesindo birgiymatli vo analitik funksiyalar

oy -0
-251 L madf ()~ g(z)

|2f<r

coxlugunun

masafasine nazaron metrik foza toskil etdiyini gosterin, burada r, monoton

artan vo R ododine yigilan miisbot adadlor ardicilligidir. Bu fozam1 Ag kimi
isaro edirlor.
Holli. p(f,g)=0 eynilik aksiomu istonilon k>0 igiin

|f( g(Z)=O boraborliyino eynigiicliidii. Buradan |z/<f  iigiin

z\<rk
f(z)=g(z) aliriq. Analitik funksiyalar iigiin yeganolik teoremindon istonilon
|Z| <R ig¢iin f(z): g(z) oldugunu aliriq.

p(f , g)z p(g, f) simmetriya aksiomunun 6donmosi aydindir. Ona
goro do tigbucaq aksiomunun dogru oldugunu yoxlayaq: forz edok Ki,
f(z), 9(z), (z) Ag-o daxil olan istonilon funksiyalardir. |Z| <R sortini 6dayan
istonilon z noqtasinda

|1(2)-9(z) <[(2)-0(z) +[p(z) - 9 (2)

max| (2)- )<max| (2)- ]+max|¢)() 9(z)

|2f<ric |2f<ric |2f<rc

Vo

olmasi aydindir.
t 1
t =, 't = 0
v(t)=r70 v (Y

oldugu ii¢lin l//(t) funksiyasi istonilon t>0 giymatlorinds monoton artandir.
Ona goro da istonilon k >0 igiin

max|f(z)- () ) max|t(2)-olz) - maxfplz)-gle)

1+r213rx|f( )| 1+max|f(z )+1+max|¢>() 9(z) ™
rarl)-ofe] it e
1+max|f o(2) 1+max|go() g(z)

z<r

Buradan p(f , g)S p(g, f)+p(¢, g) alinir.
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2. Tutag ki, X-— [0,1] pargasinda verilmis biitiin n-daracali cabri
n n

¢oxhadlilor  ¢oxlugudur. Istonilon P(X)zZaka Vo Q(X):Z:bkxk
k=0 k=0

coxhadlilari tigiin

p(P.Q)= ImaXIP() Q(x),

Xe 01
&)
Pz P Q Z|ak bk|
mosafalori toyin edok. Bu mosafslorin ekvwalent oldugunu gostarin.
Holli. Tutaq ki,
n n
9(x)=P(x)-Q(x)= 3" (a ~b )x* = > c.x"
k=0 k=0
Onda

n(P.Q)= max|P( —Q(x)= max|g(x] =

xOl

chx <Z|Ck| p>(P.Q)

indi iso oks berabsrsmhyl gostsrak. Bu mogsadls, [0,1] pargasindan
Xo <X <Xy <..<X, sortini 6doyon noqtolor gotirok vo (n+1) machullu
(n+1) sayda tonliklor sistemins baxag:

ickxik =g(x) (i=012,..,n)

Bu sistemin asas determinanti Vandermond determinantidir va sifirdan
forglidir. Ona gora do sistemin yegano

Ck—Zak, (k=012,...,n)

halli vardir. Burada o gmsallarl se¢ilmis t; noqtalorinden asilidir, amma

—maX
XEOl

9(x) goxhadlisindon asili deyildir. Ona gora do yaza bilorik:

p2(P.Q)= Z|Ck|—zzn:akig(xi%3

k=0li=0

<[ 35 it < (e

k=0i=0
Buradan p,(P,Q)< 0,(P,Q)< fp,(P,Q) oldugunu, yeni bu mosafolorin
ekvivalent oldugunu aliriq.
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3. X metrik fozasinda istonilon x,y,z elementlori iigiin

|p(x, y)—p(y, Zl < p(x, Z) oldugunu gostarin.
Halli. Ugbucaq aksiomuna gora
px,y)< p(x.2)+ ply. 2)
Eyni gqaydailo p(y,z)< p(y,x)+ p(x,z). Buradan
p(x y)-ply.2)=-p(x 2)

Naticoda
- p(x.2)< p(x,y)-ply,2)< p(x,2)
yaxud
()= ply,2) < p(x,2)
alariq.

4. ixtiyari metrik fozada p(x,y) mesafo funksiyast hor iki arqumento
nozaran kasilmoz funksiyadir.
isbati. Tutaq ki, lim p(x X)= Iim(yn, y)=0,

(% Ya )= (X, y)l 0%, yn) = ol yn)+p(x V)= p(% y) <
Slp(xn, V)= (% Yo ) +[o(x, Y )= p(%. ¥)
borabarsizliyinin sag torafine 2.3-do alinmis beraberSIZIIyl totbiq etsok
0%y, Y )= 2(%, V) < £(%0, %)+ ol Yo, V)
Buradan iso r!i_TJP(Xm Yo )— p(%, y)=0 alarg.

5. R= (— 00, oo) haqiqi adadlor coxlugunda masafani
p(x, y)=arctg|x—y| kimi toyin etmok olarmi?

Holli. arctgx funksiyasi artan funksiyadir vo f(0)=0. Ona géro do
x—y|>0 oldugda arctg|x—y|>0. arctg|x—y|=0 olarsa, [x—y|=0, x=y
aliriq. x =y oldugda p(x,y)=0 olmasi aydindr.

|X - y| = |y - X| olmasindan arctg|x — y| = arctg|y — X| vo demoali
p(X, y)= p(y, X) almnir.

Gostarak ki, istonilon X, Y,z tiglin

arctg|x— y|<arctg|x—z|+arctg|z - y|.
Bunun {igiin arctg (a’ + ﬂ) <arctge +arctgf borabarsizliyinin dogru oldugunu
gostormok kifayatdir. Komokgi
f(t)=arctgt +arctgs —arctg(t + S)
funksiyasina baxaq.

1 1
f'lt)= — >0 t=0, =0
® 1+t 1+(t+ ) p
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liciin oldugundan f(t) funksiyasi qeyd olunmus g e(0,00) tigiin [0,+o0)
araliginda artan funksiyadir. Ona gors do t >0 iigiin f(t)> f(0)=0. Buradan
arctga +arctg —arctg (e + )= 0,
yaxud
arctg(a + )< arctga + arctg
alariq. [X—y|<|x—2z|+|z—y| borabarsizliyini vo arctgt-nin artan oldugunu
nozars alsag, =[x -1z, B=|z—y| gebul edarak, sonuncu barabarsizlikdan
arctg|x — y| <arctg|x—z|+arctg|z - |
alariq. Bu isa tigbucaq aksiomunun dogru oldugunu gostarir.
6. Tutaq ki, X;, X,,..., X,,,... uygun olaraq py, py,..., Pp,... Masafolarina
malik metrik fozalardir.
X =X x Xy x.x X, X X :(Xl, X yees Xn...)
dekart hasilini isars edok.
Y= (V1 Vv Yoee)s Yo Yie € X
elementlori arasinda masafoni agsagidaki kimi toyin edok:
— S 1 pn (Xn ! yn) *
p(x’y) ;zn 1+pn(xn!yn) ( )
Gostoarin Ki, p(X, y)— masafo aksiomlarini 6dayir.

Hoalli. im<— oldugu tgiin vo zi yigilan handasi
2" 1+ o, (X, Y) 2" 2"
sira oldugundan (¥*) sirast da yigilandir. Moasafonin | vo Il aksiomlarinin
odonmosi aydindir. Ugiincii aksiomun 6donildiyini gdstorok. X,y,z e X
gotiirok. — po(Xy, Yn)=ay,  py(%0.20)=by,  pn(Vezh)=C, isaro edok.
Xns Ynr Zn € X, VO p, X, -0a masafs oldugundan a, <b, +c,. Buradan
a b C

< B G (hen)
1+a, 1+b, 1+c,

borabarsizliyino géra

<Z wi Cn
nl2”1+a 2”1+b nl2”1+cn

aliriq. Buisa p(x,y)< p(x,2)+ p(z, y) olmas1 demokdir.
7. a,a,,..,a, Vo by,b,,....b, hogigi adadlori iigiin Kosi barabarsizliyi
adlanan asagidaki berabersizliyin dogru oldugunu gostarin.

ol 5]
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ox)=3 (ax+b :@aijz +2£Zn1:aibin+

k=1 i i=

n
+ Y b= Ax*+2Bx+C

i=1

n n n
funksiyasina baxaq. A= Zaiz , B= Zaibi , C= Zbiz isaro edok. A>0,

=] = =
p(x)>0 oldugundan BZ-AC<0 ddonmalidir. Buradan

(le aibij2 < (zl: aZIZl: bfj .

8. Minkovski borabarsizliyi adlanan agagidaki borabarsizliyi isbat edin:

(Buwewr] (S o(En]

alirg.

i=1
Isbati. Sonlu com iigiin Kosi borabarsizliyindon aliriq ki,

n n 1/2 n 1/2
2> ab; < 2{2 aﬁj (Z bf}
i=1 i=1 i=1

n n
Bu barabarsizliyin har tarafina Zaiz +Zbi2 comini olavas etsak, alariq:
i-1 i=1

n n n n 1/2 n 1/2
al +2) ab, +be§2af+2(2af} (be} +>bf
i=1 i=1 i=1 i=1 i

o) (g

i=1 i=1

I

>

i=1

3 (a0, gl(

9. [0,2] pargasinda kosilmoaz funksiyalardan ibarot Cl[O,Z] fozasimin

2
p(f.9)= J.| f(x)- g(x)|dx masafosine nozaren tam olmadigini gostarin.
0

Halli.
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1 ngsl—l,
n

@ (x)={n(1-x) 1—%3 x<1,

0, 1<x<2.

ardicilligini gotiirak. ¢, (X)e Cl[O,Z], neN.
Gostarok ki, ¢,(x) bu fozada fundamental ardicilliqdir, amma y1gilan
deyildir.
Dogrudan da n>m olduqda alariq
1

1-=
n

(P o) = [[1—m2—x)ldx+

1-=
m

1
n-m_ 1
+(n—m)f(1—x)jx: S

1-=
n

Ona goro do p(gon,gom)ém—)& yoni  ¢,(x) fundamental

ardicilliqdir.
Tutaq ki, f(x)eC'[0,2] istonilon kesilmaz funksiya ve
1, 0<x<1],

X)=
W( ) {0, 1<x<2.
Asagidaki boraborsizliyi yazaq:

0.2 [1F ()1 () = () o (0 [y () ()

2
Burada .“% (x)— t//(XXdX = % —0, n—>o oldugundan boraborliyin sag
0

2
torafindoki p(g,, )= j | £(x)— @, (x)dx ifadasi heg bir kasilmoz f(x)e C'[0,2]
0
funksiyas1 ticlin sifra yigila bilmoaz, yoni p((on,f)+)0, n—oo. Bu iss
Cl[O,Z]-nin tam olmamasi demokdir.
10. X metrik fozasinda asagidaki xn:(xl(“),xg"),...,xﬁ”),...) noqtolor
ardicilliglar y1gilandirmi?
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a) X =|1, Xn= 1;11---’11010’ 1
nn n
n
b) X :Iz, Xn: 1,11-' 111010’ 1
nn n
| ——
n2
11 1
v) X=1L, x,=|1=,=,..-,00,..].

Halli. a) istonilon ne N iigiin x, €l, olmasi aydindir. Gostorak Ki, X,
ardicilligi fundamental deyildir. Dogrudan da istanilon ne N igiin

n 1 1 2n 1
p(XmXZn):Zﬁ_%"' Z 2_:]-’ p(xn’XZn):l%O'
k=1 k=n+1

X, fundamental deyildir, demoli heg y1g1lan da deyildir.
b) x, ardicillig1 I, fozasinda da fundamental deyildir.

2 2 (Zn)z
—ll 1 1
2
Xy Xon )= ——— + — =
IO ( n Zn) ; n 2n ) n2+14n2
n? 1 4n? 1 ) 2(
=Yy S oan? =1, p2 (X, %) =1
kz‘imz k=%‘+l4n2 4n? P* (% Xen)

Demali x, ardicilligr |, fozasinda fundamental deyildir vo y1gilmur.
v) Bu halda

3 n+m [’} 1
P (Xn!Xn+m): Z _3S Z _3_)07 n—o
k=n+1k k=n+1k

va istonilon men ticiin. Demali, X, ardicillig1 I; fozasinda fundamentaldir. |,

tam foza oldugu iigiin x, yigilandir.
11. Tutaq ki, N,— elo X:(Xl,xz,...,xn,...) odadi ardicilliglaridir ki,

Sup(an|xn|)< +oo sorti odonilir, burada a = (e, )— qeyd edilmis miisbat adodlor
n

ardicilligidir. 8 =(f3,) elo miisbot odedlor ardicilligidir ki, L = Sup[&J sabit
n an
komiyyotdir. N, coxlugunda mosafoni
p(X, y): Sup(ﬁn|xn - yn|)
n

kimi toyin edok. Isbat edin ki, N, tam metrik fozadur.
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Isbati. Tutaq ki, xK (Xl( ),X(k) ,X,(]k),...) N, fozasinda fundamental
ardicilligdir. Onda istonilon &> 0 ododi verildikds elo n, nomrasi tapmaq olar
ki, k,m>n, oldugda

,O(Xk, m) SUp( nx(k (m)

() _ y(m)

): Lsup(an Xq )< g
n

() _ y(m)

Odonilir. Buradan geyd olunmus n {iglin e, |X N\

<E (k,m>n,) alariq.
Bu o demokdir Kki, {X(m)} ardiciliglar1 R hoqgiqi odadlor ¢oxlugunda

n

fundamentaldirlar. Ona géra do y, = lim X,(]m) limitlori vardir.

m-—oo

&
< —
L

borabarsizliyinde m-—oo sortinda limito kegsok (qeyd olunmus neN vo
k >n, tgiin) alariq:

10 _ y(m)

n

Gostarak Ki, 7 =(1,72e0 Vo2)

oy Xr(lk) —Vn|ST
Onda yaza bilarik:
Otn|]/n|ﬁan Xr(1n0)_ n nxgnO) = an(1n0) =Cn0 < 400,
yani y € N, . Bundan alavs, k > n, olduqgda
&
P(Xk’7)=SUP,3n —7‘ SUIO['B” —7,1} LI=5,
n

yani, p(x(k),y)—>0, K—o0.
12. [01] parcasinda kesilmoz diferensiallanan funksiyalardan ibarot

Cc(,l)[O,l] fozasimnin
p(f,9)= maqf()-g(x)
mosafasine nozaran tam olmadigini gostarin.

Halli. f(x)= Zak COS(bkﬂX) Veyerstrass funksiyasini gotiirok, burada

0<a<1, b— tam tok ododdir vo ab >1+377T. Baxilan sira miintozom yigilan

oldugundan onun comi olan f(x) funksiyast [0,1] pargasinda kosilmoz
funksiyadir. Amma moalum oldugu kimi bu funksiyanin [0,1] pargasinin heg bir
noqtasinda téramasi yoxdur. Belalikls, aliriq ki, bu siranin xiisusi comlori
ardicilligr miintozom yigilandir vo demali Cél)[O,l] fozasinda fundamentaldur.
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Amma gordilylimiiz kimi bu ardicilligin baxilan fozada limiti yoxdur. Yani
cW[04] tam foza deyildir.
13. Gosterin ki, C[-11] fozasi [-11] pargasinda verilmis

Z a x" cabri coxhadlilordan ibarat P fozasinin
(P,Q) max |P( )— Q(X] masafosine nazeren tamamlanmasindan ibarotdir.
Xe 11
n Xk
Halli. P,(x :ZF’ n=012,... ¢coxhadlilor ardicilligin1 gotiirak. Bu

ardicilligin limiti e* funksiyasma borabordir vo P ¢oxluguna daxil deyildir,
demali P tam foza deyildir. Amma Veyerstrass teoremino goro P ¢oxlugu
C[-11] fozasinda hor yerds sixdir. Ona géro do C[-11] fozasma P fozasiin
tamamlanmasi kimi baxmaq olar.

14. 1) [0,1] pargasinda kosilmaz va |f(X]£l, Xe[O,l] sartini 6dayan
funksiyalar coxlugu M -in C[O,l] fozasinda nisbi kompakt olmadigini gostarin.

2) [01] parcasinda ksilmaz diferensiallanan va |f'(x)<1, f(0)=a
sortini 6doyon M’ coxlugunun C[0,1] fozasinda nisbi kompakt oldugunu
gostarin.

Hoalli. 1) fn(x)zsin 2" 2x (n:1,2,...) funksiyalar ardicilign M
coxluguna daxildir, amma bu ardicilliq C[O,l] fozasinda y1gilmir. Dogrudan da

k >n oldugda
1 1
P, £)= sup | F,(0)~ £ () > f(—j fk(—mj _
Xe[O,l] 2 2

miinasibatindon verilmis ardicilligin fundamental olmadigi alimir. Bu iso
ardicilligin y1gilan olmamasi demakdir. Yoni M kompakt deyildir.
2) istonilon f(x)e M’ funksiyasmnin

t
J. (r)dz
0
soklindo gdstormok olar. Buradan |f(X1 S| |+1 aliriq. Eyni zamanda

"
|f(x) =If'(r)dr
alariq.

Almmis bu miinasibatlor gostorir ki, M’ c¢oxluguna daxil olan
funksiyalar miintoazom mahdud va eyni doaracadan kasilmazdirlor. Onda molum
Arsel teoremino goro M’ ¢oxlugunun kompakt olmasini aliriq.

< |Xﬂ _ Xv|
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1
15. 1= {x = (X Xo ooy Xy o) € L3 [X0] < ?}
paralelepipedinin |, fazasinda nisbi kompakt oldugunu gostarin.
Hoalli. Gostorak ki, IT tamam mohdud ¢oxlugdur, yani istonilon & >0
adadi tigiin IT ¢oxlugunun sonlu & -sobakasi vardir.

istonilon &> 0 ododini geyd edok. 2i<§ boraborsizliyini doyon n

nomrosini  segok  vo  hor bir x= (Xl, X yeeny Xn,...)eH noqtasine  qarsi
x©) = (xl, Xp e Xq ,0,0,...)e [T ndqtasini garst qoyaq. Onda
( " 1/2 0 1 1/2 1 1
0))_ 2 _ &
olx, x% )= X < = == = E
) (kg;rlkJ (k=zn+14k] V32" 2" 2

IT paralelepipedinin biitiin x(©) noqtalarindon diizelmis I1, ¢oxlugu tamamilo
mohdud ¢oxluqdur (n-dlgiilii fazada mohdud ¢oxluq oldugu ii¢lin). Ona gora

do TI, c¢oxlugunun sonlu g sobokoasi vardir. Bu eyni zamanda IT ¢oxlugu

ticiin sonlu & soboks olar.
16. Biitiin ¢oxhadlilor ¢oxlugu R-in n dofo kasilmoz diferensillanan

funksiyalar fozas1 C"[a,b]-do

PSS max| 49— 9" (x)
koo Xela,

mosafasina nozaran har yerds six oldugunu gostarin.
Halli. Isbat: riyazi induksiya iisulu ilo aparag.
k=0 oldugda R-in biitin C[a,b] fozasinda hor yerdo six olmast

istonilon kasilmaz funksiyanin ¢oxhadlilor ardicilligi ilo yaxinlasmasi haqqinda
molum Veyerstrass teoremindan natico kimi alinir.

Tutag ki, R fozasi C"'[a,b] fozasinda hor yerdo sixdir. istonilon
f,(x)eC™[a,b] gotiirok. Onda fy(x)eC"Y[a,b] olar. Onda forziyyemizo
gora elo P(X) coxhadlisi vardir ki,

pc(n—l)[a’b]( f,P)= mex fg(x)—P(x) + max]| fo(x)—P'(x)+...+

Xe[a,b
£ () -1 &
(-l <

+ Mmax
xela,b]

X
R(x)=f,(a)+ I P(z)dz gotiirok. Onda alariq:
0
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pc(”)[a,b](fo’ Pl) +

ax | £, () fo(2) [ P(e )z

XE[a b]

mex ()= P(x)+...+ XT[%] fM(x)- Po(”‘l)(xj <
< max _[ dr + <
xela, b] b-a+e¢
< f -P
<(b-a )rTg)t(J o(c) (T)+b—a+g<

(b—a)s g
< +
b-a+1 b-a+l1

Alirg ki, R =C(n)[a, b].
17. Biitiin ododi ardicilliglar goxlugu olan S fozasimi gétiirok. Isbat

edin ki, 1) § forast p(x,y)—sup— YL

mosafosinoe nazoron separabel
o 1+[X, = ¥y

olmayan metrik fozadir. 2) S fozas1 p(X, y):iim

. masafasina
n=1 2 1+|Xn - yn|

nozaran separabel metrik fozadir.
Hoalli. 1) x= (Xl, Xp ey Xn,...)— bels ki, x; koordinatlari yalniz 0 vo ya 1

giymatlori ala bilor, soklinds biitiin ardicilliglar coxlugunu S, ilo isaro edok,
Molum oldugu kimi Sy, kontinium giicli ¢oxlugdur. x=y oldugda

p(x, y):%, (X,yesoyl) oldugu ii¢lin aydindir ki, Sy; g¢oxlugunun hor bir

elementini hor hansi hesabi ¢oxlugun elementlori ilo yaxinlagdirmaq miimkiin
deyildir. Ciinki, markazi Sy, c¢oxlugunun ndqtalorindo yerloson vo radiuslar

r :5-9 borabar olan kiiralor 6z aralarinda kosismirlor vo kontinium giiclii

coxlugdur. ©gar hor hans1 A ¢oxlugu S fozasinda hor yerds six olarsa, onda
qurulmus kiiralordon hor biri bu ¢oxlugun he¢ olmazsa bir elementini 6z
daxilinds saxlamalidir. Ona goro do A ¢oxlugu hesabi ola bilmoez. S;; S

miinasibatindon S -in separabel olmadigini aliriq.
2) M il (rl,rz,...,rno,o,...) soklinda elementlor ¢oxlugunu isara edok, bels ki,

r.— rasional adadlar, n-isa istonilon natural adaddir. Malumdur ki,

0,0y Ty
M — hesabi ¢oxlugdur. Gostarok ki, M ¢oxlugu S fozasinda har yerds sixdir.

Bu mogsadlo & >0adodini vo istonilon x=(x;,%;,...,X,,...)€S elementini

1 M\
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. 201X
gotiirok. Elo n némroasi gotiirak ki,
kzn;rl 2¢ 1+ %]

<— olsun. Rasional adadlor

¢oxlugu odad oxunda six olduguna gors elo X )=(r1,r2,..., rn,0,0,...) elementi

n
tapa bilarik ki, Z|Xk - < £ olsun. Onda alariq:
k=1

plx )=

i X — I =01 %
21 |xk—rk| kzn;12kl+|xk|

Buradan aliriq ki, M =S.
18. 1istonilon X metrik fozasinda X, y,u,0 elementlori {igiin

| p(x,0)-ply, UX < p(x, y)+ p(u,v) borabarsizliyinin dogru oldugunu gostarin.
19. Gostorin - ki, R= (— o0, oo) adod oxu zorinda moasafani

p(x,y)= y |X2 \/y| boraborliyi ils toyin etmok olar.
1+ x2 1+ y?

20. ikidlgiilii vektorlar coxlugunda mosafani

P[(Xllxz Y1’y2 (\/|X1 y1|+\/|x2 3/2|)2

Kimi toyin etmoak olarmi?
21. Gostarin ki, N natural ododlor ¢oxlugunda mosafo asagidaki kimi
toyin edilo bilor:

|m—n| 0, m=n,
Ay pmn)== D pmn)=y 1
m+n’ '

22. Tutaq ki, X :(—% Ej pxy)=x=Y, p(x.y)=ltax—tgy| p

Va p, masafalarinin ekvivalent oldugunu gostarin.
23. Gostorin ki, p(x,y) hor hansi X fozasinda mosafo toyin edirso,

onda pl(x, y) = % funksiyas1 da mosafs toyin edir.

24. [0,1] pargasinda n-ci tortibo gador kesilmoz toramasi olan C(n)[O,l]
funksiyalar fozasinda asagidaki masafalorin ekvivalent oldugunu gostorin.

_ N (K)(y)_ (k)
pl(f,g)—éxrg[aoﬁ]\f (0)-g%(x),
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0, [19(0-g"(x)
pal(t, g)=koxrg[%>;] X

palf.9)= max max] () g (x).

25. C,[0,1] ilo [0] pargasinda kesilmaz funksiyalar fazasi isars edok,
bela ki, masafa

1
(,9) =[] f(x)- g (x)dx
0

kimi toyin edilir. Gostorin ki, C[01] ve C;[0,1] fozalarinda mosafolor
ekvivalent deyildir.

0<x Sl
Gostoris. Bu fozalarda f,( : ardicilliglarina baxin.
_<t<1
26. Gostorin ki, f, X —x?" ardicilhig1 C[Ol] fozasinda yigilan

deyildir.
27. Isbat edin ki, (—oo,oo) intervalinda toyin edilmis kosilmoaz vo
lim f(x):O sortini  6dayan funksiyalar fozasi p(f,g):sup|f(x)_g(x)
xeR

|x|—>o0
masafasine nazaran tam fozadir.

28. R=(-o0,00) fozast p(x,y)=arctg[x—y| mosafosine nozoren
tamdirmi?

29. R=(-o,00) fozasmm p(x,y)=|arctgx—arctgy] mosafosino

nozoron tam olmadigini gostorin vo onun tamamlanmasini tapin.
30. [0,1] pargasinda toyin edilmis biitiin ¢oxhadlilor fozasinin

p(P,Q)= m[%>§]|P(X)—Q(X) mosafasine nazoron tam olmadigini goéstorin vo
Xe|(U,
onun tamamlanmasini tapin.
31 n:{x:(xl,xz,...,xn,...)eI2, |xn|s%}

paralelepipedinin |, fozasinda nisbi kompakt oldugunu géstarin.
32. Asagidaki funksiyalar ¢oxlugunun C[O,l] fozasinda kompakt ¢oxluq
omoala gstirdiyini gostarin.

a) f(x Z—e‘”" b) f(x)=3> S
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burada a, ardiciligt [a,|<1, neN sortini 8doyon istonilon ododlor

ardicilligidir.
33. Isbat edin ki, Lipsits sortini 6deyan hor bir mohdud funksiyalar
coxlugu C[a, b] fozasinda kompakt ¢oxluqdur.

2
34, f(x)= X2+2 funksiyas1 ilo aparilan inikasin [1,2] parasinda
X

sixilmis inikas oldugunu gostarin.
. . I 1 .
35. [L+0) intervalinda toyin edilmis f(x)=x +— funksiyasi sixilmig
X
inikasdirmi? Onun torpanmoz noqtosi varmi?

36. X :/IZaikxk +b,, 1=12,... tonliklor sistemins baxaq:
k=1

a) Ogor (bl,b ,...,bn,...)em, SupZ|aik|=C<oo Vo |/”L|C <1 sortlori 6danilirso,
k=1
tonliklar sisteminin m fozasinda yegana hollinin oldugunu gostarin.
2

b) Ogor (by,b,,...,b,...)el,, d= i|aik| <o Va |Ald <1 sortleri 8danilirss,
=

tonliklar sisteminin I, fozasinda yegana hallinin oldugunu gostarin.
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X1l FOSIL
XOTTi NORMALASMIS FOZALAR

Yuxarida gordiik ki, haqiqi adadlor ¢oxlugunda adadin miitloq qiymati,
kompleks ododin vo vektorun modulu anlayislart bu g¢oxluglarda maosafo
anlayisin1 daxil etmoyo imkan verir. Homin c¢oxluglarda mosafo anlayisinin
olmas1 isa bu c¢oxluqlarda ardicilliglarin vo siralarin  yigilmasi, limit,
kasilmoazlik va funksiyanin téromosi anlayislarin1 daxil etmoyo imkan veir.

Indi iso gdstoracayik ki, istonilon xotti fozada osas xassolori modulun
xassolorino analoji olan elo komiyyeot daxil etmok olar ki, bu komiyyot fozada
metrik foza strukturu omole gatirsin vo bu fozalarda da elementlor ardicilliginin
yigilmasi vo limiti kimi anlayislari toyin etmok miimkiin olsun.

12.1. Normalasmis fozanin torifi vo sado xassalori

Tutaq ki, X — xotti fozadir. Istonilon xe X elementino qarsi bu
elementin normasi adlanan vo ||X|| kimi igaro edilon monfi olmayan komiyyot

qarsi qoyagq, belo ki, agsagidaki ti¢ sort 6donsin:

1) [x|=0; [x|=0 yalmz vo yalniz x =0 oldugda miimkiindiir.
2) ||/1X|| =|/1|||X|| istonilon A4 odadi tigiin

3) ||X+ y|| < ||x||+||y|| istonilon X,y € X tigiin

1)-3) sortlori normanin aksiomlar1 adlanir.
Ogor X xotti fozasinda toyin olunmus norma bu {i¢ sorti 6doyarso, onda
X -0 normalasmis foza deyilir.

Qeyd edok ki, verilmis X xotti fazasinda elementin normasini miixatlif
iisullarla toyin etmok olar. Bu zaman miixtolif normalara nozoron alinmis
normalagmis fozalar eyni elementlordon togkil edilmasine baxmayaraq miixtalif
qurulusa malik ola bilarlor.

Verilmis X normalasmis fozasinda istonilon X,y elementlori
arasindaki mosafoni

pxy)=[x-y|
kimi toyin etmok olar. Toyin edilmis bu mosafonin metrik foza aksiomlarini
0dodiyini asanliqia gostormok olar. Dogrudan da, x#Yy, Xx—Yy=0 oldugda

p(x,y)=[x—y|>0, agor x=y, x—y=0 olarsa, p(x,y)=|x—y|=0 olar.
X—y= (— 1)(y — X) barabarliyindon
p(x.y)=[x=y] ==y = x)| =]y = %] = oy, x)
oldugunu aliriq. Nohayot,
PO y)=x=y|=[x-z+2-y|<
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<|x=7+|z-y|=p(x.2)+ p(z.y)
iichucaq aksiomunun dogru oldugunu aliriq. Beloliklo, hor bir normalasmis
fozanin eyni zamanda metrik foza oldugunu aliriq.

p(X,O): ||X—O|| = ||X|| borabarliyindon aliriq ki, hor bir elementin
normasi elementin sifir elementdon olan masafasine borabardir.

Qeyd edak ki, istonilon metrik fozanin normalagmis foza olmasini hokm
etmok dogru deyildir. Masalon, yuxarida baxdigimiz biitiin sonsuz oadadi
ardicilliglardan ibarot olan S fozasi normalagmis foza deyildir. Bu fozada
p(X,H) komiyystini X elementinin normasi olaraq gobul etmok miimkiin
deyildir. Ciinki, bu halda normanin ikinci aksiomunun 6donmoadiyini goriiriik.

Ucgbucaq aksiomundan alinan asagidaki miihiim berabarsizliyi do qeyd

edak:
Ix=yi=[XI-lvl (1)
Dogrudan da
[l =[x =y + vl <[x =yl +]y]-
Buradan
[x=ylI=[X| =[]
aliriq.

Sonuncu barabarsizlikdo X vo Y -in yerini doyissok, alariq:

[x=ylI= 1yl =l
Bu barabarsizliklordon (1) barabarsizliyinin dogrulunu aliriq.
Normalagsmis fozalarda da imumi metrik fozalarda oldugu kimi agiq vo
qapal1 kiiralori toyin eds bilorik:

S, (%)= {xe X : |x— x| < r}—aciq kiirs,

S, (%)= {X eX: ||X— Xo” < r}— qapali kiir,

o, (%)= {x e X : |x— x| = r} iso sfera adlanr.
Aydimidir ki, S, (X,)=S, (%, )Uo,(X).

12.2. Normalasmus fozalara misallar

1. R=(~o0,00) haqiqi adadlor ¢oxlugunu gotiirok.
Ogor istonilon X € R hoqiqi adadi iigiin ||X||:|X| gobul etsok, ododin

miitlog qiymotinin xassolorindon istifado etmoklo, norma aksiomlarinin
0donmosini gostora bilorik.

2. R" fazasi. x = (Xl, X yeuey Xn) elementinin normasini
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=(5¢)°

kimi toyin edok. Normanin 1) vo 2) aksiomlarinin 6donmasini asanliqla gostora
bilarik. 3) aksiomunun dogrulugu iso molum

S| (3] (]

barabarsizliyinden alinir.
Qeyd edok ki, bu fozada elementin normasini

n
I, = 2_[
k=1

Vo ya

I, = mexs,

kimi do toyin etmok olar. Bu normalarin da 1)-3) norma aksiomlarini
O0donmosini gostormok olar. Bu normalara goro toyin edilmis normalasmis

fozalari uygun olaraq R vo Ry kimi isars edirlor.

Analoji tisulla n 6lgiilii kompleks C" fazasinda elementin normasini

n ) 1/2
||x||=[2|xk| }
k=1

toyin etmak olar.
3. m-fazasi. Biitin mohdud ododi ardicilliglar  fozasinda
X= (Xl, Xoyeeey X ,) elementin normasini

|| = suplx
n

kimi toyin edok. Norma aksiomlarinin 6donmaesini asanliqla gostormok
mimkiindiir. Demoli, m -normalagmis fozadir.

4.Cla,b] fazasi. [a,b] parcasinda kesilmoz funksiyalar goxlugunda
elementin normasini asagidaki kimi toyin edok:

7= max| ()

a<t<b
Gostorok ki, bu qayda ilo toyin edilmis norma 1)-3) aksiomlarini 6doyir.

Dogrudan da istonilon f(t) funksiyasi iigiin | f (t] >0 oldugundan || f || >0.
Ogor |f|=max|f(t|=0 olarsa, f(t)=0 alariq. f(t)=0 olduqda

a<t<b

|| f || =0 olmas1 aydindir.

Miitloq qiymatin xassosino osason istonilon f(t) Vo g(t) funksiyalar1
ficiin istonilon t € [a,b] digiin
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[£(t)+a(t)<|f(t)+|g(t)
Buradan | f(t)+g(t) < !IQ?S)EJ ft)+ Q%Jg(t)'

Kasilmoz funksiya 6zliniin maksimum qiymatini aldigindan alariq:
max|f (t)+ g(t) < max| f (t) + max|g(t)
as<t<b a<t<b

a<t<b

Buradan
[t +gf<[f]+]g
Alinmis bu normalasmis foza C[a, b] kimi isars edilir.
Qeyd edok ki, bu fozada f(t) funksiyasinin normasini

11-{frm|

kimi do toyin etmok olar. Bu normanin da 1)-3) aksiomlarinin 6denmasini
gostormok olar. Alinmis normalasmis foza C, [a, b] kimi isars edilir.

5. [a,b] parcasinda 6zii vo n tortibdon tGromolori kesilmoz olan
funksiyalar ¢oxlugunu gotiirok. Bu ¢oxlugda f(t) elementinin normasini

1= Sma 1)

—gast<b
kimi toyin edok. Gostorak ki, 1)-3) aksiomlar1 6danir. ‘f(k)(tx >0, k=01,...,n
borabaorsizliyindon ||f|| >0 olmas alnir. ||f|| =0 olmasindan gr;;'ig)é f(k)(tx =0

vo noticoado f(t)=0 oldugunu alariq. f(t)=0 oldugda || f || =0 olmasi
max |Af (")(tj =[] max

(k)
a<t<b a<t<b f (tj

borabarliklorini k =0,1,...,n olduqda torof-torofo toplasaq, 2) aksiomunun
dogru oldugunu alariq. Nohayat,

(10 9O} |<] (0] +|o ()

aydindir.

borabarsizliyindon
k k k
max( (t)+ g(t)| < max]| £*(t) + max|g* t)
oldugunu vo naticodo
[t+al <[]+l

oldugunu alariq. Alinmis bu normalagmis foza C(n)[a, b] kimi isaro edilir.
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6. 1, fozasi. Molum oldugu kimi bu foza X =(%,Xy,..., X,,...) soklindo

elo ardicilliglarindan ibaratdir ki, ZXE <. Xel, olduqda istonilon A ododi
k=1

o0 o0
tiglin AX €1, olmasi Z(lxk )2 = /122 xZ < oo -dan alinr.
k=L k=1

Y = (Y0, Yorenr V). Zy < oo vektorunu da gotiirak.
=1

(5 + % f <20 + 2)
borabarsizliyindon alinir ki,

(% + Yy ) < (Zx +Zy]
k=1 k=1 k=1
Buradan (X+ y)e I, oldugunu alirig.

X € l, elementinin normasini

o 1/2
||x||=(zx5j
k=1

soklindo toyin edok. 1)-2) aksiomlarinin 6donmaosi aydindir. 3) aksiomunun

dogrulugu iso
- 12 " 12 - 12
(Scow?| <[] +(n)
k=1 k=1 k=1
barabarsizliyindon alinir. Demali, |, eyni zamanda normalasmis fozadir.
7. Lz(a, b) fozasi. Bu foza [a,b] pargasinda Ol¢iilon vo kvadrati ilo
comlonan biitlin haqiqi qiymatli funksiyalardan ibarotdir, yoni f(t)e L, (a, b)

ugln
b
[ £2(tHt <o
a

Biitiin ekvivalent funksiyalar borabor hesab edilir. Qeyd edok ki, [a, b]

parcasinda Olgiilon mohdud vo biitlin kesilmoz funksiyalar bu fozaya
daxildirler.
Bu fazada f (t) funksiyasmnin normasi asagidaki kimi toyin edilir:

||f||—@f2<t>dt}m
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Toyin edilmis norma 1)-3) aksiomlarinit 6doyir. Dogrudan da istonilon f(t)

b
funksiyasi ti¢lin j fz(t)dt >0 olmasindan || f || >0 alnir. || f || =0 is9, bu halda
a

f(t)~ 0 aliriq. Eloco do f(t)~ 0 oldugda |f]=0.

2) aksiomunun 6donmasi aydinidir.
3) aksiomunun 6donmasi is9

Li(f (ralt) dt]llz : U f Z(t)dt}l/2 + U gz(t)dt]ﬂz

a
inteqral borabarsizliyindon alinir. Demali, L,(a,b) xtti normalagmis fazadur.
8. Lp(a,b) (p=>1) fozasn. [a,b] parcasinda dlgiilon vo p doracaden

comlonon, yani
b
JIf )P dt <o
a

sortini 6dayan biitlin hoqiqi qiymatli funksiyalar coxlugunu Lp(a,b) kimi isara

edirlor. Bu ¢oxlugda elementin normasi

11-{firtra

kimi toyin edilir. Bu normanin 1), 2) aksiomlarin1 6domasi Lebeq inteqralinin
molum xassolorindon alinir. 3) aksiomunun dogrulugu ise inteqral tiglin
Minkovski barabarsizliyi adlanan

U| f(t)+ g(t]pdt] < U| f (t]pdtJ +U|g(t]pdtJ

barabarsizliyindon natico olaraq alinir.
Beloliklo, Lp(a,b) fozasinin xotti normalagmis foza oldugunu aliriq. Bu

fozalar Lebeq fozalar adlanir.

12.3. Normalasmis fozalarda ardicilligin limiti.
Banax fazalar

Tutag ki, X hor hansi normalasmis fozadir. {Xn}e X ardicilligimi

gotiirak.
Torif 1. Ogor istonilon &£ >0 oadadino gors elo N(e) némrasi tapmaq

olarsa ki, n>N(g) oldugda ||Xn —X0||<g Odonilsin, bu halda X, ardicillig

271



yigilan ardicillig, X, ise bu ardicilligin limiti adlanir vo X, = lim x, kimi isaro
n—o0

olunur. Bazon x, ardicilliginin yigilan oldugunu vo limitinin X, oldugunu
X, = %] =0, n— oo kimi do ifads edirlor.

Torifdon istifado edorok istonilon yigilan ardicilligin mohdud oldugunu
gostormok olar.
Tarif 2. Ogor istonilon & >0 odadi verildikdo elo N(g) nomrosi varsa

ki, istonilon n>N(g) nomresi vo istonilon m natural ododi iigiin
||Xn m —Xn|| < & sorti 0donsin, bu halda {Xn} ardicilligr fundamental ardicilliq

adlanir.

Asagidaki sado teorem dogrudur.

Teorem 1. X normalasmis fozasinda hor bir yigilan ardicilliq
fundamentaldir.

Isbati. Tutaq ki, X, yigilan ardicilliqdir, yani n—>o0, X, —> X,. Onda
torifs goro istonilon £>0 ododino géro elo N(g) nomrosi tapmaq olar ki,
n> N(g) tiglin ||Xn - X0|| <g. N> N(g) iglin n+m> N(g) oldugunudan

[Xnem — Xo| < & yaza bilarik. Ugbucaq aksiomuna goro alariq:

X = Xl < X = X[+ %0 = %o < 2 .
Demoli, x, fundamentaldir. Teorem isbat edildi.

Sonralar goracayik ki, teoremin torsi dogru olmaya da bilor. Ona goro
do asagidaki torif daxil edilir.

Torif 3. Ogor X normalasmis fozasinda istonilon fundamental
ardicilliq yi1gilan olarsa, onda X tam foza adlanir. Tam normalasmis fozalara
Banax fozasi deyilir.

Banax fozasina bozi misallar gostorak:

1. R=(-o,0)- hogigi ododlor goxluguna baxaq. {x,}cR
fundamental ardicilligin1 gétiirok. Torifo gor, istonilon &> 0 iiciin elo N(g)
nomrasi vardir ki, n> N(g) vo istonilon m Tigiin |Xn i Xn| <ég.

Molum Kosi meyarina goro {Xn} haqiqi odadlor ardicilliginin yigilan
olmas tiglin zoruri vo kafi sort onun fundamental olmasidir. Ona goro do {Xn}
ardicilligiin yigilan oldugunu aliriq. Yoni, R —tam, Banax fozasidir.

Qeyd: Q- biitiin rasional adadlor goxlugunu gotiirok. Ogor V2 adading
yigilan osgiyt ilo gotirilmis X, =1, X,=14, X;3=141.. yaxinlagmalar
ardicilligimi gotiirsok, bu ardicilligin fundamental oldugunu gororik. Amma bu

ardicilligin limiti olan V2 ododi rasional odadlor coxluguna daxil deyildir,
irrasional adoddir. Ona gors do rasional adodlor coxlugu tam foza togkil etmir.
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2. E™ fozasma baxagq. X(k) = {Xl(k),xgk),...,xr(]k)} fundamnetal ardiclligini
gotiirak. Istonilon & >0 odadina goro elo N(e) nomrasi vardir ki, istonilon
k > N(g) nomroasi v istonilon m natural adadi tigiin

/
HX (k+m) H_( ( (k+m) Xi(k))2]12<g

Buradan istonilon i =1,2,...,n li¢iin

(Xi(k+m)_xi(k))2 < g2

voya

‘Xi(k+m) _ Xi(k)‘ <

aliriq. Bu onu gostorir ki, x(®) ardicilliginin koordinatlarindan diizelmis biitiin
{Xi(k)} i=12,...,n odadlor ardicilliglar1 fundamental ardicilliglardir. Kosi
meyarina gors bu ardicilliglar yigilan ardicilliglardir.

lim X(k) -(0), i=12,...,n isara edok.

k—o0 I

x(©) = {X:EO), Xgo),..., Xr(f))} vektorunu gotiirok.

Ogor biitiin i =1,2,...,n-lar liglin ‘Xi(k) - xi(o)‘ <& oldugunu nazors alsaq.
n

n /
0= S | <o
i=1

oldugunu alarigq. Bu iso onu gostorir ki, x© vektoru {x(k)} ardicilliginin
limitidir. { (k)} yigilan oldugundan R" fazasmin tam oldugunu aliriq.

3. Cla,b] fozasi ||f||—rr<1?>é|f t] normasina nazoron tam fozadir.
a<t<

{f,(t)}eC[a,b] fundamental ardicilhigini gétiirok. Torifs gora istonilon & >0
iciin elo N(&) nomrosi tapmagq olar ki, istonilon n> N(&) némrasi vo istonilon

m natural adodi ticiin || f, +m( t]| <¢&,yoni
Q%J frm(t)— i) <e.
Buradan V't e[a,b] iigiin |, () f,(t)<e.

Kosi meyarina goro bu sortin  6donilmosi {fn(t)} funksiyalar

ardicilliginin miintozom yigilan olmasi ti¢lin zoruri va kafidir. Demali, baxilan
fundamental ardicilliq miintezom yigilandir. Malum teoremo gors miintozom
yigilan kosilmoz funksiyalar ardiclliginin limiti olan f, (t) funksiyas1 da [a, b]
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parcasinda kosilmozdir, yoni fo(t)eC[a,b]. Aling ki, C[a,b] tam, Banax
fozasidur.

12.4. Normalasmis tam olmayan fozalara misallar

Yuxarida geyd etdik ki, kosilmoz funksiyalar ¢oxlugunda elementin

normasini
b 1/2
11-{frm
a

kimi do toyin etmok olar. Bu normanin 1)-3) aksiomlarint 6demasini qeyd
etmisik. Bu normaya nozron alinmis normalagmis fozam Cz[a,b] ilo isaro

edirlor.
Gostorak ki, bu foza tam foza deyildir. a=-1, b=1 qgobul edok.

-1, —1sts—% f(t)

f(t)=1nt, -

kasilmoz  funksiyalar  ardicilligini
gotiirok. Qrafikdon goriindiiyti kimi

istonilon n ticlin | f, (t) <1
oldugundan |fn+m(t)— f, (t] <2.
Onda alariq:

1
” fn+m - fn”2 = “ fn+m(t)_ fn(txzdt =
-1

1

1
n ) n 8
= [|fom(®)— . (t) dt£4jdtsﬁ—>0, N—> oo
1 1
n n
Buradan {f
noqtesindo f, (t) ardicilligimin limiti vardir vo
-1, te[-10)
fy(t)=40, t=0
1, te(0]]

(t)} ardicilligimin fundamnetal oldugunu aliriq. Istonilon t e [-11]

n
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)| <lvo |f ] <2 oldugundan yuxaridaki gayda ilo alariq:

[ £,(t)- fo ) < —>O n— oo

Alinq ki, {fn (t)} ardicillig orta kvadratlk monada t =0 nodqtesindo kosilmaya
malik olan fy(t) funksiyasmna yigilir. Goriindiiyii kimi fy(t) € C,[a,b].
Umumiyyatla, gdstormok olar ki, {f,(t)} ardicillig1 orta kvadratik monada heg
bir kosilmoz funksiya yigila bilmoz.

Forz edak ki, f~(t) istonilon kosilmoaz funksiyadir. Onda yaza bilorik:

m?(t)— fo(tfdtjl/2 s[h?(t)— fn(t)(zdtj/2 +

+U|fn(t)— fo(t)|2dtJ W

” th—)O n—> o0

Bu barabarsizlikda

Vo f~(t)¢ fo(t) oldugundan I ‘ f~(t)— fo (tfdt # 0. Onda (1) barabarsizliyindon
a1

1
aliriq ki, lim ”f(t)— f, (t)(2 dt=0. Yoni {f,(t)} ardiciligi C,[-11] fazasmn
n—o0

normasina nazoran heg bir kasilmoz funksiyaya yigila bilmoaz. Bu iso C, [— l,l]
fozasinin tam olmadigini gostarir.

Qeyd. Ogor [a, b] parcasinda kosilmoz funksiyalar ¢oxlugunda
elementin normasini

||f||—@|f(t]pdt}1/p, p>1

baorabarliyi ilo toyin etsok, 1)-3) norma aksiomlarinin 6dondiyini yoxlamaq
olar. Bu normaya nazoron alinmis normalasmis fozalar Cp[a, b] ilo isaro edok.

Yuxarida baxdigimiz iisulla bu fozalarin da tam olmadigini géstormok
olar.

Qeyd edok ki, hor bir xotti normalasmis foza metrik foza oldugundan,
metrik fozalarda daxil edilmis biitlin anlayislar (masalon, kiirs, mohdud ¢oxluq,
separabellik vo b.) normalagmis fozalarda da daxil edils bilar. Eloco do metrik
fozalarda isbat edilmis biitiin teoremlor xotti normalagsmis fozalar tigiin do
dogrudur.
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Tam metrik fozalarda isbat edilmis biitlin teoremlor do Banax fozalari
ticlin dogrudur.
Mosalon, gostormok olar ki, xotti normalagmis fozalarda istonilon kiiro

(qapalt kiiro) gabariq goxlugdur. Dogrudan da X%, € S,(Xy), [ —%o|<T,
X, = Xo| < T gotiirok. Gostorak ki, bu ndqtolori birlosdiron y=(1—t)x, +1x,,
0 <t <1 diiz xatti do homin kiire daxilinds yerlosir. Aliriq:
[y =0l = A —t)x +6 — x| = L t)x + B¢, —(L—t)xo — %] <
<-4 =0 )+t =% )| =
= [1—t)x, — X + 83, — Xo| S@-t)r +tr =7

Beloliklo, |ly — X <1 vo y € S,(X,) oldugunu alirig.

Xotti normalagmis fozalar imumi xotti fozalarin xiisusi halt oldugundan
xotti fozalarda daxil edilmis biitlin anlayislar, masalon, elementlorin xatti
astliligt vo xotti asili olmamasi, xatti ¢oxobrazli, fozanin xotti altfozalarin diiz
coming ayrilmasi va digor anlayislar1 da daxil etmak olar.

Tutaq ki, L xotti normalasmis fozada xatti goxobrazlidir. ©gor L eyni
zamanda qapali coxluq olarsa, onda L altfoza adlanir. Ogor L xotti
normalasmis fozada sonlu o6lciilii xotti coxobrazli olarsa, bu halda L =L.
Sonsuz 6lgiilii xatti coxobrazlilar {i¢iin bu barabarlik dogru olmaya da bilor.

Masalon, X =C[0,1] vo L x=1, x=t, X =t2,...,Xn =t"...
elementlorinin dogurdugu xatti goxobrazli olarsa, bu halda L biitiin ¢coxhadlilor
¢oxlugu olar vo L =C[0,1]# L olar.

Asagidaki miihiim teorem dogrudur:

Teorem (Riss). Tutaq ki, L < X biitiin X fazasi ilo iist-iisto diigmoyon

alt fozadir. Onda istonilon & >0 odadi verildikdo elo y e X, ||y|| =1 elementi

tapmagq olar ki, istonilon X € L {iglin ||X - y|| >1-¢ sorti 0donilsin.

Isbati. Tutaq ki, y, X -in L-o daxil olmayan hor hansi elementdir.
d= in1|‘_||y0 —x|| isaro edok. Aydindir ki, d >0. ©ks halda y, elementi L-o

Xe

daxil olan elementlorin limit ndqtasi olar va L -5 daxil olard1. Bu isa sorts gors
miimkiin deyildir.

Doqiq asag1 serhaddin torifino goro istonilon & >0 odadi liciin elo X,
elementi vardir ki,

d<fy-—x|<d+d-x

LXO| qobul edok. |y||=1.

y:
”yo X0|
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y € L, oks halda y, =y, — X|y + X, elementi L -o daxil olardi. Bu iso
miimkiin  deyil. Sorts gdro Yy, €L. Istonilon xel  gotiirsok,

Z =Xy +|Yo — XX, z €L olar. Onda yaza bilorik:

—X 1
||y—x||=\ﬁ— =muyo—<xo+nyo—xonx1\=
IR T
1+¢ 1+¢

Teorem isbat olundu.

12.5. Normalasmis fazalarin izomorflugu

Forz edok ki, X; vo X, xotti normalasmis fozalardur.
Torif. Ogor X; vo X, fozalan arasinda qarsiliqli birqiymatli vo

qarsiligh kesilmoz izomorf inikas yaratmaq miimkiin olarsa, onda bu fozalar
izomorf fozalar adlanir.

Teorem. n 6lgiilii biitiin xotti normalasms fozalar n 6lgiilii R" Evklid
fozasina izomorfdur, yoni biitiin n 6lciilii xatti normalasmig fozalar bir-biring
izomorfdur.

Isbati. Tutaq ki, e,e,,...,e, n olgiili Evklid fozasmin bazis
vektorlaridir. Onda istonilon X € X elementini birqiymatli sokilds
soklinda ayirmaq olar. Hor bir x e X elementino garst X =(c;,Cy,...,C,)e R"
vektorunu qarst qoyaq. Aydindir ki, bu qayda ilo diizelmis uygunluq qarsiliql

birgiymotlidir. Gostorak ki, bu uygunluq qarsiligh kesilmozdir. Istonilon x € X
ti¢lin yaza bilorik

=
i=1

Xiisusi halda

h 1/2 h 1/2
2 ~
<Slel<(Sr| (3] -0 o

[x=yll< Bl -], @
Burada f adadi x vo y vektorlarindan asili deyildir.
Indi iso (2)-nin oksi olan baorabarsizliyin dogrulugunu gostorok. Bu mogsadlo

n
R" fazasinin ZCiZ =1 vahid radiuslu S kiirasi iizerinds toyin olunmus
i=1
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F(X)=F(cuCprmn o) =[X] = Zce

funksiyasina baxaq. S tizerinde biitiin c; amsallarl eyni zamanda sifir olmadigi

iicin f(c;,c,,...,C,)>0.
[Fe1CoresCn) = T @3 ey ) = X = V] < = ¥ < AKX =71

borabarsizliyi f(cl,cz,...,cn) funksiyasinin  kosilmoz oldugunu gostarir.
Veyerstrass teoremind gora bu funksiya S sothi {izerinds minimum qiymatini
alir. Aydindir ki, > 0. Onda istonilon X €S ii¢iin f(X)=|x|>a oldugundan
alinq:

£(%)= | = R[> 5| = afR] ®)

i=1 nc;

2

i=1

(1) vo (3) borabarsizliklorinden X -in R"-o inikasinin garsiligh kosilmoz
oldugunu aliriq.

12.6. Xotti normalasms fozalarda kompakt ¢oxluqlar

Hor bir normalagsmis foza metrik foza oldugundan kompakt ¢oxluqlar
ticlin metrik fozalarda alinmis noticolor normalasmis fozalarda da dogrudur.
Amma xotti normalasmis fozalar cobri qurulusa, yoni xotti struktura malik
oldugundan burada bazi slavo yeni naticolor almaq miimkiindyir.

Torifo goro X metrik fozasinda hor bir mohdud vo qapali ¢oxluq
kompakt olarsa, onda X lokal kompakt foza adlanir. Asagidaki ¢ox miithiim
teorem dogrudur.

Teorem. X normalasmis fozasinin lokal kompakt olmasi {i¢iin zoruri
va kafi sort, bu fozanin sonlu 6lgiilii olmasidir.

Isbati. Zorurilik. Forz edok ki, X fozasinda istonilon mohdud vo

gqapali c¢oxluq kompaktdir. Xe X,

=1 elementini gotiirok. L, 1ilo X

elementindon ibarot altfozani isaro edok. ©gor L, =X olarsa, onda teorem
isbat olunur. ©gor L; # X olarsa, bu halda yuxarida isbat edilmis Riss

teoremina gors elo X, € X elementi tapmag olar ki, ||X2|| =1 va |, — x| > %
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L, ilo X vo X, elementlorinin omolo gotirdiyi altfozanm isaro edok.
Yeno iki hal ola biler. L, = X olarsa, teorem isbat olunmus olar. 9gor L, # X

olarsa, onda clo X5 € X tapmaq olar ki, |x; — x> %, %3 = %, 2 % %3l =1.

Prosesi bu gayda ilo davam etdirok. Bu zaman iki hal miimkiindiir: 1)
Hor hanst n iciin alimmis L, = X vo teorem isbat olunur. 2) Proses sonsuz

davam edir vo elo {xn} sonsuz ardicillig1 aliriq ki,

1
=L x> 5,

ml
m = n tgtin.

Ikinci hal miimkiin deyildir. Ciinki bu halda X fazasinda qapali vo
mohdud (“Xn” zl), eyni zamanda kompakt olmayan ¢oxlugun, yeni

1 . < < . -
||Xn - Xm|| > > (m # n) sortini 6doyan ¢oxlugun varligini aliriq. Bu iso teoremin

sarting ziddir.

Kafilik. Tutaqg ki, X — n olgiilii normalasmis fazadir. Onda X ilo n
olgiilii R" evklid fozas1 arasimnda homomorfizm vardir. Bu halda qapali vo
mohdud M < X c¢oxlugu qarsiligh birqiymatli vo qarsiligli-kesilmoz olaraq

M cR" gapali vo mohdud coxluguna inikas olunur. M c¢oxlugu R"-do
kompakt oldugu ii¢ciin, M ¢oxlugunun da X -da kompakt oldugunu aliriq.
Teorem tam isbat edildi.

Teoremdon agagidaki miihiim natico alinir.

Notica. Vahid radiuslu kiirs yalniz vo yalniz o zaman kompakt olar ki, o
sonlu ol¢iilii olsun.

Asagida bozi konkret funksional fozalarda coxlugun kompakt olmasi
iclin meyarlar gostoracoyik. Bunun {igiin bazi anlayislar daxil edok:

Torif 1. Ogor elo C sabiti varsa ki, M CC[O,].] coxluguna daxil olan

istonilon f(t) funksiyasi iigiin |f(t) <C, te[0]] sorti 6danilsin, bu halda M
coxlugu miintozom mohdud ¢oxluq adlanir.

Torif 2. Ogor istonilon &>0 ododi verildikde elo &=5(g) odadi
tapmaq olarsa ki, istenilen t;,t, €[0,1], |tl —t2| <& iigiin va istonilon f(t)e M
tiglin |f(t1)— f(tzl <& odonilsin, bu halda f(t) funksiyalari eyni dorocoden

kosilmoz adlanir.

Teorem (Arsel). M c:C[O,l] coxlugunun nisbi kompakt olmasi iigiin
zoruri vo kafi sort f(t)e M funksiyalar sinfinin miintozom mohdud vo eyni
daracodan kasilmaz olmasidir.

Teorem (F.Riss). K c Lp[O,l] funksiyalar ¢oxlugunun nisbi kompakt

olmasi ii¢lin zoruri vo kafi sort f(t)e K funksiyalar sinfinin normaya goro
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miintozom mohdud vo orta monada eyni deracodon kesilmoz olmasidir, yani
istonilon f(t)e K iigiin

1
1) [|f(t)"dt<cP
0

2) .1[|f(t+h)— f(t)"dt<eP, 0<h<dl(e).
0

Toarif 3. Tutaq ki, X — xotti normalasmis foza, M < X hor hansi
coxluqdur. &£ >0 ododini gotiirok. Ogor istonilon X e M elementi iiciin elo
X €M, elementi tapmag olarsa ki, |[x—%| <& olsun, bu halda M, goxluguna
M -in & -sobokasi deyilir.

F.Hausdorfa moxsus asagidaki miihiim teorem do vardir:

Teorem. M g¢oxlugunun X normalasmis fozasinda kompakt olmasi
liclin zoruri vo kafi sort istonilon £ >0 {i¢lin onun X fozasinda sonlu & -
sobakasinin olmasidir.

Bu teoremdon asagidaki miihiim naticalor ¢ixir.

Notico 1. Ogor istonilon £ >0 iicin M ¢oxlugu X -do kompakt ¢ -
sobokoya malik ise, onda M kompakt ¢oxluqdur.

Notica 2. Kompakt ¢coxluq mohduddur.

Natica 3. Hor bir kompakt ¢oxluq separabeldir.

12.7. Xotti normalasms fazalara aid moasalo
halli niimunslari va tapsiriqlar

1. Gostorin ki, X normalasmis fozasinda istonilon X,y elementlori
ttin [ || <[y
Holli. Normanin 3-cii aksiomunu totbiq etmoklo aliriq:
[ =lly +Ce=y) <yl +[x- ]
=l <[lx =yl (1)
yI=Ix <]y x|
Buradan — (“x|| - ||y||)£ Ix—y|| yaxud
=[x=yl<Ix -l )
(1) vo (2) borabarsizliyindon ‘||x|| — ||y|” <[x-y]| aling.

baraborsizliyi dogrudur.

X va Y -in yerini doyigsok,

2. R= (— oo,oo) adad oxu tizarinds normant ||X|| = |arctgx| kimi toyin

etmak olarmi1?
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Holli. ©gor normani gostarilon qayda ils toyin etmok miimkiin olsaydi,
normanin ikinci aksiomuna gora

larctgAx| = |4 - [arctgx|
olmalidir. Burada 4 =% , x=+/3 qabul etsak, %:% alariq. Boraborlik dogru
olmadig1 liclin normani gostorilon qayda ilo toyin etmok olmaz.
3. Tutag ki, X,,X,Y,,Y € X . Isbat edin ki,
a) X, — x oldugda x, mohdud ardicilliqlar
b) x, > x, A4, > 4 iso, onda A,x, —> AX.
V) X, — X isa, onda ||,

Q) X, =X va X, = y,|| > 0 ise, onda y, — x.
d) X, — X iso, onda |x, - y| > [x—y]|.
€) X, > X, Y, =Y iso, onda [x, -y, | =[x —y|.
4. R? fozasinda X =(X,X,) elementinin normasini X =[] +|x,| Kimi

toyin etmok olarmi? Norma bu qayda ils toyin edilorss, bu fozada vahid kiiro
neca tasvir edilor?

1/p
5. Gostorin ki, R" fozasinda norma ||X||p=[2n:|xk|pj , O0<p<l,
k=1

n>2 kimi tayin edils bilmoz.
Holli. Gostorok ki, normanin tigiincii aksiomu 6donmir. Dogrudan da,

:(%,O ..... Oj, y:(O,% ...... J vektorlarini gotiirok. Gorlindiiyli kimi X =y,
I, =yl :— istonilon 0< p<1 digiin vo || +[y| =1. Digar torofdon

1 1 l/p B
||X+y||p :H E!E ----- 0) :(?+?j :21/[3 1.
p

1
-1
pe(01) oldugundan %—1>o vo 27 >1. Naticada [x+y| > || +[y],

aliriq. Goriindiiyii kimi normanin {igiincii aksiomu 6donmir.
6. Verimis ¢oxluglarda gostarilon tisullarla norma toyin etmoak olarmi?

a) f(t)eCla,b] iiiin |f ||— max |f tl

a+b

b) f(t)eCW[a,b] i

©)

tela,b]
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v) f(t)eCYa,b] tgiin || =|f(b)- f(a)+trrfa>k§] £(t)

Holli. a) Yox. Ciinki bu halda normanin birinci aksiomu Odonmir:

Ciinki, agar ||f|=0 olarsa, m%b|f(t)|:0, f(t)=0, te{a,a%b} tiglin.

ast<——
2

Amma biitin te[a,b] tgiin f(t)=0 hokm etmok olmaz, iimumiyyatlo,
f(t)=0, tela,b].

b) Boali. Birinci aksiomun 6donmasini yoxlayaq. Ogor istonilon t e [a, b] ucln
f(t)=0 iso, onda |f(a)+max|f'(t)=0. oksino, ogor |f(a)+max|f'(t]=0

a<t<b a<t<b
iso, onda |f(a)| =0 vo f(t)=0. Buradan f(a)=0 v istonilon t €[a,b] iiciin
f (t) =C (C=const). f (a) =0 oldugundan C =0 aliriq. Noticado f (t) =0,
istonilon t e [a, b] ticiin. Digor aksiomlarin da 6dendiyini asanligla géstormok

olar.
v) Yox. Ciinki bu halda normanin birinci aksiomu 6donmir. Dogrudan da, agor

| (b)- f(a)+max|f'(t)=0. Buradan f(a)= f(b) vo istonilon te[a,b] iiciin

a<t<b
(t)=0. Buradan tefa,b] tgiin  f(t)=C (C=const). t=a oldugda
= f(a), naticado f(t)= f(a)= f(b). Bgor f(a)=0 olarsa, f(t)=0 olar.
7. Gostarilon fozalarda verilmis normalarin ekvivalent olub-olmadigini
miioyyan edin.

f
C

1 1/2
a) C[0,1] fazasinda ||f||1 = max| f (t) Vo ||f||2 = [I fz(t)dtJ :
0

0<t<1

b) C(l)[O,l] fozasinda ||f ||1 = max|f (t) +max| f ’(t]

0<t<1 0<t<1
Nl

[1], = [1F €)at + max] £ )

0<t<1

Holli. a) Qeyd edok ki, torifo goro eyni xotti fozada toyin edilmis
normalar o zaman ekvivalent adlanir ki, bu normalardan birine goérs yi1gilmadan

digorina gors do y1g1lma ¢ixsin va torsina. f, (t) =t" ardicilligim gotiirok.

1 1/2
1
— 2 —
||fn||2_ut ”dtj =5 >0 .

Amma bu ardicilliq ||||1 normasina gors yigilan deyildir. Ciinki bu normaya

gora yigilma miintozom yigilmadir vo f (t)=tn ardicilligr noqtovi yi8ilma
maonada
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1, t=1
funksiyasina yigilir. Bu funksiya kosilon funksiyadir vo C[O,l] fozasina daxil

f(t)z{o, 0<t<l

deyildir. Demoli | f[, vo |f|, normalari ekvivalent deyildir.
b) Bu normalar ekvivalentdirlor. Dogrudan da

1 1
1, = (et 0] = fma 0t + o 0= 1
Bu normalarin ekvivalentliyini gdstormak fii¢iin C(l)[O,l] fozasimin hor iki

normaya nazaron tam oldugunu gostormok lazimdir.
8. Tutaq ki,

Lz{ = (X, Xp e Xy ) € E:ixk =0, X, eR}.

k=1

Asagidaki hallarda L coxlugunun E fozasinda altfoza toskil edib-etmadiyni
yoxlayin.
a) E=I, b) E=I,.

Holli. a) Molum oldugu kimi | fazasi elo X=(X,Xy,..., X;,...)
vektorlarindan ibaratdir ki, Z|Xk| < oo sorti ddonilsin.

k=1
Aydmdir ki, L |, xatti coxobrazlidir. Dogrudan da X,y € L oldugda

ixk =0 o iyk =0 sortlorindon i(xk +Y,)=0 olmast almr, bu iso
k=1 k=1 k=1

X+Yyel olmasi demokdir. Indi iso X(")=(Xl(n),Xgn),...,xlgn),...)e L ardicilligy
gotiirok. Forz edok ki, X(”) - X(O) =(Xl(o),xgo),...,X,EO),...). Onda istonilon ¢ >0
tiglin elo N, némrasi vardir Ki, n > n, olduqda

W<

Buradan alariq:
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0

Z(X&Oq:o aliriq. Buradan iso
k=L

£>0 istonilon kigik odod oldugundan

Z(X&O)): 0vo xX?eL.Buise L-in |, fozasinda altfoza olmas1 demokdir.
k=1
b) Qeyd edok ki, |, fozasi elo X = (X, Xy,..., X, ...) ardicilliglarmdan ibarstdir ki,

p>1 iciin Z:|xk|p <0
k=1
olsun. L-in I -do xatti goxobrazli olmasi aydindir. Gostersk ki, L altfoza

deyildir. Bu magsadla

xmoli-t L 1o 0. leL
n n n

n

vo x© (ZLO 0,...,0,...) gotiirak.

1 1/p
b O B

x5 x(© ), amma x© )=(1,0,0,...,0,...)€ L oldugu ii¢iin L qapali deyildir,
yani altfoza toskil etmir.
9. C%[a,b]-ilo [a,b] pargasinda «e(01] tortibdon Holder sortini
0doyan biitiin funksiyalar coxlugunu isars edok:
f(t)-f
H,(f)= sup M<+oo

a<t,z<b |t — T|
t#r

Gostarin ki, bu coxlugda normani
[F1], = max|f (¢) + H.(F)

a<t<b

baorabarliyi ilo toyin etmak olar.
10. Gostarin ki,

M ={ = (X, Xp vy X - 2,anx2<1}

coxlugu |, fozasinda gabariq ¢oxluq toskil edir.

Hoalli. X = (%, X510, o)) Y = (Y12 Voreeons Yioer), X, Y € M géitiirak.
z=tx+(1-t)y = (b, + (@ —t)y;, 5% + (L —=t)y,,..., 1%, +(L—t)y,,...) t €[01]
soklindo elementlor diizoldok vo gostorok ki, ze M .

Ixtiyari m natural ododi iigiin yaza bilorik:
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n
> n?[tx, 1-t)y,] _t22n2x2+2t1 th X, Y, +
n=1 n=1 n=1

m
+ (1—t)22n2yr2,
n=1

Kosi-Bunyakovski barabarsizliyindon istifads etsok, alariq:

m m m 1/2 m 1/2
P A :Z|nxn||nyn|£(2n2x§j [anyﬁj
n=1 n=1 n=1 n=1

Ona gora do

m m
> n?[tx, +(1-t)y,] <t22n +@-t > n?y2 +
n=1 n=1

m 1/2 m 1/27
+2t(1—t{2n2x§J (anyﬁj :
n=1 n=1

Sorto goro anxﬁ <1, anyﬁ <1 oldugundan yuxaridaki borabarsizlikdo
n=1 =
M — oo sorhindo limito kegsok, alariq:

Zn +@-t)y, F<t?+@-tf+2t0-t)=1
Buiso z= (tx + (1—t)y) € M olmas1 demakdir, yani M -qabariq ¢oxlugdur.

11. a>0, b>0, p>1, q>1, %+%=1 oldugda abg%ap+§bq

barabarsizliyini isbat edin.
Isbati. Bu magsadlo [0,+oo) intervalinda

tP 1
olt)=——-t1+—
="t

komoke¢i  funksiyasimi  gotiirok  vo  onun  ekstremumunu arasdiraq.
P(t)=t"*-1, ¢(t)=0 oldugundan aliriq ki, t=1 stasionar ndqtedir.
Yoxlaya bilorik ki, t=1 funksiyanin minimum noqtosidir. Ona goro do
istonilon te[0,00) iigiin @(t)>(l). @1)=0 oldugu icin ¢@t)>0 vo
Lo (1 1, 1 o

6 - +a >0 yaxud t < Et +a alariq. Burada t =ab~ " qobul etsok

Sonuncu barabarsizliyin hor torafini b*™? -0 bolsok,
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abslap+lw
p q

alarig. Bu borabarsizlik Yunq borabarsizliyi adlanir.
12. Istonilon (Xl,x2 ..... Xn,...), (yl,y2 ..... yn,...) ododlor ardicilliglart vo

p>1, q>1, 1.1 hoqiqi adadler iigiin Z‘|xk|p <, Z:|y|(|OI < oo sortlori
P q k=1 k=1
Odonildikds Holder barabarsizliyi adlanan

o o 1/p o 1/q
2|xkyk|s(2|xk|"} [zwj
k=1 k=1 k=1

borabarsizliyin dogru oldugunu isbat edin.
Isbati. ©Ogor yuxarida isbat edilmis Yunq barabarsizliyindo

X Y
= " |k| 1/p’ b= w | k| 1/q
p q
kP [Sm
j=1 j=1
gobul etsok, alariq:
i 1S L1 il

" 1/p " 1/q — p 0 b q 0 q
[;\xj\p] (jzzl\yj\q] JZJXJ-\ JZJVJ“

Alimmmis bu borabarsizliyi k indeksina géra comlasak, naticads alariq:

i|xkyk|
B kj}p B 1/qg_+_:1
[Z\XJ\pJ [Z‘yjﬂ
j=1 j=1

o o 1/p o 1/q
2|xkyk|s[2|xk|ﬂ (zw] |
k=1 k=1 k=1

13. istonilon (Xl,x2 ..... Xn,...), (yl,y2 ..... yn,...) odadlor ardicilligr {igiin

yaxud

p>1 oldugda i|xk|p<oo, i:|yk|ID sortlori  6donorso, Minkovski
k=1 k=1
borabarsizliyi adlanan
o 1/p © 1/p o 1/q
[SpwonP] <[ SwP] S|
k=1 k=1 k=1

borabarsizliyinin dogru oldugunu isbat edin.
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Isbati. i+1=1 sortini 6doyon >1 ododini gotiirok vo asagidaki
P Q

borabarsizliyi yazaq:

o0 o0 o0
Doy <D+ yk|p_1|xk|+2|xk + yk|p_1|yk|
k=1 k=1 k=1

Yuxarida isbat etdiyimiz Holder barabarsizliyini sag torofdoki comlors totbiq
etsok, alarq:

k=1 k=1

o 1/q o 1/p
=(2|xk+yk|p] (zw}
k=1 k=1

o B o P 1/q o 1/p
S, + v |xk|s[2|xk+yk| j [zwj _

Analoji olaraq

o o 1/q o 1/p
2|xk+yk|"‘1|yk|s[2|xk+yk|"j [zww’] |
k=1

k=1 k=1
Buradan
o o 1/q o 1/q o 1/q
Sl 4 S+l l[zwj (S| ]
k=1 k=1 k=1 k=1
ogor 1- 1 = % oldugunu nazars alaraq, sonuncu barabarsizliyi

o 1/q
(Z|Xk + yk|pj -yo bolsak, alariq:
k=1

o 1/p o Up, 1/p
SpwonP| <[ ZwP| (Smp]
k=1 k=1 k=1
14. Ogor f(t) Ve g(t) [a,b] pargasinda toyin edilmis p>1, q>1,
1

b b
B + % =1 odadlori iiciin J.| f (t] Pat < oo, _[ |g(t)th <oo sortlorini ddoyan
a a

funksiyalar olduqgda

T|f(t)g(t)|dts[i|f(t)|pdt} 'Ulg(t)lthJ

baorabarsizliyini isbat edin. Bu barabarsizlik inteqral ticlin Holder barabarsizliyi
adlanir.
Isbati. Yuxarida isbat edilmis Yunq borabarsizliyindo
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Lo 1t oo o)

[ﬂf t)|pdt} o [ﬂg t)th] )
[t Olott)

@f t)|pdtJ @g t)|thJ

0N 9)”

[ﬂf t)|'°dt}1/p [£|g t)|“dt}llq

Bu borabarsizliyi [a, b] pargasi iizro inteqrallasaq

i| f(t)o(t)at
U t)pdtJl/p(ﬂg t)|thJ1/q _

a

qobul etsak, alariq:

<L
p

yaxud

T (D)ot < [h £t dtj’ p@Q(t)Iq dtT/q

a a
alariq.

b b
15. [a,b] parcasinda toyin edimis, ﬂ f (t) Pdt <0, ﬂg(t] Pdt < oo
a a

(p >1) sortlorini 6doyon istonilon funksiyalar {i¢lin Minkovski borabarsizliyi

adlanan
ﬁ| f(t)+ g(t)|pdtJ < (h f (t}pdtJ +U|g(t]pdt]

borabarsizliyin dogru oldugunu isbat edin.
Isbati. l+1:l sortini 6doyon (>1 ododini gotiirok vo asagidaki
P qQ

barabarsizliyini yazaq:

T| f(t)+a(t) dt< j.| f(t)+gt)" | (t)+ glt)dt <
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+ T| f(t)+gt)" | (t)dt + T| f(t)+g(t)" g (t)ct

Sag torofdoki toplananlardan hor birino Holder borabarsizliyini totbiq etsok,
alangq:

T I£(t)+ g(t)"[f (t)dt < [ﬁ £(t)+ g(t)|<p-1>(*] [ﬁ f (qutJ

T|f(t)+9(t)|p1|9(t)|dtﬁﬁlf(t)+g(t)|(pm] [Tlg(t)pdtj .

(p —1)q = p oldugu tigiin sonuncu barabarsizliklori nazars alsaq, naticado yaza
bilorik:
b

_[|f(t)+g(tjpdts[_?|f(t)+g(t)pdt] x
x[hf(t]pdtJ p+ﬁ|g(t)|pdtJ p

a

b 1/q
Bu barabarsizliyin har torofini [ﬂ f(t)+g (t] pdt] - ifadasing bolsok
a

U| f(t)+ g(t)|pdtJ E < [T| f (t]pdt] +ﬁ|g(t)|pdt]
yaxud ) ) )

[_T|f(t)+ g(t]pdt]p < [T|f(t)|pdtJ +U|g(t)|pdt] p

alariq.
16. f(t): t” funksiyast « -nin hansi giymotlorindo Lp(O,l), 1<p<w
fozasina daxildir. Homin fozalarda funksiyanin normasini hesablayin.

17. [a, b] parcasinda toyin edilmis biitlin mohdud funksiyalardan ibarat
M [a,b] ¢oxlugunun

[f]= sup f(t)

tefa,b]
normasina nazaron normalasmis foza oldugunu gostorin.
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18. X:(Xl,xz,...,xn,...) yigilan ardicilliglardan ibarst C c¢oxlugunun

||X|| = Sup|Xk| normasina nozoran normalagmis foza oldugunu gostorin.
k

19. Ogor [a, b] parcasinda toyin edilmis f(t) funksiyasi iiclin elo C
ododi varsa ki, [a,b] pargasiin istenilon a=t,,t <...<t, =b bolgiisii iigiin

n

> f(t)— f(t,) <& sorti ddenilsin, bu halda f(t) funksiyasma mohdud
k=1
variasiyal1 funksiya deyilir.

N f(t)=supki:l|f(tk)_ (b o)

a

komiyyastino f(t) funksiyasinin tam variasiyasi deyilir. Burada daqiq yuxari
sorhad [a, b] parc¢asinin biitiin miimkiin olan sonlu bdlgiilori lizro gotiiriiliir.

Gostorin ki, [a,b] parcasinda biitin mohdud variasiyal funksiyalar
coxlugu

b
[Fl=[f(@)+v ()
a
normasina nazoron normalasmis foza toskil edir.
20. C, 1ilo sifra yigilan biitiin haqiqi adadler ardicilliglart ¢oxlugunu

isaro edok. Bu coxluq da normamn ||X||: mlflx|xk| boraborliyi ilo toyin etmok

olarmi1?

21. Elo x"= (Xl(n), Xgn),..., xﬁ”),...), X, € R ardicilliglart gdstorin ki,
gostarilon fozalar ciitiino daxil olsun vo
a) m fozasinda y1gilsin, amma |, -ds y1g1lmasin;

b) m fazasinda y1gilsin, amma |, -do y1g1lmasin;
V) |, fozasinda y1gilsin, amma |, -ds y1g1lmasin;
q) C, fozasinda yigilsin, amma |, -ds y1g1lmasin;
d) C, fozasinda yigilsin, amma |, -do y1gilmasin.
22. Asagida gostorilon ardicilliglar C[O,l] fozasinda yigilandirmi?
a) f,(t)=t"—t"" by f(t)=t"-t*

tn+l n+2

23. f.(t)= ardicillig

n+1
a) C[0,1] b) C*[0,1] fozalarinda yigilandirmi?
24. Gostorin ki, p =1 biitiin giymatlorinds |, -nin har bir elementi C,

fozasinin elementidir, amma
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X= 1,i,i,...,i,... € Cpardicilligt p =1 heg bir giymatinds |, -ys daxil
In2 In3" 'Inn

deyildir.
25. a,eR (a,>0) ardicilligi hansi sortlori 6dodikdo asagidak
coxluglar mohdud olar?
8) {x €1y, X = (X, Xpyes X o) [Xy| <@y | paralellepipedi
0,2

b) {x €ly, X = (X Xgroon Xgpeor) T DT <1} ellipsoidi

n=1%n
26. Gostorin ki, {x ely, X = (%, Xp,...): |Xn| < an} paralellepipedi qapali
coxluqdur.
27. a,eR (a,>0) ardicilign hansi sorti odemolidir ki,

n

{X el,, x= (Xl, XZ,...): |Xn| < an} paralellepipedi ag1q ¢oxluq olsun.

28. Isbat edin ki, {XE Ly, X = (X, Xp,0..) 1 [Xq| < 2‘”“} paralellepipedi I,
fozasinda qapali coxluq toskil edir.
29. C[O,l] fozasinda asagidaki ¢oxluglar qapalidirmi?
1
a) J. | f(t)dt <1 sortini 5dayen kesilmoz funksiyalar

0
1

b) _[ | f (t)2 dt <1 sortini 6doyan kasilmaz funksiyalar
0

V) Q%J ft)+ trErE%]

f’(t)|s1 sortini 0doyon kosilmoz  diferensiallanan

funksiyalar.

30. C[— 1,1] fozasinda asagida gostorilon funksiyalar g¢oxlugundan
hansilarin altfoza togkil etdiyini miioyyon edin.
a) monoton funksiyalar;

b) ciit funksiyalar;

v) ¢oxhadlilar;

q) doracasi k -n1 agmayan ¢oxhadlilor

d) kosilmaz diferensiallanan funksiyalar
e) kasilmoz hisso-hissa xatti funksiyalar

J) mohdud variasiyali kesilmoz funksiyalar
z) £(0)=0 sortini 6doyon funksiyalar

1
i) J. f(t)dt =0 sortini 6doyan funksiyalar

)
K) miioyyon sabitlo Lipsits sortini 6doyan funksiyalar
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31. Isbat edin ki, C, fazast C fazasmin, C fozasi iso m fozasinin alt

fozasidir.
32. Tutaq ki, X, e X - fundamental ardicilliqdir vo X, altardicilligs

yigilandir. Isbat edin ki, X, ardicillig1 yigilandir.

33. Tutaq ki, x, € X va Z”Xn 1~ X,| yigilan siradir. Isbat edin ki, X,
n=1

fundamental ardicilliqdur.
34. Tutaq ki, X,,Y, € X — fundamental ardicilliglardir. Isbat edin ki,

A, = ||Xn - yn|| yigilan ardicilliqdur.
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X111 FOSIL
HIiLBERT FOZALARI

13.1. Skalyar hasil vo onun xassalori

Molum oldugu kimi hor bir xatti fozada miioyyon aksiomlar sistemini
O0doyan elementlorin comi vo elementin adads (hoaqiqi vo ya kompleks) hasili
cobri omollori toyin edilmisdir. Amma boazi hallarda verilmis xotti fozada bu
omollordon forqli olan basga bir omaol, skalyar hasil adlanan omoal do toyin
etmok miimkiin olur ki, elementin normasini, elementlor arasindaki masafani
vo mosafa ilo bagh digor anlayislar1 da onun vasitosilo vermok miimkiin olur.
Ona gora do skalyar hasilin torifini verok vo bazi xassalorini gostorak.

Tarif. X hoqiqi xotti fozasinda istonilon X,y € X elementlor ciitiino
qarst bu elementlorin skalyar hasili adlanan va (x, y) Kimi isaro edilon hoqiqi
odadini garst qoyaq, bels ki, asagidaki sortlor 6donilsin:

1) (x,x)>0, (x,x)=0 hali yalniz x=0 olduqda donilir,

2) (xy)=(y.x)
3) (x,y)=2(xy)
4) (% +X%p,y)= (%3, ¥)+ (X2, Y)
Ogor X kompleks xatti faza olarsa, bu halda 2) sarti (x,y)=(y,x) kimi
olur. Bu sortdon natico olaraq (x ,uy) (x y) oldugunu aliriq.

1)-4) sortlori skalyar hasilin aksiomlari adlanir. ©gor verilmis xatti
fozada 1)-4) sortlorini 6dayon skalyar hasil toyin edilmisss, onda ona evklid
fozast deyilir. X — evklid fozasi oldugda bu fozada elementin normasi

[X|=+/(x,x) kimi toyin edilir. Skalyar hasilin 1)-4) xassolorindon istifado

etmoklo norma aksiomlarinin 6donmosini gostors bilorik. Dogrudan da
normanin 1),2)-ci aksiomlarinin 6donmasi aydindir, 3)-cii ticbucaq aksiomunun
dogrulugu iso Kosi-Bunyakovski borabarsizliyi adlanan

0y <[y
barabarsizliyinden alinir.
Bu borabarsizliyi isbat etmok iiglin A dayisonindon asili olan

P(2)=(x+y, 2x+y)= 2 (x,x)+24(x, y) +(y.y) =
= W+ 22(x y)+ |y
kvadrat tichoadlisino baxaq. Goriindiiyli kimi, A—nin biitlin qiymatlorindo
(/)(ﬂ,) > 0. Bu halda kvadrat tichadlinin diskriminanti monfi olmalidir, yani

= (% yF =[xyl <o.
Buradan
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(e y)? <[ v
yaxud
[0y <[yl

oldugunu aliriq.
Kosi-Bunyakovski baraborsizliyindon istifado etmoklo, normanin 3)-cii
aksiomunu asanligla alariq:

x+y* = (x+ y x4+ y) = (%, %)+ (%, y)+ (v, %)+ (v, y) =

=" + 206 y)+ 1" <[] + 21yl + 1 < (] + Iv1)°
Buradan
[+ v <[x]+]y]

aliriq.
Asanligla gdstormok miimkiindiir ki, evklid fozasinda com, odado

vurma va skalyar hasil kesilmozdir, yoni X, & X, Yy, =Yy (normaya nozaran)
va A, —> A olduqgda
Xp+Y, > X+Y
A Xy = AX
(% ¥n )= (x,y)

13.2. Hilbert fozasi

Tutag ki, X hor hansi elementlordon ibarat ¢oxluqdur, belo ki,
asagidaki sortlor 6donilir.
I. X —haqiqi vo ya kompleks xatti fozadir.
Il. X — ¢oxlugunun istonilon X,y elementlar ciitii liciin bu elementlorin skalyar

hasili adlanan (x,y) kemiyyati toyin edilmisdir vo bu komiyyot yuxarida
gostorilon 1)-4) aksiomlarini 6dayir.
1. X —¢oxlugu p(x, y)= ||X— y|| masafasine gore tam fozadir.

Ogor X coxlugunda I, I, 1l sortlori 6donilorsa, ona unitar foza deyilir.
Aydmndir ki, n 6l¢iilii unitar fozalar hoqiqi vo ya kompleks Evklid fozalaridur.

Forz edok ki, X fozasinda asagidaki sort do 6donilir.
IV. X — sonsuz Olgiiliidiir, yoni istonilon n natural odadi {i¢lin bu fozada n
sayda xotti asilt olmayan elementlor vardir.

Ogor verilmig X c¢oxlugu, I-1V sortlorini 6doyorss, onda X -0 Hilbert
fozasi deyilir. Adaton, Hilbert fozalarin1 H il isars edirlor.
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Misallara baxaq:
1. 1,-fazasn Istonilon X=(X,X..X,0w), Y=(Y1,Yprm Yyo) elementlorinin
skalyar hasilini

x¥)=3 X Vi 1)
k=1

barabarliyi ilo toyin edok. X,y €l, oldugu liglin

e8] e8]
ZXE<00, ny<oo.
k=1 k=1

Kosi-Bunyakovski barabarsizliyino gora

- . vz, 1/2
ZxkykSEZXEJ (ZYEJ
k=L k=L k=1
miinasibatindon (1) sirasinin da yigilan olmasini alariq. Ona goro do skalyar

hasili (1) baraborliyi vasitoesilo toyin etmok olar. Skalyar hasilin aksiomlarinin
O6donmosini géstgrsk

1) (x,x) Zxk >0, ZXk =0 olarsa, x, =0, i=12,... x=0 alarig.
k=1 k=1

Y)=> %Y =2 VX =(¥.x
k k=1

3) (A%, y)=D" (A% )y« =/1ixk Vi =A% y)

1 k=1

=~

TMs *

o0 o0
(X+v,2)=>"(% + Y1 )2 = D X 2 +
k=1

g: (x,2)+(y,2)

" 1/2
Yuxarida bu fozanin p(X,y)= (z (X, — Vi )Zj mosafosind nozoron tam foza
k=1

olmasini vo sonsuz dl¢iilii oldugunu gostormisik. Aliriq ki, 1, -Hilbert fozasidur.
2. L,[a,b] fazasi. [a,b] parcasinda Glgiilon vo kvadrati ilo comlonan,

b
yoni Ifz(t)jt <o sortini  Odoyon funksiyalar coxlugunu gotiirok.

a

f (X), g(t) el, [a, b] funksiyalarinin skalyar hasilini

(1.0)=] 1ottt @
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borabarliyi ilo toyin edok. Kosi-Bunyakovski barabarsizliyino gora

f(t), g(t)e L, (a, b) ticlin (2) inteqralinin sonlu oludugunu aliriq. Bu qayda ilo
toyin edilmis skalyar hasil 1)-4) aksiomlarin1 d6doayir. Elaca do, isbat edilmissir
ki, L, [a, b] fozast

b 1/2
plr.0)-{J1t)-st07a
a
moasafasing nozaran tam fazadir (bu faktin isbatini [] kitabindan oxumagq olar).

13.3. Hilbert fazasinda elementlor arasindaki bucag.
Ortonormal vektorlar sistemi

H — hilbert fozasinda skalyar hasilin olmasi bu fozada elementlor
arasinda bucaq anlayisin1 daxil etmoys imkan verir. Dogrudan da, Kosi-
Bunyakovski borabarsizliyindon alnir ki, istonilon sifirdan forgli X,y e H

elementlari tigiin
e )
-1
dogrudur. Onda elo 0< ¢ <7 bucag vardir ki,

(xy)

-yl

Ogor (X,y):O olarsa, (o:%. Bu halda x vo y ortoqonal elementlor

adlanirlar. Sgor {x,}eH elementlori (Xi,x i ):O, I # ] sortini 6dayorso, onda
{Xn} ortoqonal elementlor sistemi adlanir. ©gor {Xn} ortoqonal elementlor
sistemi is9, onda o xatti asili olmayan sistemidir. Dogrudan da, bu halda
oy X + 00Xy + .o X, =0
borabarliyini ardicil olaraq X, X,,...,X,, vektorlarina vursaq vo sistemin
ortoqonalligini nazars alsaq
oy=0,=..=a,=0

oldugunu alariq.

ogor {Xn} ortogonal sistemi tam is9, yoni, bu sistemi 6z daxilindo

saxlayan on kigik qapali altfoza biitlin H fozasi ilo {ist-iisto diisorss, onda bu
sistema ortoqonal bazis deyilir.
{Xn } sisteminin tamligina asagidaki sokilds da torif vermak olar.
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Tarif 1. Ogor {Xn} ortonormal sisteminin miimkiin olan biitiin xotti
kombinasiyalar1 ¢coxlugu biitiin H fozasinda har yerds six olarsa, onda ona tam
sistem deyilir.

Sistemin tamligt o demokdir ki, bu sistemi yeni elementlor olava
etmoklo daha genis ortonormal sistemo tamamlamaq olmaz. Bu halda istonilon
n igiin |x,|=1 olarsa, onda {x, } sistemi ortonormal bazis adlanir.

Aydindir ki, {x,} ixtiyari ortoqonal sistem ise, bu zaman {”in ”} -
n

ortonormal sistem olar.

Torif 2. Ogor H fozasinda hesabi, hor yerds six ¢oxluq varsa, onda H -
a separabel faza deyilir.

Maosolon,
1) R=(-o0,0,) haqiqi adodlor ¢oxlugunda biitiin rasional adodlor goxlugu
hesabidir vo hor yerds sixdir. Ona goro do R separabel fozadir.

2) R" fozasinda rasional koordinath (rl,rz,...,rn) soklindoa biitiin vektorlar
coxlugu hesabidir vo R"-do hor yerds sixdir. Demali, R" separabel fozadir.

3) Rasional amsalli biitiin goxhadlilor ¢oxlugu hesabidir vo C[a,b] kesilmoz
funksiyalar ¢oxlugunda hor yerds sixdir. Bu iso C[a, b] fozasimin separabel

olmas1 demakdir.
Qeyd edok ki, bilavasito terifindon alinir ki, verilmis fozada hesabi {e; }

bazisi varsa, onda hamin foza separabel fozadir.
Indi is9 ortoqonal baziso malik bazi fozalar1 gostorak:

1. R"— n olgilii evklid fozasina baxagq. X:(Xl,xz,...,xn) Vo

y= (yl, Yoo yn) elementlorinin skalyar hasilini

n
(% y)=2 % Vi €)
k=1
kimi toyin edak.
e, =(10,0,...,0),
e, =(0,10,...,0),
e, =(0,0,0,..1)

vektorlart bu fozanin ortonormal bazisini toskil edir. Istonilon xeR"
vektorunu yegano tisulla X = X;€; +X,€, +...+X,€, soklinda ayirmaq olar.
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2. 1, fozasmi gétiirok. Molum oldugu kimi bu foza X = (X}, Xy,..., X, ...)

soklindo Z Xf <00 sortini odoyan vektorlardan ibarotdir.
k=1
X, Yy €|, elementlorinin skalyar hasilini

(X' Y): ixk Yk 2)
k=L

kimi toyin edak. (2)-nin sag torafindoki siranin y1gilmasi Kosi-Bunyakovski
borabarsizliyindon alinir

e, =(100,...,0,...),
e, =(010,..,0,...), (3)
e;=(0,01...,0,..),

vektorlar1 bu fozada ortonormal bazis toskil edir. Dogrudan da, bu sistemin
ortogonal vo normal olmasini bilavasito torifdon almaq olar. Bu sistemin tam
oldugunu gostorak.

Tutaq ki, X= (Xl, Xo yeeey Xy ,) el, istonilon vektordur.

XM = (%, Xy,..., X;,0,0....) qabul edok.

1 \ns
Goriindiyii  kimi " vektorlari €,6,,..,6, vektorlarinin xaotti
kombinasiyasidir, yoni
n
X( ) = Xlel + X2e2 +...+ Xnen
\£)
=[S 0. v
k=n+1

oldugda.

Bu iso {g; } sisteminin tam oldugunu gostorir.
Demoli, {g;} ortonormal bazisdir.

3. C, [a, b] fozasima baxag. [a, b] parcasinda kosilmoaz olan funksiyalar
coxlugunda skalyar hasili

b
(1,0)= rot)ax
a
boraborliyi ilo toyin edok. Skalyar hasil aksiomlarinin 6donmosini asanligla
yoxlaya bilorik. Bu skalyar hasil vasitasile toyin edilon norma

||f||=@f2<t>dt]m,

elementlor arasinda masafs isa
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b

1/2
plr.0)-(rt)-atral
a

kimidir. Yuxarida gostorilmisdir ki, [a, b] parcasinda kosilmoz funksiyalar
goxlugu bu mosafaya nozaron tam olmayan faza toskil edir. Yoni, C,[a,b] tam
olmayan fozadir.

Bu fozada miixtolif ortoqonal sistemlor gdstormok miimkiindiir.
Bunlardan on mithiimii

2mt . 2mnt

1
PSR ) 21,2,... y 4
5+ COSL—— sin— (n ) 4)

triqgonometrik sistemidir.

Bu sistemin ortoqonalligini asanligla yoxlamaq olar. ©gor xiisusi halda
bu funksiyalar sistemina [— 72',72'] parcasinda baxilarsa, uygun triqgonometrik
sistem

%, cosnt, sinnt (n=12,...)

Gostorak ki, (4) trigonometrik sistemi tamdir. Dogrudan da, Veyerstrass
teoremino goro [a, b] pargasinda kosilmoz vo parcanin uclarinda borabor
f(a)z f(b) qiymatlor alan (p(t) funksiyasin1 miintozom yigilan triqgonometrik
coxhadlilor ardicilliginin, yoni (4) sisteminin elementlorinin  xotti
kombinasiyalarinin limiti goklindo gostormok olar. Aydindir ki, homin
ardicilhq C, [a, b]f92a51n1n normasina gora do ¢(t) funksiyasina yigilan olar.
Yoni C, [a, b] fozasinin hor bir elementini bu fozanin normasmin dogurdugu

mosafoyo nozoron (4) sisteminin elementlorinin xotti kombinasiyalari vasitosilo
istonilon doqiqliklo yaxinlagdirmaq olar. Bu iso homin sistemin tamligini
gostorir.

13.4. Bessel barabarsizliyi.
Qapali ortoqonal sistemlor

Ovvalco forz edok ki, H=R" n &lgiilii evklid fazasidir. Fozanin hor

hansit e,e,,...,.e, ortonormal bazisini gotiirok. Onda istonilon X, € R"
elementini

n

X=>%e % (xe), k=12..,n

k=L
soklindo gostors bilorik.
Indi forz edok ki, H sonsuz olgiilii fozadir. Bu fozada ¢, ,,...,0,,...

ortonormal vektorlar sistemini vo istonilon f € H elementini gotiirok. f
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elementino C, :(f,qok), k=12,... odadlor ardicilligini qarsi qoyaq. Bu
ododlors f elementinin {p, } sistemino nozoran koordinatlart vo ya Furye
omsallar deyilir.

S 6 1)
k=1

sirasina f elementinin {(pk }sistemins gora Furye sirasi deyilir.

Asagidaki suallar ortaya ¢ixir: (1) siras1 yigilandirmi, yoni (1) sirasinin
xtisusi comlor ardicilliginin H fozasindaki mosafoys goro limiti varmi? (1)
sirast yigilan oldugu halda onun comi verilmis f elementi ilo dst-iisto
distirmii?

Bu suallar1 aydinlagsdirmaq ti¢lin ovvolco asagidaki mosoloyo baxaq:
verilmis n iclin o, (kzLZ,...,n) omsallarini elo segin ki, f elementinin

n
Sp = Zak(ﬂk ()
k=1

comindon masafasi on kigik olsun. {gpk} sisteminin ortoqonalligindan istifado

edorak ||f —Sn” forqini hesablayaq.
I =S,|*=(f =S, f =S,)=

n n
:[f —Zak(pk, f _Zak(/’kj:
k=1 k=1
n n n
_z(f,Zak(pij{Zak(pk, Zan)j]:
—” ” _2Z“kck +Z“k —||f|| —ch +Z —ck
k=1

Gorilindilyti kimi bu 1fad9 on klg:lk qiymatini yalmz oy =Cy (k:1,2,...,n)
oldugda alar. Bu halda

n
|f=Sa[* =[] =D c? 3)
k=1

Yoni verilmis n ig¢ilin (2) soklindo comloar igarisindo f elementindon an az
meyl edon f -0 uygun Furye sirasinin xiisusi comlaridir.

If - Sn||2 >0 oldugunu nozors alsaq

n ) 2
> <]

k=1
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olar. Burada n istonilon natural adoddir vo barabarsizliyin sag torafi n-don

asil1 deyildir. Ona gors do ZCE stras1 y1gilandir vo
k=1

>eZ <|f|. (4)
k=1

(4) borabarsizliyi Bessel barabarsizliyi adlanir.
Hoandasi olaraq Bessel barabarsizliyi f vektorunun qarsiligli ortogonal

olan istiqgamotlordo  proyeksiyalarmmin  kvadratlar1 cominin  vektorun
uzunlugunun kvadratini agsmadigini gostorir.
Xiisusi halda (4) barabarsizliyindo boraborlik hali olarsa,

e =[f|. (5)
k=1

Bu boraborlik Parseval barabarliyi adlanir.
Toarif. Ogor istonilon f e H elementi {igiin (5) Parseval baraborliyi

Odonarsa, bu halda {gok } ortonormal sistemino qapah sistem deyilir.
Yuxarida aldigimiz (3) boraborliyindon alinir ki, {gok} sisteminin

qapaliligi vo istonilon f eH elementinin ZCn(pn Furye sirasinin xiisusi
n=1
comlorinin f elementino y1gilmasi eynigiicliidiir.
Asagidaki miihiim teorem dogrudur.
Teorem 1. Separabel H fozasinda ortonormal sistemin gapali olmasi
ticlin zoruri vo kafi sort bu sistemin tam olmasidir.
isbatr. Zorurilik. Tutaq ki, {p,} qapali sistemdir. Onda istonilon

f eH elementi iliclin onun Furye sirasmin xiisusi comlori ardicillign f
elementino y181lir. Bu o demokdir ki, {(pn} sisteminin xatti kombinasiyalar1 H -

da hor yerdo sixdir, yoni sistem tamdir.
Kafilik. Tutaq ki, {g,} tam sistemdir. Onda istonilon f € H elementini

n
{n} elementlorinin Zak(pk xotti kombinasiyalar1 vasitosilo istonilon
k=L

n

daqiqlikle yaxinlasdirmaq olar. Yuxarida gordilylimiiz kimi ZCk(pk xtiisusi
k=1

comlorinin f elementindon meyli digor xotti kombinasiyalarindan daha kigik

oldugundan chgok cominin f -0 yigildigim1 alirig. Bu halda Parseval

k=1
barabarliyi dogrudur. Teorem isbat olundu.
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Yuxarida alinmis Bessel borabarsizliyindon ¢ixir ki, ortonormal sistema
gora istonilon f elementino uygun Furye sirasinin c;,C,,...,C,,... amsallarmin

kvadratalarindan diizolmis
2.C (6)
k=L

sirast homiso yigilan siradir. Bu onu gostorir ki, (6) sirasinin yigilan olmasi

C;,Cy,...,Cp,... adadlorinin hor hans1 f € H elementinin Furye omsallar1 olmasi

ticlin zoruri sortdir. Isbat etmok olar ki, H tam foza oldugu halda (6) sirasinin
yigilan olmasi ¢;,C,,...,C,,... odadlorinin hor hans1 f € H elementinin Furye
omsallar1 olmasi {igiin hsm da kafi gortdir.
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 2. (Riss-Fiser). Tutaq ki, { n} Hilbert fazasinda istonilon
ortonormal sistem, ¢;,C,,...,Cp,... 53
icf < o0
n=1
sortini 6doyan odadlordir.
Ondaelo f e H elementi vardir ki, C, =(f ,(pk), k=12,.. vo

0

ek =(f. f)=]t[".

k=1

n
Isbati. f = ch(pk gobul edok. Onda alariq:

k=1
2 2
Hfmp_ fn :HCnJrl(anrl+"'+Cn+p¢n+pu =
n+p
=>ci< ch -0, n—>wo

k=n+1 k=n+1

Demoli, {f,} fundamental ardiciligdir. H tam foza oldugu iigiin {f,}
ardicilligi hor hanst f € H elementins y1gilir.
Asagidaki barabarliyi gotiirok:

(f.0)=(f0,0)+(f = fr.00) (7)
n>1i oldugu halda

(fo 1) (chcok,(p.}

Digor torafdon
(F =) <[ = ol o]
oldugundan
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lim(f —f,,¢,)=0

n—o0
aliriq.
(7) baraberliyinin sol torafi n-den asili deyildir. Ona goro do n— o0
sortindo limito kegsok
(f 1 i )=

alariq. Yoni ¢; adadlori f € H elementinin Furye amsallaridir.
n— oo oldugda |[f — f, | >0 sortinden isa
2.cc=(f.f) (®)
k=1

olmasini asanligla almagq olar.
Dogrudan da

n n
(ot P =(t—t,¢ —fn>=[f e f—zckqok}
k=1 k=1
£)-3cZ 50
k=1

miinasibatindon (8) barabarliyi alinir. Teorem isbat edildi.

Asagidaki miihiim teoremi do qeyd edok.
Teorem 3. Tam separabel H fozasinda {p, } ortonormal sisteminin tam

olmasi iigiin zoruri vo kafi sort, H fozasinda {p,} sisteminin biitin

elementlarina ortoqonal olan sifirdan forgli elementin olmamasidir.
Isbati. Tutaq ki, {(pn} sistemi tamdir. Onda sistem eyni zamanda qapali

sistemdir. Ogor hor hans1 f e H elementi {p,} sisteminin biitiin elementlorina

ortoqonal olarsa, onun biitiin Furye omsallar1 sifra borabor olar. Bu halda
Parseval boraborliyine gore alariq:

[f]F=>ct =0
k=1
buradan f =0

indi tutaq ki, {p,} sistemi tam deyildir. Onda H fazasinda elo g0
elementi vardir ki,

-ci <[o], burada ¢, =(g.1)
k=L

Bu halda Riss-Fiser teoremino goro elo f € H elementi vardir ki, ¢, =(f,¢,)

vo [[f? :gcg.
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(f—9.0)=(f,0.)-(9,9,)=0 oldugu iicin f—g elementi {p,} sisteminin
biitiin elementlaring ortoqonaldir.

I = 2.5 < oI
borabarsizliyinden f —g #0 oldugunu aliriq.

Yoni sistem tam olmadig: halda biitiin ¢; elementlorine ortoqonal olan
element vardir. Teorem isbat edildi.

13.5. Hilbert fozalarinin izomorflugu

Tutag ki, R vo R™ Evklid fozalaridir. Torifa gora iki Evklid fazasi o
zaman izomorf adlanir ki, bu fozalar arasinda elo qarsilighh birqiymatli
uygunluq yaratmaq miimkiin olsun ki,

xo X, yoy, xyeR; x,y eR’
oldugda
X+yo X +y
X > X

(xy)=(<y").
Gorlindiiyli kimi, Evklid fozalarinin izomorflugu elo qarsiligli birqiymotli
uygunlugdur ki, bu zaman fozalarda toyin edilmis hom xotti omollor, hom do
sklayar hasil saxlanilir.
Molum oldugu kimi biitlin n-6lciilii evklid fozalar1 bir-birino

Vo

izomorfdur. Eyni zamanda biitiin n-olgiili evklid fozalart R" fozasina
izomorfdur.

Qeyd edak ki, bu fakt sonsuz 6lgiilii fozalar ti¢iin dogru deyildir. Sonsuz
olgiilii fazalar bir-birine izomorf olmaya da biler. Masolen, |, vo C,|[a,b]
fozalar1 izomorf ola bilmezlor, ¢linki I, tam, C, [a, b] iso tam olmayan
fozalardir.

Buna baxmayaraq asagidaki miihiim teorem dogrudur.

Teorem. Istonilon iki separabel Hilbert fozalari  bir-birino
izomorfdurlar.

Isbati. Gostorok ki, istonilon separabel H Hilbert fozasi |, fozasina
izomorfdur. Bu nogsadlo H fszasinda istonilon tam ortonormal {(pn} sistemini
gotiirok vo hor bir feH elementino qarst onun { n} sisteming goro

C,Cy,..,Cy,... Furye omsallarini qarsi qoyaq. Parseval beraborliyino gore
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ZCE <oo oldugundan C=(C1,Cz,...,cn,...)e|2. Oksing, Riss-Fiser teoremino
k=1
goro (Cl,cz,...,cn,...)el2 elementino qarsi elo f e H vardir ki, c,cC,,...,C,...
odadlori bu elementin Furye omsallaridir. Bu qayda ilo H vo |, fozalan
arasinda diizelmis uygunluq qarsiliql birqiymaetli uygunluqdur.
ogor

f <> (C;,CpreensCpyens)

g < (dy,d,,....d,,...)
olarsa, onda

f+9 < (c,+d;,c,+dy,...,C,+d,,..)
\6)
A < (Ac, Ac,, ..., AC, ,...)

Nohayot, Parseval boraborliyindon istifado edorok

(f’g)zzcndn 1)
n=1
oldugunu gostors bilorik. Dogrudan da
>cr =l 2 di =l )
n=1 n=1

oldugunu nazors alsaq, yaza bilorik:

(f+g,f+g)=(f, f)+2(f.g)+(9.9)=

© 2

—[ 7 +2(f,0)+[off =X(c, +d,) =

n=1

= icﬁ + Zicndn +idﬁ
n=1 =1 n=1

Bu barabarlikdon (2) sortlorini nazors alsaq, (1) borabarliyini alariq. Beloalikla,
H va |, arasindaki uygunlugun izomorfizm oldugunu aliriq.

13.6. Hilbert fozasinda altfaza, ortoqonal
tamamlayici va diiz com anlayislan

I. Tutaq ki, H hor hans1 Hilbert fozasidir. 9gor L H ¢oxlugunun
istonilon X,yelL elementlori vo istonilon «,f hoqiqi odadlori iiglin

ox+ Py e L olarsa, bu halda L ¢oxlugu H fazasinda xatti goxobrazli adlanir,

Qapali xotti ¢oxobrazli altfoza adlanir. Hilbert fozasinda altfozalara bozi
misallar gostorak.
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1. Tutag ki, heH hor hansi elementdir. H faozasmin h elementino
ortoqonal olan biitiin f € H elementlori ¢oxlugu altfaza togkil edir.

L={f:feH,(f,h)=0}.

2.H =1, olsun. Molum oldugu kimi bu faza Xx=(X;,Xy,.., %),

ZXE <o sortini O0doyon ardicilliglardan toskil edilmisdir. X =X, sortini
k=1
0doyon biitlin elementlor ¢coxlugu altfoza toskil edir.
L={X:Xe&ly, X=X, Xgsees X yors )y Xg = Xo }
3. H =1, gotiirak. |, fozasimnin x, =0, n=2,4,6,... sortini ddoyen biitiin
elementlori ¢coxlugu altfoza togkil edir.
L={x:xel,, x,=0,n=24,6,.}

4 H=L[o1] L :{f(t); f(t)e L,[01) [ fe)t = 0}

coxlugu altfoza toskil edir.
5. H =1,. Qeyd olunmus n natural adadi iigiin

n
L :{x: X €ly, X=X, Xg o Xy DX :O}
P}

coxlugu altfoza toskil edir.

Gostorilon misallarda L coxlugunun altfoza togkil etmosini bilavasito
torifdon istifads etmoklo yoxlamagq olar.

Qeyd edok ki, har bir hilbert fozasinda istonilon altfoza ya sonlu 6lciili
evklid fozasidir, ya da bu altfoza 6zii do hilbert fozasidir. Hilbert fozalarinda
altfozalar istonilon normalasmis fozalarin altfozalarinda olmayan bir ¢ox
xassoloro malikdirlor. Biitiin bu xassolor Hilbert fozasinda skalyar hasilin vo
elementlorin ortoqonallig1 anlayislarinin olmasi ils slagadardir.

Il. Tutag ki, L = H har hansi altfozadir. L ilo H Hilbert fozasinin elo
geH elementlori ¢oxlugunu isaro edok ki, bu elementlor biitin f eL

elementlorina ortoqonal olsun, yani
L"={g:geH,(g,f)=0, f eL}.
Gostorak ki, L™ — altfoza toskil edir.
istonilen g,,9, € L" iigiin (g, f)=(g,, f)=0, f eL oldugundan
(e,9; + 0,9, T )=0 olmas1 alinir. Buradan L" -in xatti goxobrazli olmasimni
aling.
Gostorok ki, L — qapalidir. g, € Lt gotiirak, forz edok ki, r!in d,=9.

Onda istonilon f €L tgiin
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(9, f)=lim(g,,f)=0, geL".

Alinq ki, L*— altfozadir. L" altfozasi L altfozasinin ortoqonal tamamlayicisi
adlanir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem. Ogor L H Hilbert fozasinin xotti qapali altfozasi iso, onda
istonilon f e H elementini yegans tisulla f =h+h", hel, h'e Lt soklinda
gostormok olar.

isbati. L altfozasinda hor hansi {g, } ortonormal sistemini gétiirok vo

h :ch(Dn v Cn :(f ’q)n)
=1
gobul edok.

Bessel borabarsizliyino goro 205 siras1 yigilan oldugundan belo h
n=1
elementi vardir vo he L. h'= f —h elementini gotiirak. Istonilon n {iciin

<hc¢n>=<f—h,¢n>=(f,qon)—[icn%,%j:cn—cn=o.

n=1
L altfozasina daxil olan istonilon & elementini

&= Zan(pn
n=1

soklinds ayirmaq miimkiin oldugu ii¢lin buradan
(hlié): Zan(h,1¢n): 0.
n=1

Onda h'e L’ aliriq. Bu halda f=h+h', helL, h'eL" olar. Bu ayrilisin

yeganoliyini gostorok. Forz edok ki, basqa bir f=h+h/, hyelL, hel"
ayrilis1 da vardir. Istonilon n iigiin

(h’¢n)=(f’¢n)=cn
oldugundan hy =h, h =h" aliriq. Yeni ayrilis yeganadir. Teorem isbat olundu.

Bu teoremdon ¢ox miihiim asagidaki naticalor alinir.

Natico 1. L altfozasinin ortoqonal tamamlayicisinin ortoqonal
tamamlayicist L altfozasi ilo iist-listo diisiir.

Bu natico onu gostarir ki, H fozasinin qarsiliqh ortoqonal tamamlayici
altfozalarindan damsmaq olar. ©gor L vo L° iki qarsiligli ortogonal
tamamlayic1 altfozalar vo {q)n}, {(0{1} uygun olaraq bu altfozalarda tam
ortonormal sistemlor iso, onda bu sistemlorin birlosmosindon alinan sistem
biitin H fozasinda tam ortoqonal sistem olar. Ona goroa do asagidaki natico do
dogrudur.
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Natico 2. Hor bir ortonormal sistem biitin H faozasinda tam olan
sistema kimi tamamlana (genislono) bilor.
I1l. Yuxarida gostordik ki, hor bir f e H elementini f =h+h', hel,

h'e - soklinde gostormok olar. Bu halda deyirlor ki, H fozas1 qarsiliqlt
ortogonal L vo L" altfozalarinin diiz comine ayrilmisdir vo bunu H =L@ L*
kimi isara edirlor.

Aydindir ki, diiz com anlayigini sonlu va ya hesabi sayda altfozalar {igiin
do timumilasdirmak olar:

Torif. ©gor H fozasinin Ly, L,,...,L,,... altfozalar1 ciit-ciit ortoqonal

iso, yoni i= ] oldugda L; altfozasimin istonilon vektoru L;-nin istonilon
vektoruna ortoqonal iso vo istonilon f e H elementini

f=h+h,+..+h +.., helj (1)
soklindo gostormok olarsa, onda deyirlor ki, H fozast L, L,,..L,.,..

altfozalarin diiz comins ayrilmisdir vo bunu
H=L®L ®&..eL,®..

kimi igars edirlor.

Ogor L, altfozalarinin sayr sonsuz olarsa, bu halda Z”hi ||2 sirast
i=1
yigilandir vo

2 2
11 = ST
i=

Qeyd edok ki, f € H elementinin (1) ayrilis1 yeganadir.

13.7. Evklid fazasi olmayan normalasmis
fozalar haqqinda

Yuxarida qeyd etdik ki, hor bir Evklid (Hilbert) fozasinda elementin
normasini skalyar hasil vasitosilo toyin etmok olar vo bu zaman homin foza
normalasmis foza qurulusuna malik olar. Indi iso bu mosalonin torsi olan
masoloys baxaq. Hor hansi normalagmis fozada norma hansi sortlori 6domalidir
ki, bu foza Evklid fozasia ¢evrilsin, basqa sozlo bu fozada norma hor hansi
skalyar hasil vasitasile toyin olunsun.

Umumiyyatlo, Evklid fozalarin1 biitiin normalasmis fozalar sinfindo
neca xarakterizo etmak olar. Bu suala asagidaki teorem cavab verir.

Teorem. X normalagsmis fozasinin Evklid fozasi olmasi {i¢ilin zoruri vo
kafi sort istonilon X,y € X ii¢lin

7 + =y =22 + ) &
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boraborliyinin 6donmasidir.
X+Yy vo X—Yy toroflori X vo y olan paralelogramin diaqonallarini

gostordiyindon (1) boraborliyi Evklid fozalarinda paralelogramimm molum
xassosini ifado edir: paralelogramin diaqonallarinin kvadratlari comi onun
biitiin toroflorinin kvadratlari comino barabordir.

Bu teoremdon alimir ki, ogor hor hansi normalagsmis fozada (1)
boraborliyi 6donmazsa, onda bu foza Evklid fozasi ola bilmoz.

Misallara baxaq:

1. n-olctli Rg fozasii gotiirok. Bu fozada elementin normasi

n 1/p
K, {zw]
k=1

kimi toyin edilir. p>1 oldugda normanin biitiin aksiomlar1 6danilir. Yoni bu
fazalar normalagmis fozalardir. Amma bu fozalar yalniz p =2 olduqda evklid
fozas1 olar. Dogrudan da, X= (1,1,0,...,0) Vo Y= (l,—l,O,...,O) elementlorini
gotlirak.

x+y=(200,..,0)

x—-y=(0,2,0,..0)
Buradan

I, =yl =27 e vl =[x=yl, =2

Goriindiiyl kimi, (1) paralelogram boraborliyi yalmiz p=2 olduqda 6denir.
p# 2 hallarinda iso 5donmir. Demali, p# 2 oldugda R} fozalar1 evklid fozasi
deyildirlor.

2. C[O,%} fozasina baxaq. f(t)=cost, g(t)=sint ||f||:||g||=1

|+ = max |cost+sint|=+2
0<t<z/2

If—g|= 0Q27>52|cost—sint| =1

Buradan alinq ki,

t g+t g =2t +]gf’). Ona goro do c[o,ﬂ

fozasinda norma heg bir skalyar hasil vasitosilo verilo bilmoz. Umumiyyatlo,
Cl[a,b] fozasi Evklid fazas: deyildir.
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13.8. Hilbert fazalarina aid masalo halli niimunslori
va tapsiriqlar

1. ©dod oxu iizorindo skalyar hasili asagidaki gayda ilo toyin etmok
olarmi?
a) (x,y)=xy b) (xy)=xy* V) (x,y)=5xy d) (x,y)=x+y

2. Tutaq ki, V miistovi tizorinds vektorlar goxlugudur.
a= (al,az), b= (bl,bz) vektorlarinin skalyar hasilini asagidaki qayda ils toyin
etmok olarmi1?
a) (é,b): ab; b) (é,b): ab —a,b,; v) (é, b): ab, +2a,b,
d) (8,5)= a2 a2 Jb? +b3)

3. Isbat edin ki, skalyar hasilin 4) aksiomu digor aksiomlardan asili
deyildir. Yoni, gostorin ki, verilmis E xotti fozasinda elo skalyar hasil toyin

etmok olar ki, 1)-3) aksiomlar1 6donar, amma 4) aksiomu 6donmoz.
Isbati. E fozasi olaraq miistovi tizerindoki vektorlar ¢oxlugunu gotiirak

va skalyar hasili (é,ﬁ)z |§”5‘ cos® & boraberliyi ilo toyin edok. Burada o & vo

b vektorlari arasindaki bucaqdir. (d,8)= |<’?1|2 >0, (4,d)=0<d=0 vo
(é, 5): (5, é) olmasi aydindir.
Gostorok ki, (14,6)=A(@,b) dogrudur. =0 oldugda bu boraborlik

ddonir. >0 oldudgda A8 vo b vektorlari arasindaki bucaq « -ya barabor
oldugundan yena do 3) xassosi dogrudur.

Tutaq ki, 1<0. Bu halda Aa vo b arasindaki bucaq 7 —« olar. Ona
gora do

(Aé, 6): |/1§|‘6‘ cos*(z—a)= —|A||é”5‘ cos®a =

<

= lab|cos® = 4(a.b).
Aling ki, 3) aksiomu A -nin biitliin qiymatlorinds
O0donir. Demoli, 1), 2), 3) aksiomlart 6donilir. ~
Gostarak ki, ela 5,6,6 vektorlart vardir ki, 4) b *
aksiomu 6donmir.

Sokilds gostarilon &, 5,6 vahid vektorlarin1 gotiirok. X
Bu halda alariq:
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Goriindityii kimi
(a+b,c)=(@c)+(b.c).

4. Gostorin ki, skalyar hasilin ikinci aksiomu ((x,y)=(y,x)) digor
aksiomlardan asil1 deyildir.

Gostoris. Hoqiqi ododlor ¢oxlugunda (x, y)= xy® skalyar hasili toyin
etmoli.

5. Gostorin ki, skalyar hasilin birinci aksiomu ((x,x)>0,
(x,x)=0<> x=0) digor aksiomlardan asili deyildir.

Gostaris. Miistovi {izorindo vektorlar ¢oxlugunda (é,ﬁ)zalbl skalyar

hasili toyin etmali.
6. C[O,l] normalasmis fozasinin Evklid fozas1 olmadigini gostorin.

Holli. C[O,l] -in Evklid fozas1 olmasi {iglin paralelogram barabarliyinin
odonilmosi zeruri sortdir. f(x)=x+1 vo g(x)=x* funksiyalarmi gotiirok.
f(x),9(x)e C[01] olmas: aydindur.
[ £]]=max| f(x)=2, [g]|=max|g(x)=1.

0<x<1

f(x)+g(x)=x*+x+1, g(x)=x*—x-1,

|f +g||=maxx2+x+qz3
0<x<1!

5

_ 2_ v 1=">

If - gl =maxjx” -x-1=~

Paraleloqram xassosine goro

I+ ol + £ —gf =2{ 17 +]olf)
olmalidir, amma
25

9+—=#2-4+2-1
16
oldugundan paralelogram xassosi O0donilmir. Demali, C[O,] evklid fozasi
deyildir.
7. L[0,7] fozasinda f(x)=sinx, g(x)=x funksiyalari arasmndaki
bucagi tapin.
(f.9)

. |
Holli. =
AN TP

olduguna goro ovvalea (f,g), |f| vo [g-ni
tapaq.

T ] x v ] -
(f,g)='|.xsmxdx=—xcosx|O +Icosxdx=zz+sm Xg =7
0 0
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[ :jsinzxdx:jl‘cgszxdx:%, ||f||=\/§,
0

0
3" J e
=5 lel=yT

f X
Jolf = ="
|

z 6
v/

3]

=2, @=arccos—.
\F |z*
2V 3

V4
8. Gostarin ki, skalyar hasil toyin edilmis istonilon E fozasinda Apollon
eyniliyi adlanan

CoS ¢ =

2

1
2= +[z= 1" = -yl +2 -2

barabarlyi dogrudur.
Hoalli. z—x=u, z—-y=v isaro edok. u,veE 1lgin paralelogram
Xassasini yazag.

2
Juoff -+ Ju—off = 2{ulf +[of?)

Ogoar U—v=Yy—-X, U+v=27— (X + y) oldugunu nazors alsaq, yaza bilorik:

1
R R R

:1{4 Z
2

9. Isbat edin ki, X vo Yy elementlorinin ortoqonal olmast iigiin zoruri vo

2
X+y

, Xty
2

2 2| 1 2
sbeoof |- 3ot +2

kafi sort, istonilon A vo u ododlori iiciin ||/1x||2+||py||2:||ﬂ,x+ ,uy||2

boraborliyinin 6donilmasidir.
10. Tutaq ki, X — hoqiqi normalagmis fozadir vo istonilon X,y e X

elementlari ti¢lin paralelogram borabarliyi 6danilir:

Py + =y =2 + 1)
Gostarin ki, bu halda

(x,y)=3 [ o ~Ix-T°)

boraborliyi X fazasinda skalyar hasil toyin edir vo (X,x)= ||X||2 dogrudur.

11. Tutaq ki, X — kompleks xotti normalasmis fozadir vo istonilon
X,y € X lgiin paraleloqram barabarliyi 6denir:

2
eyl =i =204 + )
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Ishat edin ki,
1 1 i .
(09)= 5 P s P 5 e -

boraborliyi X fozasinda skalyar hasil toyin edir vo bu zaman (X,X)=||X||2

dogrudur, yani fozanin normasi skalyar hasillo uzlasir.
12. [a,b] pargasinda kosilmoz diferensiallanan funksiyalardan ibarot

H~1[a, b] xatti fazasinda skalyar hasili
b

(f.9)=[[f()g(t)+ f'(t)o(t)kt

a

kimi toyin edok. H, [a,b] Hilbert fazasidirmi?
13, X=(X, X %) (X €R), D IX¢<oo sortini  &doyen
k=1
ardicilliqlardan ibarat xatti fozada

k=1
soklindo skalyar hasil toyin edok. Alinmis evklid fozas1 Hilbert fozasidirmi?
Holli. Bu halda H Hilbert fozast olmaya da bilor, ¢linki H tam

olmayan fozadir. Dogrudan da, tutaq ki, Zﬂk yigilan siradir. Onda istonilon
k=1

>0 dgln elo N ndmrosi vardir ki, Z/lk<g. xn[l,l,...,l,0,0,...J
%f—/

k=N+1 n

ardicilligini gotiirok. m,n>N oduqda [x, —X,[ <&, yoni {x,} fundamental

ardicilhqdir, amma X, yigilan ardicilliq deyildir. Demoli, H tam deyildir, yoni

Hilbert fozasi deyildir.
16. Tutaq ki, e, (neN) H Hilbert fozasinda ortonormal sistem, A, —

iso hoqiqi vo ya kompleks ododlor ardicilligidir. isbat edin ki, z&kek sirast
k=L
yalniz va yalniz o zaman yi18ilar ki, ZV“k |2 < oo olsun.
k=L
17. Tutaq Ki, X;,X5,..e; Xy VO Y1, Yo,y Yoo H Hilbert fozasia daxil

1, i = j oldugda
(Xi’yi)z .
0,1 joldugda

olan va
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sortini 6doyon elementlor sistemidir. (Bu sorti 6doysn sistemlor biortoqonal
sistemlor adlanir).
Isbat edin ki, bu sistemlordon har biri xotti asili olmayan sistemdir.

18. Tutaq ki, x, vo y, H Hilbert fozasinda qapali 8_1(0) kiirasino daxil
olan vo n— oo oldugda (x,,y, ) —1 sortini 6doyen ardicilliglardir. Gosterin ki,
n— oo oldugda [x, — y,[ —0 dogrudur.

19. [0,0) intervalinda kesilmaz vo I| f (t]ze_t dt <oo sortini 6doyon
0
funksiyalardan ibarat xatti fozada skalyar hasili

(f.9)=] f 00 ‘e

barabarliyi ilo toyin edok.
a) skalyar hasilin biitiin aksiomlarinin 6donildiyini gostarin.

b) B) 1tt?.. xotti asih olmayan funksiyalar  sisteminin
ortoqonallagsmasindan alinan sistemin birinci ti¢ gcoxhadlisini tapin.

20. 1, fozasinda M ={Xe|2, X = (X, Xp,...) Zxk =O} coxlugunun |, -
k=1

do har yerdo six xotti coxobrazli oldugunu gostorin.

21. L,[0,7] fozasinda f(x)=sinx vo g(x)=x elementlori arasinda
bucagi tapin.

22. L,[-11] fozasinda f,(x)=0, f,(x)=1, f4(x)=x elementlorinin
omolo gotirdiyi igbucagin bucaqlarini tapin.

23. isbat edin ki, L,[0,1] fozasinda

1
M = { )e L,[0]:] £ (x)dx= 0}
0
coxlugu altfoza togkil edir.

24. isbat edin ki, f,(x)=n*xe™ (n=12,...) ardicillig1 istonilon x>0
tgiin  f (X) =0 funksiyasina noqtovi yigilir, amma orta kvadratik monada
yigilmur.

25. fo(x)=1, f,(x)=1, f,(x)=x%, f5(x)=x° elementlorini L,[0]]
fozasinda ortoqonallagdirin.

314



26. Tutaq ki, a:(al,az,...a ) a,>0, neN qeyd olunmus

U yees

ododlor  ardicilligidir. 1, ilo Z:ocn|xn|2 <o sortini  ddoyan biitiin
n=1L
X= (Xl, Xo yeees X ,) ardicilliglar ¢oxlugunu isars edok. Gostorin ki,

1) 1, , coxlugu (X, y)= Zan XY, (Y= (yl, Yoy Vi )) skalyar hasilino goro
n=1

separabel hilbert fozasi toskil edir.
2) a,=n, a,=n" vo a,=e" oldugu hallarda l,, fozasinda ortonormal
bazis qurun.
Holli. 1) an|xnyn|S%an|Z+|yn|2) borabarsizliyino gora Y. a, X, Y,
n=1

strast miitloq y1g8ilandir.
Skalyar hasilin aksiomlarmin 6donmaosini asanliqla yoxlamaq olar.

Gostarok ki, | tam fozadir. X(k):(Xl(k),xgk),...,xr(]k),...) fundamental

ardicilligini gotiirok. Onda torifo goro istonilon &>0 odadi iiciin elo N,

2.a

nomrasi vardir ki, m> Ny, s> N, iiciin
o0
2 %
n=1
Onda istonilon r € N natural adadi tigiin
r
2%
n=1

Burada istonilon ne N {i¢iin

2

xM _xO)" < g2,

x(m) _ (o) fog?, *)

o _

(m) _ (5

n

<&
oldugundan lim ng) =X
k—o0

S — oo sartinda limito kegsok
r
2.
n=1
alariq. Sonuncu barabarsizlik r -in istonilon qiymatlorinds dogru oldugundan

r
p2
n=1

o limitinin oldugunu aliriq. (*) boraborsizliyindo

xm _ () Po gt (m>N,)

2
xm _x |” < g?
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2

yaza bilorik. Onda Vo

—X,| stralarmin yigilan

olmasindan va (a + b)2 < Z(a2 + bz) sirasinin

yigilan olmasii alariq. Bu onu gostorir ki, X:(prz,---,xn,---)e|2,a- e>0

istonilon miisbat kigik odod oldugundan (**) bsrabsrsizliyindsn

2
=0

Iime(") [

k—o0 P k—)oo )

—X

n

oldugunu aliriq. Demali, |, ,— tam fozadir. |, , fozasinin separabel olmasini

asagidaki miithakimodon almaq olar. ©gor sonlu sayda koordinatlar sifirdan
forqli olan vektorlar ¢oxlugunu gotiirsok, belo ki, bu koordinatlar rasional

ododlordir, onda homin ¢oxluq |, , -da har yerdos six, hesabi goxluq olar.

2) Tutaq ki, a, =n, neN. Goéstorok ki, €, =(0,0,...,0, OJ sistemi 1, ,

1
Jn'
fozasinda ortonormal bazis toskil edir. Daxil edilmis skalyar hasilo nozeron e,
sisteminin ortonormal oldugunu bilavasito yoxlamaq olar. Gostorak ki, {en}
sistemi tamdir, yoni Xel,, elementini x= ZCn ns Cp =(X,en)=\/ﬁxn,

n=1

X= (Xl, Xo yeees X ,) soklinds ayirmaq olar.

k
Dogrudan da chen =(X1,X2,...,Xk O) oldugundan

n=1
K
X= > Coenll = 0.0,..0, X1, Xys2--.)| =
n=1
" 1/2
:{ Z”|Xn|2j -0, k>,
n=k+1
(y1g1lan siranin qaliq siras1 olduguna goro).

Beloaliklo,

x_I|ch e, —Zc e,

k~>oo

burada c, =\/ﬁxn— X elementinin Furye omsallaridir. Bununla da {e,}
sisteminin tam ortonormal sistem olmas1 alinir.
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Analoji  olaraq isbat etmok olar ki, ¢«,= n>  oldugda
e, (OO%OJ vektorlar ~ sistemi, ¢«,=e" oldugu halda iso
—

n-1

n-1
27. Tutaq ki, L— H Hilbert fozasinda hor hansi xatti ¢oxobrazlidir.

n
e, = [O,...,O, g2 ,O,...J sistemi |, , fozasinda ortonormal bazis toskil edir.
— !

Isbat edin ki, L = H olmast iigiin zoruri vo kafi sort L" = {0} olmasidir.
isbati. Tutaq ki, L- = {O}, yoni istonilon y € L {i¢iin (X, y): 0 iso, onda

X=0 sorti ddonilir. Bu halda gostorok ki, L H fozasinda hor yerdo sixdir.
Oksini forz edok. Forz edok ki, L ¢oxlugu H -da hor yerdo six deyil, yoni

L#H.Ondaelo x, e H vardirki, x, € L. L altfaza oldugu ii¢iin vo X, € L
oldugundan X, =Y, +2,, YoeL, z,€L" ortoqonal ayrilis1 vardir. Belo ki,
X, € L oldugu iigiin z,#0.

Digor torafdon istenilon iigiin (zy,y)=0 olmalidir. Xiisusi halda y e L
oldugda da (z,,y)=0 6donmolidir. Bu halda sorts goro z, =0 olmaldur.
Almmis ziddiyyet forziyyonin dogru olmadigmi gostorir. Demoli, L =H
olmalidir. Oksing, indi forz edok ki, L =H . Tutaq ki, elo z; e H vardir ki,
Z, LL. L=H oldugundan elo {y,}cL ardiciligi vardir ki, y, -z,
n—oo. Skalyar hasilin  kosilmoz  olmasina osason  alinq ki,
0=(y,.29)—(20.2,). Buradan (z4,z,)=0, z, =0 alirgq.

1 1 1
on?
qapal1 xatti goxobrazlist |, fazasinda her yerdo sixdir.

28. Isbat edin ki, X, = (1 j soklindo biitlin vektorlarin L

920" 930 "
isbat. Bunun iiciin L* :{O} oldugunu gostormok kifayotdir (4.27

masolosing gora).
Tutaq ki, X:(XO,Xl,XZ,...)€|2 vektoru biitin L ¢oxobrazlisina

ortoqonaldir, yoni

- 1
0=(x%,)=> % (z,)" z, =0 n=12,..
ko0

K= {z eC:|7< 1} dairosinde  f(z)= 3 x 2%  funksiyasina  baxagq.
kL

(. 2 2 o o 1
‘Ckzk‘SEQCIJ +|Z| boraborsizliyindon baxilan siranin K dairesi daxilindo
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miintozom yigilan olmasini aliriq. Ona goro do f(z) funksiyas1 K dairosi

daxilindo analitik funksiyadir. Baxilan funksiya M ={Zn 1z, =2in,n =1,2,...}

coxlugunda f(zn)=0, n=12,... sortini 6doyir. M coxlugunun z =0 limit

ndqtosi vardir vo z° € K . Onda analitik funksiyalarin yeganolik teoremino goro
biitin K dairosinde f(z)=0 olmasini aliriq. Buradan iso biitiin oamsallarin

C, =0 oldugunu, yoni x=0 oldugunu aliriq. Buiso L = {O} demokdir.
29. e* funksiyasi iiciin elo ikidaracali p(x) ¢oxhadlisi tapin ki,

e’ — p(x)ﬂ normasi L,[-1,1] fozasinda minimal olsun.

Holli. Molum oldugu kimi verilmis n {iglin X elementindon on az meyl
edon ¢oxhadli onun Furye sirasinin n-ci xiisusi comidir. Ona gore do axtarilan

ikidoracali p(x) coxhadlisi e* funksiyasma uygun Furye sirasinin ikinci tortib
xtisusi comidir, yoni

p(xX)=Coto (x)+ ciey (x)+ ¢, (),
burada e,(x), e(x), e,(X)— L,[-11] fozasinda ortonormal sistemin birinci ti¢

elementidir, C, = (e N (X)), k=012 iso €* funksiyasmn Furye omsallaridur.

eo(x),e,(x),e,(x) elementlorini tapmagq iigiin xatti asili olmayan 1,x,x*
elementlorine ortoqonallagsdirma prosesini totbiq edok.

1 1/2
||1||L2 [1] = [I 1dx] =2
]

oldugunu nozars alsaq, €, (X): 1 tapariq. Daha sonra el(x):

J2
hy (%) = x—(x, €5 )eg -

hy(x)
b (x)]

burada

1) 1
(x.80)= X’Ej:ﬁ;fl)(dx =0

oldugu iigiin h,(x)=x aliriq.

I

” Lo[-11]

= ilxzdx = %

oldugunu nazors alsaq, el(x) = \/gx alariq.

indi iso e,(x) elementini tapag:
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bels ki,

X2 (x eo)e (xz,el)el.
1L
Ejl 3
(xz,el):\/gj'lﬁdx:o.
Noaticada h,(x)=x —% alirq.

1 2
2_((y2_1)gqe_8
I (x)] _:fl(x 3) dx = 1

25l

Axtarilan ¢oxhadlini qurmaq ii¢iin e* funksiyasinin bu ortonormal
elementloro nozaron C,,C,,C, Furye omsallarin1 hesablamaq lazimdir.

1 2
Co :(ex,eo):ijexdx:i—\/%l;

Clz(e" el) [Ixexdx—@
cz—(e e2 _[( ——je ﬂe_—)

Onda p(x) coxhadlisi asagldakl kimi olar:

h (x)=
Asanliqla tapariq ki, (x /€0 ):

Vo

oldugunu nazars alsaq

tapariq.

P(X)=Coey(X)+Crer (X)+Cre,(X) = f_\/—;% + ?% X+

ﬂe - }( ) 1) 311-¢2 3 15e%-7 ,
X“—=|== X+ X<,
ed2 3) 4 e e 4 e

30. Gostorin ki, {Xk}fzo sistemi L,[0,1] fazasinda tam sistemdir, amma
L,[0,1]-in bazisi deyildir.
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Halli. Ovvalco {Xk }f:o sisteminin L, [0,1] fozasinda tamligini1 gostorak.
Goriindiiyl kimi {Xk} sisteminin L xatti ¢oxobrazlisi [0,1] pargasinda verilmis
biitiin cobri ¢oxhadlilorden ibarot P ¢oxlugu ilo iist-iisto diislir. Onda molum
Veyerstrass teoremino asason L =P =C[0]1] oldugunu, yoni {Xk} sisteminin
C[O,l] fozasinda tam oldugunu aliriq. C[O,l] kosilmoz funksiyalar ¢oxlugu
L,[0,1]-do her yerds six oldugundan {Xk} sisteminin L,[0,1]-do tam oldugunu
aliriq.

indi iso {x*} sisteminin L,[01]-do bazis toskil etmodiyini géstorok.
Oksini forz edok. Forz edok ki, istonilon f(x)e L,[0,1] funksiyasmi {x* |

sistemino gora f ch sirasina ayirmaq olar, belo ki, baxilan sira

L, [0,1] masafasine goro f( )-9 y1gilir.
Yigilan ayrilisin hor torofini
1 t<s

o(x)=
) {O, t>s, sel0]]
funksiyasina vuraq vo [O S] pargasinda inteqrallayaq Onda alariq:

Ifx)ﬂx ch_[x dx = kok 1 ki

k+1

S e[O,l] ixtiyari adod oldugundan Zﬁs sirast biitiin [0,1] parcasinda
k=0 K+

y1gilandir. Ona goro do bu qiivvet sirasinin comi olan g(s) funksiyas1 [0,1)
intervalinda sonsuz diferensiallanan funksiyadir. Bu halda f(x)=g’'(x) oldugu
iigin f(x) funksiyast da sonsuz diferensiallanan funksiya olar, yoni

f(x)eC”[01]. Amma C”[01]c L,[0,1] oldugundan L,[01]-de C*[0,1] daxil
olmayan funksiyalar da vardir vo onlarin {Xk} sistemi iizro ayrilist miimkiin
deyildir. Demali, {x* | sistemi L,[0]-do bazis deyildir.
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X1V FOSIL
XOTTi OPERATORLAR

14.1. Operatorun iimumi tarifi vo bazi xassalori

Tutag ki, X vo Y ixtiyari tobioto malik ¢oxluglardir. Dc X
altgoxlugunu gotiirok.

Torif 1. Ogor istonilon X e D elementino garst miioyyan gayda ilo
yeY clementi qarsi qoyularsa, bu halda deyirlor ki, y= F(X) operatoru
verilmigdir. Bu halda D c¢oxlugu F operatorunun toyin oblasti adlanir vo
D(F) kimi isars edilir.

R(F)={y:yeY,y=F(x)xeD}
coxluguna F operatorunun giymatlor coxlugu deyilir.
F operatorunu sxematik olaraq
F:D(A)>R(F) yaxud F: X Y
kimi gostormok miimkiindiir. Xiisusi hallarda D(F)= X veya R(F)=Y ola
bilor.

y = F(x) oldugda y-o x elementinin obrazi, x-o iso y elementinin
proobrazi deyilir. Bu halda R(F): F(D), yani operatorun qiymatlor ¢oxlugu
onun tayin oblastinin obrazidir.

Tutag ki, F: X >Y vo ®:X —Y operatorlart verilmigdir. Ogor
D(F)=D(®)=D va istenilon x e D iigiin F(x)=®(x) olarsa, bu operatorlar
borabor adlanirlar.

Ogor D(F)c D(®) va istenilon x € D(F) iigiin F(x)=®(x) olarsa, bu
halda @ operatoru F -in genislonmasi adlanir (eyni zamanda F operatoru @ -
in daralmasi adlanir).

Toyin edilmis F operatorunun birqiymatli oldugunu forz edirik, yoni
har bir x elementinin yegano Yy obrazina malik oldugunu forz edirik. Ogor
istonilon y e R(F) elementi yegana X e D(F) elementinin obrazidirsa, yoni
hor bir yeR(F) obrazinin yegans proobrazi varsa, bu halda yzF(X)

operatoru qarsiliql birqiymetli operator adlanir. Bu zaman istonilon y e R(F)

elementino qars1 X € D(F) elementini qars1 qoyan X = F_l(y) tors operatorunu
tayin etmok olar. Aydindir ki, bu halda
D(F*)=R(F), RF*)=D(F).
Indi forz edok ki, X vo Y normalasmis fozalaridir. F: X —Y
operatoruna baxaq. Forz edok ki, X, noqtesi 6zii istisna olmaq sorti ilo onun

S(XO) otrafi D(F) toyin oblastina daxildir. (X, noqtesinin & otrafi dedikdo
[x = %o < & sortini ddoyan biitiin ndqteler ¢oxlugu basa diisiiliir).
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Tarif 2. Ogor istonilon & >0 odadi verildikdo elo & =5(g)>0 odadi
varsa ki, istenilon xeS(xy), ||X—XO|| <6 sortini 6doyon noqtolor ligiin

IF(x)— yo| < & olsun, bu halda y, Y néqtesi F operatorunun x, néqtosindo

limiti adlanir vo lim F(x)=y, kimi isaro edilir.
X—>Xp

Forz edok F:X —Y operatoru x, noqtoesi daxil olmagla onun S(x,)
otrafinda toyin edilmisdir.

Tarif 3. Ogor istonilon & >0 odadi ligiin elo 6 >0 odadi tapmaq olarsa
Ki, |[x—X||<& sortini ddoysn biitiin ndqtelords |F(x)— F(x, )| <& olsun, bu

halda F operatoru x, noqtesindo kosilmoz operator adlanir vo
lim F(x)= F(x,) kimi isaro edilir.

X—>Xg

Gorlindiiyli kimi normalagsmis fozalarda toyin edilmis operatorun
noqtads kasilmazliyi birdayisonli vo coxdayisonli haqiqi qiymatli funksiyalarin,
eloco do kompleks doyisonli funksiyalarin néqtods kasilmozliyi anlayislarinin
iimumilosmasindan ibaratdir.

Torif 4. Tutag ki, F:D(A)—R(A), D(A)c X, R(A)cY operatoru
verilmisdir. ©gor F operatoru D(F)-a daxil olan har bir mohdud ¢oxlugu Y -
in mohdud ¢oxluguna gevirirse, onda F -o mahdud operator deyilir. Bu halda
A c D(F) mohdud ¢oxlugu iigiin F(A)c R(A) obrazi da mehdud ¢oxluqdur.

14.2. Xatti operatorun torifi. Misallar

Tutag ki, X vo Y haqiqi xatti fozalardir.
Torif 2. Ogor A: X —Y operatorunun D(A) toyin oblastr xatti

coxobrazli olarsa vo asagidaki sortlor 6donorss, onda A operatoru xotti
operator adlanir:

1. A(X + %)= AX + AXy, %,%, € D(A)
2. Alax)=0Ax, xeD(A) aeR

Bu halda y= Ax kimi isaro edilir. Ogor A xotti operatorunun toyin
oblast1 D(A)= X iso bu halda operator biitiin fozada toyin edilmis xaotti
operator adlanir. Ogor m: X olarsa, bu halda deyirlor ki, A Xotti

operatoru X fozasinda hor yerdo six ¢coxluqda toyin edilmisdir.

Misallara baxag.

1. X =Y =R- hoqiqi odadlor g¢oxlugu olsun. y=ax (a- haqiqi
odaddir) funksiyasi biitiin R -do toyin edilmis xatti operatordur.
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2. X =Y =C- kompleks adadlor ¢coxlugudur. w=az (a— qeyd edilmis
kompleks adaddir) funksiyasi biitiin C -ds toyin edilmis xotti operatordur.

3. X xotti fozasinda istonilon x € X iciin IX =X barabarliyi ils toyin
edilmis operator vahid (eynilik) operator deyilir. | —xatti operatordur.

4. X =Y =C[a,b]. Dy=y' operatoruna baxag. Bu operator birinci
tortib diferensial operator adlanir. Bu operator biitin C[a,b] fazasinda toyin
edilmomisdir. C[a,b]-do hor yerdo six olan kesilmoz téromolors malik
funksiyalardan ibarat C'[a,b] fozasinda toyin edilmisdir. Bu operatorun xatti
olmasini bilavasito yoxlamaq olar.

Asagidaki sado teorem dogrudur.

Teorem. Har bir xatti operatorun qiymatlor ¢oxlugu xatti goxobrazlidir.

Isbati. Tutaq ki, y,y,e R(A) Vo  oq,a,— hoqiqi ododlordir.
¥, %, € D(A) gotiirok, y; = Ax;, Y, = AX,. A Xotti operator oldugu iigiin

Yy + @Y, = oA + o AXy = Al + X, )
Bu onu gosterir ki, ogX +a,%, € D(A) elementi ayy, +a,y, elementinin

proobrazidir, yani ayy; + at,Y, € R(A). Buiso R(A)-nin xatti goxobrazli olmast
demokdir.

14.3. Xotti operatorun kasilmozliyi

Forz edok ki, X vo Y normalasmis fozalar, A:X —Y xotti
operatrodur, belo ki, D(A) =X.

Tarif. Ogor istonilon ¢ >0 odadi {igiin elo 6 >0 ododi tapmaq olarsa
ki, [[x— X[ <& oldugda |[Ax— Ax,| <& olsun, bu halda A xatti operatoru X,

noqtasindo kosilmoz adlanir vo lim Ax = Ax, kimi isaro edilir. Bu fakt1 qisa
X—>Xp

sokildo X — X, AX — Ax, Kimi isars edirlor.

Teorem. Biitiin X banax fozasinda toyin edilmis, qiymotlori Y banax
fozasimna daxil olan A xotti operatoru 0e X ndqtosindo kasilmoz is9, onda
istonilon X, € X noqtosinda do kosilmazdir.

isbati. Teoremin isbati AX—Ax, = A(x—X,) borabarliyindon alinir.
X—Xy=2 ovoz etsok, X—>X, sortindo z—>0 olar. Sifir ndqtesindo
kasilmozliys goro z — 0 oldugda Ax— Ax, = Az — 0 aliriq, yoni AX — AX,.

Misal 1. Yuxarida C[a,b] fozasindan C[a,b]-ys tosir edon Dy=y’
operatorunun xotti operator oldugunu qgeyd etdik. Bu operator biitiin C[a, b]-da

deyil, bu fozada hor yerdo six olan Cl[a, b] fozasinda toyin edilmisdir.
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Gostorok ki, bu operator kosilmoz deyildir. Dogruda da,

X (t)= cosnt € C[a,b] gotliirok. Bu fozada n—o cosnt
n n n

—0, amma

M =sinnt ardicillig C[a, b]-de yigilan deyildir. Ona goro do D operatoru

kasilmoz deyildir.
Misal 2. Gostarak ki, n-6l¢iilii Evklid fazasinda toyin edilmis A— xatti
operatoru istonilon X € E ndqtosindo kosilmozdir.

n olciili fozada e),e,,...,e, bazisini gétiirok. Onda istonilon {X(k)}c E
ardicillig tigiin
() _ g 4 A 1y e,
kimi gostora bilorik. Ogor x(k) — X, N— o0 is9, bu halda istonilon 1 =1,2,...,n
tiglin fi(k) —&, koo,
A xotti operator oldugu ti¢iin kK — oo olduqgda

Ax®) = igi(k)Aei - zn“gi Ae, = Ax
i=1 i=1

alirig. Buiso A operatorunun X ndqtesinds kasilmoazliyi demokdir.
Misal 3. X =C[0,1]. Bu fazada

t
Af = J- f (Tﬁ T
0
barabarliyi ilo toyin edilmis operator biitlin fozada toyin edilmis xatti kosilmoz

operatordur.
Misal 4. X =C[01]. Forz edok ki, K(t,s) funksiyas1 0<t<1,
0<s <1 kvadratinda kesilmoz funksiyadir. istonilon f (t)e C[0,1] iigiin

olt)= Kt = [K(t)f (s)ds,

operatoru toyin edok. Bu operator C[O,l] fozasin1 Oziino inikas etdirir. K
operatoru xotti kasilmoaz operatordur. Dogrudan da,

D K(f+ f,)= [KESL6)+ ()]s =

= j‘ K(t,s)f,(s)ds + j K(t,s)f,(s)ds = Kf, + Kf,

B Klof )= [K(t ) (5)s = a K(t,9)f (5 = ak

0
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v) Tutaq ki, fn(t) ardicillig f(t)e C[O,l] funksiyasina miintozom yigilan

ardiclliqdir.
Miintozom yigilan funksional ardicilliglar iigiin inteqral altinda limito
ke¢mo dogru oldugundan

im K (t5), (5)ds = [ K(t,5)f (s

n—o0

yoni lim Kf, = Kf . Buiss K -nin kosilmoz operator olmas1 demokdir.
n—o0

14.4. Xatti mohdud operatorlar

Forz edok ki, X,Y Banax fozalaridir. A: X —Y operatoruna baxag.

Ogor istonilon X € X {iglin Ax=0 olarsa. A operatoruna sifir operator deyilir
vo A=0 kimi igars edilir.

Tutaq ki, A operatoru X Banax fazasinda hor yerds toyin olunmusdur
vo qiymatlori do X banax fozasinda yerlogir. ©gor A+ 0 olarsa, aydindir ki,
onun R(A) giymoatlor ¢oxlugu qeyri-mohdud ¢oxluq olar. Ona goro do A

operatoru biitin X fozasinda mohdud operator ola bilmoz. Torifo goro A
operatoru o zaman mohdud operator adlanir ki, o mohdud ¢oxlugu mohdud

coxluga kegcirsin. Tutaq ki, S_l(O)=ﬂ|X||S1, XeX} X fozasinda yerlogon
gapali kiiradir.

Toarif. Toyin oblasti D(A)= X , giymatlor ¢oxlugu R(A)c X olan xatti
A operatoru S,(0) qapali vahid kiirado mohdud iso, yoni ﬂ|Ax||, ||X||£1}

coxlugu mohdud is9, onda A operatoruna mohdud operator deyilir.
Torifo géoro A mohdud operator iso, onda elo ¢ >0 sabiti vardir ki,

|X| <1 sortini 8doyan istenilon X iigiin
I <c o
Teorem 1. A operatorunun mohdud olmasi iigiin zoruri vo kafi sort
istonilon x € X {i¢iin
A <l @)
olmasidir, burada ¢ adadi (1) baorabarsizliyino daxil olan sabitdir.

Isbati. Zorurilik. Forz edok ki, A operatoru mohduddur. x=0
olduqgda (2) barabarsizliyinin 6donmasi aydindir.
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Tutag ki, x=#0. X gobul edak.

{7
i)

|AX|| < ¢, yaxud |Ax|<c||x| alirg.

XI

r= X —1 oldugundan (1)
]

borabarsizliyino gors ||AX'|| <c, yaxud <C. A xotti operator oldugu

iiciin

1
I
Kafilik. Ogor (2) borabarsizliyi dogru olarsa, onda 8_1(0) kiirasinda,

yani ||X|| <1 oldugda ||AX|| < C aligrig. Bu iso A-nin mohdud olmasi demokdir.
Teorem ishat edildi.

A operatorunun moahdudlugunun torifinde A operatorunun vahid
kiirods mohdudlugu tolob edilir. Bu sortdon A operatorunun istonilon mshdud
coxlugda mohdud oldugunu almaq miimkiindiir.

Teorem 2. Tutag ki, M c X mohdud ¢oxlugdur. Bu halda

ﬂ|Ax||, xeM } coxlugu da mohduddur.

isbati. M mohdud goxluq oldugundan elo S;(0) kiiresi vardir ki,
M c Sz(0). Bu halda istonilon xeM iigiin ||X||S R. A mohdud operator
oldugu {i¢ilin (2) barabarsizliyino goro

|AX]| < cfx]| < cR.

aliriq. Bu iso A operatorunun Si(0) kiirasindo, xiisusi halda isa, onun hissosi
olan M ¢oxlugunda mahdud oldugunu gostarir.

Natica. Ogor A— xotti mohdud operator is9, onda A operatoru istonilon
SR(XO) kiirasindo do mohduddur, burada X, € X istonilon element, R >0 1iso
ixtiyari adaddir.

Onda

14.5. Xatti kasilmaz vo xatti mahdud operator
anlayislarinin ekvivalentliyi

Yuxarida biz normalagmis fozalarda xatti operatorlarin kasilmazliyi va
mohdudlugu anlayislar1 ilo tanmis olduq vo onlarin bozi miithiim xassolorini
gostordik.

Indi iso asagidaki cox miihiim teoremi isbat edok.
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Teorem. Tutaq ki, A: X —Y — xotti operator, X,Y banax fozalar1 vo

D(A)z X . A operatorunun kosilmoz olmasi {i¢lin zoruri vo kafi sort, bu

operatorun mshdud olmasidir.
Isbati. Zorurilik. Tutaq ki, A kasilmoaz operatordur. Forz edok ki,

teorem dogru deyildir, yoni A geyri-mohduddur. Onda A(S_l(O)) coxlugu
geyri-mohduddur. Buradan alinir ki, istonilon n natural adadi iigiin elo x, € X,

A | =n. x; = % gotiirak.

%l
n
A kosilmoz operator oldugundan n — oo oldugda Ax;, — 0.

||Xn|| <1 vardir ki,

!
n

X

1
<=->0,n—>w®
n

Digor torofdon,

AX%||=%||AXn||21 Almmmis bu ziddiyyet forziyyonin

dogru olmadigini gostorir. Yoni, A mohdud operatordur.
Kafilik. Tutaq ki, A mohduddur. Bu halda istonilon X {igiin

[ <cl
Buradan x, —>0 oldugda Ax, —>0 olmasini, yeni A-nin 0 ndqtesinde

kasilmazliyini vo demali biitlin X fozasinda kasilmazliyini aliriq. Teorem tam
isbat olundu.

14.6. Xatti operatorlar fozasi.
Xotti operatorun normasi

I. Tutaq ki, X vo Y istonilon xotti fozalar, A vo B isa X xotti
fozasindan Y -0 tosir edon xotti operatorlardir. X fozasindan Y -o tosir edon
operatorlarin comi va adads hasilini toyin edak.

Istonilon X € X elementina

y=(Ax+Bx)eY
elementini qars1 qoyan operator A vo B operatorlarinin comi adlanir vo
C = A+ B kimi isaro edilir.
A vo B xotti operatorlar oldugda onlarin comi olan C operatoru da
xattidir. Dogrudan da istonilon ¢y vo a, adadlori va istonilon X, X, € X liglin
Clawxg + %, )= (A+BYoyx + %, ) =
= Al + X )+ Blax + %) =
= oy A% + ay AXy + oy BX) + i, BX, =
= al(AJr B)X1 + aZ(A+ B)X2 = 4 Cx; + a,CX,
A operatorunun a haqiqi adodins hasilini
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(eA)x = a( Ax)
kimi toyin edok. Bu borabarlikdon A xatti oldugda @A -nin da xatti oldugunu
aling.
Indi forz edok ki, X vo Y normali fozalardir. ©gor elo M adodi varsa

ki, istonilon X € X ti¢iin ||Ax||Y < M||X||X olsun, bu halda A operatoru mohdud

operator adlanir.
Bu torifdon alinir ki, A: X —Y mohdud operator is9, bu zaman E < X
mohdud goxlugunun A(E) obrazi Y fazasinda mohdud coxlug olar. Eyni

zamanda A vo B operatorlari mahdud oldugda A+ B vo «A operatorlar1 da
mohdud operatorlar olar.

X fozasindan Y -9 tosir edon xotti mohdud operatorlar coxlugu L(X ,Y)
kimi isaro edilir. GOstorak ki, L(X ,Y) coxlugu xotti fozadir. Bu c¢oxluqda
asagidaki xatti foza aksiomlari 6denilir.

1. Istonilon xe X ticlin AX+ Bx = Bx + AX oldugundan

(A+B)x=(B+A)x,yoni A+B=B+A

2. lIstonilon xe X, AB,C e L(X,Y) iigiin
AX +(Bx +Cx) = (Ax + Bx)+Cx
oldugundan A+(B+C)=(A+B)+C
3. Istonilon x e X {iglin, O,_, sortini 8doyan “sifir” operatoru vardir.
4, Istonilon A operatoru iigiin elo (— A) operatoru vardir ki,
A+(-A)=0, —A=(-1)A.
5. Istonilon x e X iigiin IXx =X sortini ddoyon “vahid” operator vardir.
6. Istonilon «, 8 odadlari iigiin (aﬁ)Ax = a(ﬂAx) oldugundan
_ (aB)A=alpA)
7. Istonilon « odadli vo A,B operatorlar tigiin
oA+ B)x = a Ax + Bx]= aA(x)+ oB(x) =
= [eA+ aBJx
oldugundan a(A+B)=cA+aB.
8. Istenilon «, 8 odadlori vo A operatoru iigiin
(¢ + B)AX = aA(X)+ BA(X) = oA+ SAJ
oldugundan (o + B)A=caA+ fA.

1-8 aksiomlarinin 6donmasi L(X ,Y) coxlugunun xotti foza toskil
etdiyini gostorir. Indi iso gostorok ki, L(X ,Y) coxlugu normalasmis
fozadur.

Torif. |AX|<M|x| borabarsizliyini 6deysn M  ododlerinden on

kiciyino A operatorunun normast deyilir vo ||A|| kimi isars edilir.
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Torifs goro |A| normas asagidaki iki sorti 5doyir:
1) A <Al
2) Istonilon £>0 ododi iigiin elo x.eX elementi vardir ki,

x> (A - )]

Isbat etmok olar ki, xotti mohdud A operatorunun normasini asagidaki
boraborliklor vasitosilo toyin etmok olar:

A= sup|Ax]
| A= sup|Ax|

Vo ya
| AX]

IA=so'

Bu boraborliklordon istifado ederok ||A| normasinin asagidaki sortlori

0domasini gostormak olar.
1. ||A|| > 0, boraborlik hali yalniz A =0 sifir operator oldugda miimkiindiir

2. oA =led-|A]
3. |A+B|<|Al+[8]

Misal. C[a,b] fozasinda y = Ax operatorunu y(t)=1tx(t) berabaorliyi ilo
toyin edok. x(t)e C[a,b] elementinin normast
[ = max|x(c)

a<t<b

kimi tayin edildiyindon
[yl = maxox(t) < brna><|>< (t) =blx|

a<t<b a<t<b
Bu borabarsizlikdon ||AX|| ||A|| <b alariq. a<t<b
oldugda b adadi sonuncu barabarsizliyi 6doyan on kigik adoddir. Ona goéra do

|A|=b olar.

ng( t)<bmax|x —x(t)

baorabarsizliyindon A operatorunun kesilmazliyini aliriq.
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14.7. Xatti operatorlara aid masals halli niimunalari
va tapsiriqlar

1. Ry ilo n-olgiilii x = (X, Xp,..., X, ) hogqiqi vektorlar goxlugunu isaro
edak, bels ki, X elementinin normasi

n
=[S | 150 <
k=1

kimi toyin edilir. Xiisusi halda, p=1 oldugda R, p=2 oldugda R}, p=o0

o |-

olduqda iso R} fozalarini aliriq. R} fazasinda norma ||x| = max|x,| kimi toyin
1<k<n

edilir.
n ol¢iilii fozanin 6ziino inikasi

Zau pi=12..,n, (1)

(1) tonliklor sistemi vasitasilo Ver111r A:R! - R! oldugu halda

|A.. = max Z\aj\

1<i<n

oldugunu gostorin.
Holli. 1) ©Ogor A:R} — R iso, bu halda

[y]/=[Ax] = max]y I—[Q,@gZau j

< max Z‘au “x ‘ < max Z‘au ‘||x||

1<i<n 1<i<n

buradan
A, <[ngn2\au\-

n

Elo i, nomrasi gotiirok ki, Z
j=1

Xo :(Signaiol,signaiO2 ...... Signaion) vektorunu gotlirok. Aydindir ki,

| <1. Onda

[A.. = sup]Ax] > [Ax,] = max

sup max Za“5|gnaIOJ
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n n
>3 ay,;signai; = > Jay | = o
-1 i1
A:R' — R['. Asanligla almaq olar ki,
| A, < max Z\a.,\ =

1< J<n

n

Els j, ndmrosi tapaq ki, Z

i=1

X =(0,...,010,...,0) vektorunu gotiirok. (1 ododi j, nomroli yerdo
durur). Onda yaza bilarik:

|, = supAx] > |Axo] = Zl
Buradan ||A”1 = ¢ alangq.

2. Tutaq ki, K(t,s) funksiyasi [a,b]x[a,b] kvadratinda kesilmez
funksiyadir vo 0 < o <1. Gostarin ki,

b
At (0)= [ K¢ (s
alt—9
operatoru A:Cla,b]— C[a,b] mohdud operatordur.

Z‘allo‘ !

IJJ

j=1

Holli. Ovvalco gostorak ki, J(t)zj.ia kosilmoz funksiyadir. Bu
—-S

mogsadlo onu asagidaki sokildo gdstorak.
£ ods P ods 1 (t )1_ (b t)l’]
J(t)= + = —a) “+(b-t) |
© 'a[|t—s|“ !|t—s|“ l1-a
Buradan goriiniir ki, J(t) kosilmoaz funksiyadir. [a,b] par¢asinda bu funksiya

) ) .. a+b
maksimum qiymatini t =

noqtosinds alir.

max J(t)= 2“(b—a)"
a<t<b 1-«
Onda yaza bilorik:
”Af”_ TEJLE)f()ds<nnaxj| Mf (s)ds <
S o
<M max J(t)|f|, M = max|K(t,s)
a<t<b

Buradan A operatorunun moahdud oldugunu va
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o< 202y

oldugunu aliriq.

3. Istonilon X = (%, %,,...,X,) € R" elementi iigiin A:R" —1,,
(KX XXX X XX X
(555555 A% % )

kimi toyin edilmis A operatorunun normasini tapin.

Holli.
) ) ) 1 1 1
2K+ XS 4.+ XS )2 21 \2( 2
nAxn.z{z {6 } =[2—zj (z} _

k=1 k k:lk k=1

o l 1/2

(5&] P
k=1

1/2
barabarliyindon ||A|| = (Zk—lzJ oldugunu aliriq.
k=1

4. Tutaq ki, @ >0 qeyd olunmus adoddir. Ovvalco gostarin ki, [O,+oo)

intervalinda kosilmoz vo  sup e"’x‘f(x}<+oo sortini 0doyon biitliin funksiyalar
xe[0,40)

coxlugu C,
Il = sup e”|t(x)

normasina nazaran Banax fezas1d1r.
Gostorin ki,

Af = J'e‘ﬁ(x‘s)f (s)ds

baoraborliyi ilo toyin edilmis A operatoru S>a>y >0 oldugda C,
fozasindan C, fozasma tosir edon xotti mohdud operatordur. A operatorunun

normasini tapin.

Holli. A operatorunun xotti oldugunu bilavasito torifo goro asanligla
yoxlamagq olar.

istonilon f(t)e C, iiciin yaza bilorik:

Af| = sup |e”
” ”7 xE[o,E)oo)[

je‘ﬁ(x‘s) f(s)ds

0
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j el £ (s ){ds}s
Xe[0,+oo 0

< sup (e” B I e(ﬂ‘“)sds]”f”a -
) 0

)

xe[0,40
(r=B)x _ alr-B)x
~ sup (ey e’ J||f||
Xe[0,+oo) ﬂ_a

o(x)= ! (e(7 ek _glr *ﬂ)x> funksiyasin1 gotiirok vo onun ekstermumunu

aragdiraq. Goriindiiyd kimi go(O):O vo fB>a>y oldugda lim (o(x):O.
X—>+00

Yoxlamaq olar ki, X, =L|nM noqtesi funksiyanin maksimum

p-a a-y
noqtosidir vo
r-a 7=p
1 — -a — p-a
olx,)=——|| L=2 | [ P=x _
p-al\a~-y a-y
r-er -1
_ Y [ By [Py |
p-ala-y a-y
Lavd ¥
_(a=y)ra [ J L
Cavd apBy
(ﬂ Ve \B=7 )ﬂ
<L,z,- f0 ) “ funksiyasim gotiirok. Asanhgla
tapariq ki, |a =1. Onda

[ A= sup [AX] = [Afo], =

X

= sup (eﬂj‘eﬂ(x"‘)e“sds
)

xe[0, 40 0 x€[0,+0)

j sup go(x):La,ﬂ‘y.

vo Ae L(Ca,Cy). Ogor ¥ =« olarsa, bu halda

Bu onu gostarir ki, =Ly p,

oldugunu gostors bilorik.

AEL(C,.C,) vo Al -
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5. Tutaq ki, E :C[O,+oo)[0,+oo) intervalinda  kosilmoz  vo

|f|= sup |f(x]<oo sortini &deyon funksiyalar fozasidir. A:E—E,
Xe[0,+oo

(Af Y(x)= xf (x), x e [0,400) operatorunun mehdud olub olmadigint gostarin.
Holli. A-nin xotti operator oldugunu asanliqla géstormok olar. Bu

operatorun  toyin  oblasti sup [xf(x)<oo sotrini 8deyon  f(x)
xe[0,+0)

funksiyalarindan ibarotdir. E c¢oxluguna daxil olan f( ) funksiyasi yalniz o
zaman  sup [xf(x)<oo sortini &doyor ki, sup |(x +1)f (x)<oo olsun.

xe[0,40) xe[0,+0)

Buradan aliriq ki, A operatorunun toyin oblasti D(A) coxlugu |f(x] < %
X+

sortini odoyon funksiyalarindan ibarotdir. (D(A)-ya daxil olan hor bir
funksiyaya bir C sabiti uygundur). Aydmndir ki, D(A);t E (mosalon,

F(x)= 1+1 -~ <E.amma (x)< D(A))
Gostarak ki, A geyri-mohduddur. fn(x)z ﬁ , heN ardicilligim
+
- _ X _.n_ :

gotiirok. |f, (X) = < oy oldugu ticiin f,(x)e D(A). Eyni zamanda
.| =1va

|Af,[ = sup BLLAY

xe[0,00) N+ X
Buradan
[A]= sup [Af[=]|Af|=n, neN

Hf J_D(A)

oldugunu nozors alsaq, A” =400 alarq.

6. A:l,—>l, operatoru X=(%,%,..,)el, elementino qarsi
=(/11X1,/12X2,...), A, € R elementini qars1 qoyur. {ﬂﬂ} ododlor ardicillig
hans sortlori 6dodikdo A operatorunun D(A) toyin oblast: biitiin I, fazast ilo
iist-tisto diigor. {1} ardicilligi hansi sortlori 6dodikdo A mohdud operatordur
Vo onun normasi noya barabordir?

Holli. A:l, —> 1, oldugundan istenilon X €1, {igilin ||AX|| = i|ﬂkxk|2 <0
k=L

olmalidir.
Burada agagidaki iki hal miimkiindiir:
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a) {4,} ardicilligi mohduddur, yoni sup|4,|<C <+o. Onda istonilon xel,
n
ugin
A = csz;IXklz = cZx’

Buradan |A|<c oldugunu, yeni A-min mohdud oldugunu alirig. Bu halda

D(A)=1,, giinki istonilon X €1, iigiin AX €,.

b) {4,} ardicilligr qeyri-mohduddur: sup|A,|=+o0. Bu halda A operatorunun
n

toyin oblasti olan D(A) goxlugu Z:|)kak|2 <o sortini 6doyon xel,
k=1
vektorlardan ibaratdir, yoni D(A)#1, .

Mosoalon, 4, =n olarsa, bu halda geyri-hesabi sayda

_ 1 1 1 1
Ma:{x.x:(1,21+a,3l+a ..... 1+a,...j,0£as§}clz

¢oxlugu D(A) toyin oblastina daxil deyildir.
Gostorak ki, bu halda A operatoru geyri-mahduddur. Bu magsadla

- [Ml,} e D(A)

n-1

gotiirak. Goriindiiyli kimi ||Aen|| = |ﬂn| < oo, Istonilon ne N va ||en|| =1 {g¢iin
sup|Ae, || = sup|A,| < +oo
n n

Demali,

|Al= ; ?yp | A= oo,

yoni A geyri-mahduddur.
Indi iso gostorok ki, ogor A mohdud operator is9, yoni

||A” <C =Sup|ﬂn| <+, D(A)=1, oldugu halda |A|=C . Bunun iigiin |A|>C
oldugunu gostormok lazimdir, ¢iinki oks barabarsizliyi yuxarida gdstormisik
[AX] [,

of
”A” sup ||X|| e ” ” _”A ” | |

||A” > |ﬂﬂ| istonilon ne€ N tgiin, onda
|Al= Sl:p|;in| =
yoni |A|=C vo |A]=C =sup|4,| oldugunu alirg.
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7. Elo E xotti fozast vo bu xotti fozada tosir edon A vo B operatorlari
B <|A-[B] olsun.

Holli. E =C[0,1] fazasini gotiirak vo bu fazada A vo B operatorlarini

gostorin ki,

asagidaki gaydada toyin edok:

X
(AF X0)= [ 08t (B Xx)=xt (x).
0
A vo B xotti operatorlardir.
A operatorunun normasini toyin edok:
X

[ ()t

0
Buradan |A|<1. fo(t)=1 gotiirok. Buradan

| A= sup|Af | = [Afo| =1

=2

| Af||= max
xe[0,1]

X
< XT[%?E]“(X)' max!;dt = f]

0<x<1

yani ||A|| =1 alariq.
Eyni qayda ilo |B||=1 oldugunu da gdstors bilerik. Dogrudan da

IS E————)
B|<1. fy(x)=1 funksiyasmi gétiirok. Bu halda
ST S ——

0<x<1 0<x<1

aliriq ki,

Noticado ||B|| =1 alinq.

Indi iso AB operatorunun normasini tapagq:

(81 ()= Alst 1= At ()] = [ (e

1
tf (t)dt ==|f
o) 1]

O ey <

X
< max| f (x| max Itdt
0

0<x< 0<x<1 0<x<

(v o

Buradan ||AB| < % Ogar fy(x)=1 qabul etsok,

[(AB)fo| :% vo | AB| 2% alarq.
Noticada
1
gl =5 <1=[A

oldugunu aliriq.
8. Gostorin ki,
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A:(x,y)—(u,0)
U= ax+ay
Lﬁz—bX—by}
boraborliyi ilo toyin edilon operator A:RZ —RZ xotti operatordur. A
operatorunun normasint tapin.
9. C[1,2] fozasin 6ziino inikas etdiran Af = x?f(1) operatorunun xatti

oldugunu gostorin vo normasini tapin.
10. C[O,l] fozasini 6zina inikas etdiron

Af :_1[xtf(t)dt

operatorunun xatti oldugunu gostorin vo normasini tapin.
X

11. C[0,3] fozasinda tosir edon Af =I f(t)dt operatorun xatti oldugunu
0
gOstorin vo normasini tapin.

12. |, fozasinda tosir edon vo X=(X,X,,...)el, elementino qarsi
2 X1, X 2 q
X = (Xy, X3,...) €I, elementini qars1 qoyan A operatorun xatti oldugunu géstorin

V9 normasini tapin.
13. Forz edak ki, K(X, y) funksiyasi

D={xyJa<x<b, a<y<b}
kvadratinda kasilmoz funksiyadir

b
Af = [K(x, y)f (y)dy
a
operatorunun C[a,b] fazasinda xatti kesilmoz operator oldugunu géstarin.

14. Forz edak ki, ZZaﬁm y1gilan ikiqat siradir.
m=1n=1
Gostorin - ki, I, fazasinin X= (Xl, Xg yeeey Xp ,) elementini

y= (yl, Yoo yn,...) elementino asagidaki boraborliklorlo ¢eviron A operatoru
xatti kasilmaz operatordur

ym = Zamnxna m :1,2,...

n=1
15. Gostarilon fozalarda tosir edon operatorlarin  xotti mohdud
operatorlar oldudunu gdstorin vo normasini tapin.

a) A:cloa]>Clo], Af =] f(tt;
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b) A:C[-11]—>cC[01], Af =f(t);
v) A:c[oa]—clol], Af =x*(0);
o) A:cloa]—>clod], Af = f(x2);
d) A:CY[a,b]>Clab], Af = f(x);

e) A:CYa,b]—>C[ab], Af _%

1
) AL Lo Af =x| f(tht;

0
f(x),x<4,21€(01)
0, x>4, 1€(01)

16. >0 hanst giymotlorindo Af = f(x“) kimi toyin edilmis A

z) A, L[01]—> L[01] A f ={

operatoru C[0,1] fazasinda xatti vo kesilmoz olar? A operatorunun normasini
tapin.
17. a >0 hansi giymatlorindo Af = f(x"‘) operatoru L,[0,1] fazasinda

xotti vo kasilmoaz olar? A operatorunun normasini tapin.
18. p(x),q(x) e L,[a,b]. Géstorin ki,

Af :T p(x)g(t)f (t)dt

operatoru Lz[O,l] fozasinda xotti vo kosilmoz opertordur. A operatorunun
normasini tapin.
19. Hans1 a(x) funksiyalari iicin Af =a(x)f(x) operatoru C[0/1]

fozasinda kosimoz operatordur. A operatorunun normasini tapin.
X

20. Gostorin ki, Af =xf(x) vo Bf = I f(tht, te[01] operatorlar:
0
L,[01] fozasinda xotti vo kesilmoz opertorlardir, amma bu operatorlar

kommutativ deyildir. Yoni AB = BA
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XV FOSIL
TORS OPERATORLAR

15.1. Tars operator, onun xassalori vo
varhgi sortlori

Forz edok ki, X vo Y ixtiyari tobiotli elementlordon ibarot fozalardir.
Yuxarida biz A: X —Y operatorunu (inikasini) toyin etdik. Forz edok ki,
D(A) bu operatorun tayin oblasti, R(A) iso qiymotlor coxlugudur. Torifa goro
A operatoru har bir X D(A) elementino qars1 miioyyan Yy € R(A) elementini
qarst qoyur. Bu zaman hor bir X e D(A) elementino yegana Yy e R(A) qarst
qoyuldugu forz edilir.

Ogor bu inikas zamani hor bir y e R(A)elementi yegano x e D(A)

elementino garst qoyularsa, onda deyirlor ki, A operatoru X fozasini Y
fozasina qarsiligli birgiymatli inikas etdirir. Qarsiliglh birqiymatli inikas zamani
har bir y €Y elementi bir x € X elementino gars1 qoyuldugundan y -o qarst X

elementini qarst qoyan operator toyin etmok olar. Bu operatora, yoni yeY -0
qarst Xe X elementini qarst qoyan operatora A operatorunun torsi olan
operator deyilir vo A~ kimi isaro edilir. Onda x = Ay olar.

Yuxarida deyilonlordan aliriq ki,

D(A)=R(A), R(A™)=D(A).

Eyni zamanda A(A_ly): y vo AY(Ax)=x oldugunu aliriq.

Ogor inikas zamani ixtiyari X, X, € X Uglin Yy; = AX;, Y, = AX, 159 Vo
X, # X, olduqda vy, =y, olarsa, bu halda A operatoruna (inikasina) inyektiv

inikas deyilir. ©gor Y ¢oxlugunun ixtiyari elementi A operatoru ilo aparilan
inikas zamani hor hansi X € X elementinin obrazidirsa, onda A operatoruna
suryektiv inikas deyilir.

Ogor A operatoru hom inyektiv, hom do suryektiv iso, onda A-ya
biyektiv inkas deyilir. Aydindir ki, har bir biyektiv inikas X va Y fozalan
arasinda qarsiliglt birqiymatli uygunluq yaradir.

Bozon tors operatorun torifini asagidaki kimi do daxil edirlor.

Torif 1. Ogor istonilon ye R(A) elementi licin AX=Y tonliyinin
yegano holli olarsa, onda deyirlor ki, A operatorunun tors operatoru vardir.

Qeyd edok ki, bu terif tors operatorun yuxarida verdiyimiz torifi ilo
eynigilicliidiir. Dogrudan da A operatorunun torsi varsa, onda ixtiyari y € R(A)

elementino yegana X e D(A) elementini qarst qoymaq olar. Bu uygunlugu
yaradan operatora A operatorunun torsi deyilir vo A™ ilo isaro edirlor.

Asagidaki toklif dogrudur: Oger A operatoru xattidirss vo onun A
tors operatoru varsa, onda A™' operatoru da xattidir.
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Tors operatorun torifino goro D(A_1)= R(A) oldugundan D(A_l) xatti
goxobrazhdir. y;,y, € R(A) oldugda elo x;,x, € D(A) elementlori vardir ki,
y, = A%, Y, = AX,. A xotti operator oldugu iiciin istonilon ¢, , € R hoqiqi
odadlori ii¢lin

Alagxy + X )= caAX + A%, = oYy + oY,

Tors operatorun torifino goro

X + X, = Ay + @,Y,). 1)
Digor torafden x, = A™y;, X, = Ay, oldugundan alarq:

X+ % = gAY +a, AT, ()

(1) va (2) barabarliklorindon
Ay +aY,) = g Ay, AT,

aliriq. Bu A operatorunun xatti operator oldugunu gosterir.

Torif 2. N (A) = {X tAX = O} ¢oxluguna A operatorunun niivasi deyilir.

Gortindiiyli kimi operatorun niivasi onun sifirlarindan ibarat ¢oxlugdur
va bos ¢oxluq deyildir, ¢linki 0 € N (A)

Teorem 1. A: D(A)— R(A) operatorunun qarsiligli birgiymotli olmasi
ligiin zoruri vo kafi sort operatorun N(A) niivasinin yalniz “0” elementdon
ibarat olmasidir.

Isbati. Kafiliyi gstorok. Forz edok ki, N(A)z {O} Gostorok ki, A
qarsiligh birqiymatli inikasdir. ©ksini forz edok. Forz edok ki, A qarsiligh
birqiymatli deyildir. Onda elo y € R(A) elementi vardir ki, onun iki miixtolif
X, Vo X, proobrazlari vardir: y = Ax;, y = AX,.Buradan

Y=y =Axq— A% = Al —%)=0
aliriq. Bu boraborlikdon X, — X, € N(A) Vo X —X, =0, X =X, aliriq. Alinmis
ziddiyyst forziyyonin dogru olmadigimi gostorir. Demsli inikas qarsiligh
birqiymatlidir.

Indi s zoruriliyi gostorak. Forz edok ki, inikas qarsiligl birqiymatlidir,
amma N(A)= {0}.

Ixtiyari y e R(A) elementi gotiirok. A operatoru qarsiliglt birqiymatli
oldugundan Ax =Yy tonliyinin yegano X' holli vardir. Onda z e N(A), z+0
elementi gotiirsok, Az =0 oldugundan X" = X'+ z elementi Giglin do

AX"=AX+Az=y+0=y
oldugunu alariq. Bu o demokdir ki, X'+2z elementi do Ax=Yy tonliyinin
hollidir. Onda aliriq ki, y elementi A inikasi zamani iki miixtolif X' vo X"
elementlorinin obrazidir. Bu iso A inikasmin qarsiligli birqiymotli olmasi
sortino ziddir. Demali forziyyomiz dogru deyildir. Yoni, N (A) = {O} olmalidir.
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Forz edok ki, X vo Y normalasmis fozalardir vo A: X —Y .
Teorem 2. A:D(A)—R(A) operatorunun A™ torsinin varhg vo
mohdudlugu iigiin

A= mijx| &)

barabarsizliyinin 6denmasi hom zaruri, hom ds kafidir.

Isbati. Kafilik. (3) borabarsizliyindon isitifado edorok aliriq ki,
A: X —>Y qarsihigh birqiymotli inikasdir. Dogrudan da y = Ax; vo y = AX,
olarsa,

0= 1%~ A2 i

baraborsizliyinden X, = X, alariq. Ona goro do A tors operatoru vardir va A
xatti olduqda A~*-do xattidir.

Gostorok ki, A™ mohdud operatordur. Istonilon X € D(A) \CIAS R(A)

figin y = Ax, x= A"y olarsa, (3) borabarsizliyino goro
IxI=|

Buradan aliriq ki, A mohdud operatordur vo HA&H < 1 .
m

_ 1 1
Aty|< 2= 2.

Zorurilik. Forz edok ki, A tors operatoru vardir vo D(A‘l)-de
mohduddur. Onda elo ¢ >0 ododi vardir ki, ixtiyari y € R(A) iigiin

[~v] <l @)
y = AX, x= Ay oldugundan (4) borabarsizliyindon
1
x|
alariq. Yoni (3) borabarsizliyi 6denilir.

Tarif 3. A: X —Y xotti operatorunun qiymatlori ¢oxlugu R(A) =Y vo

A operatoru mohdud olarsa, onda A operatoruna kosilmoz torsi olan
operator deyilir.

Teorem 2-don aliriq ki, X -don Y -0 tosir edon A operatorunun
kosilmoz torsinin varligr iicilin istonilon X e D(A) ticiin (3) borabarsizliyinin

0donmoasi vo R(A)zY olmasi zoruri vo kafidir.
Teorem 3. Forz edok ki, A: X — X xotti mohdud operator, | iso
vahid operatordur. Ogor ||A|| <q<1 olarsa, onda I — A operatorunun kasilmaz

torsi vardir vo H(I - A)_lu < ﬁ dogrudur.

Isbati. Tutaq ki, |A|<q<1. Onda
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(1 = A = ix = A = [ — A = o — | x| =
2| =14 =X - dllx] = @~ (5)
(5) barabarsizliyindon aliriq ki, | — A operatoru teorem 2-nin sartlorini 6doyir.
Ona goro do onun (I — A)_l torsi vardir. Bu xatti, mohdud operatordur vo

1
H(I ~A) 1”35.

Indi iso | — A operatorunun giymatlor coxlugunun biitiin X fozasi ilo iist-iista
diisdiiytinii gostorok: R(1 —A)= X . ixitiyari ye X elementi gotiirok vo
Bx = AX+ Yy boraborliyi ilo B operatoru toyin edok.

Ixtiyari x;,X, € X elementlori iiciin alarnq:

[Bx, = BXg| = [ Axy +y — A%, — v = | A% — Ax,| <

<A [ =xel| < dllx =
g <1 oldugu iiglin B operatoru X fozasinda sixan operatordur. Ona goro do
elo xe X elementi vardir ki, Bx=X, yoni AX+y=Xx, yaxud (I - A)X =y
olar. Buradan aliriq ki, istonilon y € X elementi | — A operatorunun qiymatlor

coxluguna daxildir. Ona gora do | — A operatorunun kosilmaz torsi vardir.
Asagidaki teorem do dogrudur.
Teorem 4. (Banax). Xotti kosilmoz A operatoru X banax faozasini
biitiin Y banax fazasina qarsiligl birqiymatli inikas etdirirsa, onda Y fazasimi

X fozasina inikas etdiron xotti kesilmoz A ters operatoru vardur.

15.2. Toars operatorlara aid mosals halli niimunalori
va tapsiriqlar

1. Ogor A:l, —>|, operatoru asagidaki kimi toyin edilerse, onun

kosilmaz torsi olarmi?

) AX =(Xg, X, %o, Xg, Xg)er);

b) AX = (X +2Xy, X, — X, Xz, Xgev);

V) AX = (Xy — X, Xy + Xg,2% — 2%, Xg, X, on.)
burada x = (X, X,,...) €, .

Holli. a) Goriindiiyii kimi A operatorunun toyin oblasti biitiin 1, fozasi
ilo dist-iisto diisiir vo |A|=1-dir, demali Ae L(l,,l,). Gostorok ki, A kosilmoz
torsi olan operatordur. |, banax fozasi oldugu {ig¢lin A-nin kosilmoz torsinin
olmas: iiciin istonilon y=(y1,y2,...)e I, licin AX=1y tonliyinin birqiymatli

342



hall oluna bilmoasini gostormok kifayotdir. Baxilan halda Ax=Yy tonliyi
asagidaki kimi olar

(Xg X4, X X4, X61--) = (Y1, Yau Va1 Yar Vo) (@)
Buradan

X =Y, Xo =Yz, X3=VYp, X =Yy, k=4
Demali

X = (X0, X, Xa: X4, Xg1012) = (V21 Yau V1o Yas Vo)
Yoni, (a) tonliyinin halli vardir vo

x=A"Y = (Y, Vg V1. Yarees)
soklindadir. Bu hall yeganadir.

Atel(,ly), |A7=1.
b) Bu halda da A operatorunun toyin oblastt |, fazasi ilo iist-iisto diisiir.
istonilon X = (X, X,,...) €, elementi iigiin
[AX7 = (% + 2% F + (g =%, F + X8 +32 +...=
= 2XZ + 2% Xy +5X5 + X5 + X2 +... <X +6X5 + X2 + X5 +...<
< 6(x12 X5+ X5+ )= 6|”

Buradan |A|= J6 alarig, yoni Ae L(I,,1,). Géstorok ki, istonilon
y= (yl, y2,...) el, tiglin AX =y tonliyinin yegana holli vardir

(% + 2%, % = Xa, X3, Xg1ee2) = (Y, Y2 Vs Vaoers) (8)
(f) tenliyindon aliriq ki, X +2X, =V, X — X, = Y,, X =Yy, K>3, buradan

= yl+—2yz, X, = u, X = Y, K <3 tapariq. Onda tonliyin halli

3 273

+2 - -
X:(}ﬁ 5 yZ'yl 3y2,y3,y4,...)=A ty

X

kimi olar.
x = A™'y holli birgiymatli toyin edilir vo A™ e L(l,,1,).
V) A operatoru biitiin |, fozasinda toyin edilmisdir va |, fozasinda mohduddur.

Asanligla  gostormok  miimkiindiir ki, A operatorunun  niivasi
ker A= {X el,, Ax= O} elo xel, vektorlarindan ibarstdir ki, onun birinci ii¢

koordinatlar1 X, =X,, X3=-—X, milnasiboti ilo baghdir vo diger biitiin
koordinatlar1 sifirlardan ibarot olan vektordur. Buradan aliriq ker A= {0} Ona
gora do A operatoru |, fazasini R(A) -ya qarsiliglt birqiymatli inikas etdirmir

vo onun mahdud torsi yoxdur. ©gor A -nin mohdud torsi olsaydi, onda istonilon
X €l, tiglin elo m odadi olardi ki,
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[AX]= mix]
Bu borabarsizlikden iso A-nin I, vo R(A) arasinda qarsiliglt birqiymatli
uygunluq yaratmasi alinirdi. 9gor X € ker A olarsa, Ax=0 va ||X||=O, x=0

alariq. Bu onu gostorir ki, ker A= {O} Amma yuxarida gordiik ki, ker A= {0}
Alinmis ziddiyyst onu gostorir ki, A -nin mohdud tarsi ola bilmoz.
2. Tutaq ki, A operatoru C[0,1] fozasinda

X

Af = [ f(tht, xefo1]
0
boraborliyi ilo toyin edilir. Gostoyin ki, A operatorunun mohdud torsi yoxdur.
Holli. Goriindiiyii kimi A operatorunun toyin oblasti biitin C[0,1]
fozasi ilo iist-listo diisiir, A operatoru mohdud operatordur vo ||A|| =

X
_[ f(t)}dt =0, x €[0,1] baraberliyinden f(t)=0 alnur. Yoni, ker A={0}.
0
A operatorunun qiymatlor g¢oxlugu R(A) C[O,l] fozasinda kosilmoz

X

diferensiallanan g(x J. (tt, g(0)=0 soklinds funksiyalardan ibarat xaotti

coxobrazlidir. kerA—{O} oldugundan A operatoru C[0]1] fazasmi R(A)-ya
qarsilight birqiymatli inikas etdirir. Ona goro do R(A)-da toyin edilmis vo
R(A)-n1 C[01]-0 birgiymotli inikas etdiron A tors operatoru vardr.

Asanligla gormok olar ki,

A —% xe[01], f(x)eR(A)

Dogrudan da, f(X) € R(A) 189, onda

[ (0t = 1(x)- 1(0)= £ (x),

X
ciinki f(0)=0 vo ( I f ]
0

indi iso gostorak ki, A™" mohdud deyildir. Bu mogsadlo f,(x)=sinnx
(n € N) ardicilligmmi  gotiirok.  Gorlindiiyti  kimi istonilon ne N  {iciin

f,(x)e D(A)=R(A) va | f,(x) <. A7,

=N oldugundan
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= +00.

sup ‘A‘l f
feD(A_l
=)

Buradan A~ operatorunun geyri-mohdud olmasi alinir.

Qeyd. Bu misal gostorir ki, biitiin fozada toyin edilmis mohdud
operatorun biitlin foza ilo list-listo diigmoyon hor hansi xotti ¢oxobrazlida toyin
edilmis qeyri-mohdud tors operatoru ola bilar .

3. C[0] fazasindan C[0,1]-o tosir edon vo

A = 1(x) [t (et

barabarliyi ils tayin edilon A operatorunun tarsini tapin.

1
Holli. f(x)eC[01] oldugundan Itf (tdt inteqrali vardir vo sonlu
0

adaddir.
1
a= Itf (tﬁt isaro edok. Bu halda Af = f(x)—ax.
0

Af =g gotiirok. Buradan f(x)—ax=g(x), yaxud f(x)=g(x)+ax.
Hor torofi X -o vursaq
xf (x) = xg(x)+ ax®

olar. Bu barabarliyi [O,l] par¢asinda inteqrallasaq, alariq:

j.xf (x)x = jxg (x)dx + aixzdx

Buradan
; [ a
o= '([xg(x)dx+a?0 = E|;xg(x)dx+§

1

%:ixg(x)dx, a =§J.xg(x)dx.

0
o -nin bu qiymatini nozars alsaq
3 1
f(x)= g(x)+ExIsg(s)ds ,
0
yaxud
2 1
(A%g)x)= g(x)+ 3 ) xsa(s)s
0

alariq.
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4. Tutaq ki, A:CJo, 1]—>C[ 1] operatoru
(Af )x)= f(x)- 2 j k(x,5)f (s)ds, xe[0.1], 2  R|{O}

boraborliyi ilo toyin edilmis operatordur. Burada K(x,s)=w(x)p(s), w(x),
(p(s) funksiyalarl [0,1] parcasinda kosilmaz, eyniliklo sifir olmayan vo

Il// X Jdx ;t = sortini 6doyan funksiyalardir.

Gostorin ki, A kesilmoz torsi olan operatordur. A operatorunu tapin.
Holli. Goriindiiyii kimi A operatoru biitlin fozada toyin edilmisdir vo
asanligla yoxlamagq olar ki,

|A| <2+4]- v el
yoni AeL[C[01]G[01]]. C[01] banax fozasi oldugundan A-mn kosilmoz
torsinin oldugunu gdstormok iiclin molum Banax teoremino goéro istonilon

g9(x)eC[0]] iigiin

(Af )x)= 4 w(x)p(s)f (s)ds = g(x) ()

tonliyinin yegano hallinin oldugunu gostormak lazimdir. (« ) barabarliyindon
goriiniir ki, ogor f (X) bu tonliyin halli is9, onda

f(x)=g(x)+cay(x),
burada

= Jolo)F(ohs. ()

R

() boraborliyinin hor torofini ¢ X)-a vurub [0,1] parcasinda inteqrallasaq,

alariq:

1
J £ ()p(x)x = /1CC0+I¢ g(x)x (7)
0
Burada C0=j-l//(X}p(X)dX (co j j.f (X)p(x)dx =c  oldugundan (y)
0

boraborliyino gora ¢ = Acc, +I(p X)ix yaxud
0

o(x)g(x)dx

T1- ACy 5
tapariq. Noticado
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0= [ plekis + a(0)=(a g (8)

oldugunu alariq. Sonuncu boraborlikdon (e« ) tonliyinin yegans hallinin
oldugunu aliriq. (6') baraborliyinin (¢ ) tonliyinin halli oldugunu bilavasito
yoxlamagq olar.

5. Tutaq ki, A:C[0,]— C[0,1] operatoru

(Af )x)= f(x) ;Lijs (s)ds, xe[04], 2 <R[{0}

baraborliyi ilo toyin edilmis operatordur. Burada K(x,s)=p(x)p(s), w(x) vo
o(x) [01] parcasinda kosilmoz funksiyalardir vo eyniliklo sifir deyillor.

Gostorin ki, A kosilmoz torsi olan operatordur vo A™ operatorunu tapin.
Holli. Aydindir ki, A< L(C[0,1].C[0, 1]) Ovvalki misalda oldugu kimi

(Af )x)= f(x) zjy/x)go s)ds = g(x)

g(X) € C[O,l] tonliyine baxaq ve onun yegana hollinin oldugunu gostorak.

I(p(s)f (s)ds = z(x) isara edok. Onda
f(X)—ﬂw(X)Z(X 9(x)
alariq. Aydindir ki, Z(X)e [O 1] vo z'(x)=g(x)f(x). Onda
2(x)= )y (X)2(x)+ g (X)]= 226 (x)z(x) + p(x)a (x)

alariq. Burada a,(x)= @(x)y(x).
Belaliklo, Z(X) funksiyasina nozoron asagidaki xotti qeyri-bircins

diferensial tonliyi aliriq:

2/(x)— 2ag(x)z(x) = p(x)g(x)
Ogoar bu tonliyi sabitin variasiyast lisulu ils hall etsok, naticads alariq:

ﬂfao(s)ds X JLTao(t)dt

z(x)=e © C+I¢(s)g(s)e o ds|.
0

2(0)=0 oldugundan c =0 aliriq. Noticado

ijao s)ds x —ﬂjao (t)dt
00-ale * [olllek © e
+g(x) E(A g)(x (*)
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aliriq. Sonuncu barabarlik baxilan tonliyin yegans hallini toyin edir. Bu isa A-
nin kosilmoz torsinin oldugunu gosterir. A tors operatoru (*) formulu ilo
tayin edilir.

6. Tutag ki, LcC[01]- [01] pargasinda iigiincii tortib kesilmoz
diferensiallanan vo x(0)=x'(0)=x"(0)=0 sortini 6doyan xatti coxobrazlidir.
Gostorin ki, toyin oblasti D(A)=L olan vo (Ax)t)=x"(t)+x(t) formulu il
toyin edilmis A operatoru kasilmaz tarsi olan operatordur.

Hblli. istonilon y(t)eC[O,l] funksiyas1 gotiirok vo Ax =Yy tonliyino,
yani

X"(t)+x"(t)= y(t) (1)
x(0)=x(0)=x"(0)=0 )

(1)-(2) Kosi mosalasing baxagq.

Ovvalca (1) tenliyine uygun bircins

X"()+ x'(t)= 0 3)
tonliyin fundamental hallor sistemini tapagq.

X”(t) = u(t) ovaz etsak, birinci tortib

u(t)+u(t)=

tonliyini alariq. Bu tonliyin timumi halli u(t) ce soklindadir, c -ixtiyari
sabitdir. Onda (3) tenliyinin dimumi halli x(t)=ce™ +c,t + ¢, soklinds olar,
C,,C,,C5— ixtiyari sabitlordir. x(t)=e™, Xx,(t)=t, X4(t)=1 funksiyalar1 (3)

tonliyinin fundamental hallor sistemidir.
(1) tonliyinin timumi hallini sabitin variasiyasi tisuluna goro

X(t)=ci(t)e™ + ¢, (th +colt) @)

soklinds axtaraq. Burada Cl(t), C, (t), C3(t) funksiyalar1
ci(tle™ +ch(th+cs(t)=0,
~cl(te +c(t)=0 ()
ci(tle™ = y(t)

tonliklor sistemindon toyin edilirlor. (5) tonliklorindan Ci(t) = ety(t),
ch(t)=y(t), c4(t)=—(t+1)y(t) tapariq. Buradan

:Ie’y(z—)jzwrcf,cz(t):J.y(r)errC;, (6)
0 0
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t

c(t)=—[(r +1)y(r Mz +c;. Burada ¢,c;,c; ixtiyari sabitlordir, te[04]. (6)
0

barabarliklorini (4)-ds yerine yazsaq, alariq:

t
x(t)=cle ™ +oit+c+ (€7 +t—r-1y(r)de )
0

(2) baslangic sortlorini nozors almaqla (7) imumi hallinden axtarilan xiisusi
halli tapaq. (7) boraborliyindon alariq:

W)= e+ (e sy )de + e+ t-t-1y(t)-
0
=—ce'+c,+ j(— e+ 1)y(r)d T,
0

t
X'(t)=—cie™ +c; + [ y(r)dr + [L—et y(t)=

0
t
= —C:e_t + J.er_t y(r)dz'
0

(2) baslangic sortlorindan istifads etsok

¢ +C;=0
—C +C, =0
c, =0
Buradan Cf = C; = C; =0 alariq. Onda (1)-(2) moasalosinin axtarilan halli
t
x(t)= [l +t—r—1y(cHie (8)

0
olar. Kosi masalasinin hollinin varligi va yeganaliyi teoremina gors (8) hallinin
yeganoliyini aliriq.

(8) diisturundan istifado etsak, alariq:

3+2e
”X”c[o,l]S 2 ”y”C[O,l]

Buradan

2
>_=
”AX”(:[O,l] “ 3412 ”X"c[o,l]' ©)
Banax teoremino gors (9) barabarsizliyindon A -nin kosilmaz torsinin oldugunu
alariq. A tors operatoru
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(")) = [l +t— -1y, yit)=Clod]
3+2e
2

kimi verilir vo HA*1H <

7. Tutaqg ki, A vo B E xotti fozasinda verilmis xotti operatorlardir.
Asagidaki tokliflorin dogru oldugunu gostorin.
a) Ogor A vo B operatorlarinin torsi varsa, onda AB -nin do torsi vardir vo

(AB) ' =B'A;
b) Ogar A va BA operatorlarin torsi varsa, onda B torsi do vardur.
8. L={x(t)ecoa} x(0)=0}, L=cos]
altfazasinda A: L — C[0,1] operatorunu
(Ax)t)=x(t)+a(t)x(t), a(t)=Cloa], t<[o1)
barabarliyi ilo toyin edok. Gostorin ki, A kasilmaz torsi olan operatordur.
9. E ilo [01] parcasinda ikinci tortib kesilmoz toromolori olan vo
x(0)= x(1)=0 sortini 6doyan funksiyalar goxlugunu isars edok.
A:E —>C[o1], (Ax)=x"(t)-x(t), te[0,]
operatorunun tarsi olan operatoru tapin.
10. Asagida gosterilon qayda ilo toyin edilmis A:l, — 1, operatorunun
tors operatoru varmi?
) AX =(0,X,%y,...), ) AX =Xy, Xg,...), V) AX = (X + Xp, Xp, Xg,..) XE .
11. E ilo [O,l] pargasinda diferensiallanan vo x(0)=0 sortini 6doyon
funksiyalar ¢oxlugunu isars edok.
(t).

I = e+ e
Asagida gostarilon qayda ilo toyin edilon A:E — C[O,l] operatorunun kosilmoz
torsinin varligini isbat edin.
a) (Axt)=x(t)+4x(t);
b) (Ax)t)=x(t)- 2t><( );

V) (Ax)(t)=x(t)-3t°x(t);
a) (Ax)t)=(t+1)x(t)- t)
d) (Ax)t)=(t> + 1))

Burada t € [0,1]. A_1 operatorunu tapin.
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XVI FOSIL
OPERATORLAR ARDICILLIGININ YIGILMASI

16.1. Operatorlar ardiciliginin miintozom va giiclii
manada yigilmasi

Forz edok ki, X vo Y normalasmis fozalardir.
A, AeL(X,Y) gotiirok.
Torif 1. Ogor

i A, Al ) =0

Nn—o0

olarsa, bu halda deyirlor ki, {/—\]} operatorlar ardiclligi A operatoruna normaya

nazaran y18ilir.
Teorem 1. {Ah}e L(X ,Y) operatorlar ardicilliginin  Ae L(X ,Y)

operatoruna normaya nozoron yigilmasi {igiin zoruri vo kafi sort, {Ahx}
ardicilliginin

sfod]={x:xe X, |¥ <1
qapali kiirosindo AX -0 miintozom yigilan olmasidir. Yoni, Ve >0iiclin elo
N(g) némrosi vardir ki, n> N(g) ve istenilon x € S[0,1] iigiin |AX—Ax|<e

olmasidir.
Isbati. Sortin zoruriliyi asagidaki borabarsizlikden alinir. Operatorun

normasinin torifino gors ||X|| <1 olduqgda
[ A=A = (A, = A <A = A x| <[[A - A
dogrudur. {A]} ardicilligi A -ya normaya nazoron yigildig: {iglin Ve >0 {igiin
elo N(g) noémrosi vardir ki, n>N(g) oldugda |A, — A| <& 6donir. Bunu
nazors alsaq ||X|| <1 oldugda
- A <A, - A<
alariq. Bu {Ahx} ardicilliginin S[O,l] kiirosindo AX -0 miintozom yi181lmast

demokdir.
Kafilik. Forz edok ki, {Ax} ardicilig S[01] kiirosindo Ax -0

miintozom y1gilir. Onda istonilon & > 0 tgiin elo N, nomrosi vardir ki, n> N,

oldugda istenilon x e S[0,1] tigiin
&
— Ax —
- Ar] <&

Buradan
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A~ Al =suplAx - Ax| <7 <

<z
aliriq. Yoni A, ardicilligi A-ya normaya goéro y1gilir.

Bu teoremdon asagidaki natico ¢ixir.
Natica. Ogor A, ardicillifi A—ya normaya nozoron yigilirsa, onda

istonilon M mohdud ¢oxlugunda {ij} ardicilli@i AXx -o miintozom yi8ilir.

Isbati. M ¢oxlugu mohdud oldugundan ela S[O, R] qapal1 kiirasi vardir
ki, M c S[O, R]. Normaya nazoron A, — A oldugundan istonilon ¢ >0 iiciin
elo N, ndmrasi tapmagq olar ki, n> N, oldugda

Ia,-A<Z

Onda vxe M fiigiin ||X|| <R oldugunu nazars alsaq, yaza bilorik:

&
[Ax—Ax|<]A, - Allx < 2R =2

Sonuncu {A]X} ardicilligmin - M ¢oxlugunda Ax-o miintozom yigilan

oldugunu gostorir.

Bu teoremo osaslanaraq ¢ox zaman normaya nozoron yigilmaya
miintozom yi1gilma da deyilir.

Yuxarida biz X vo Y fozalarinin normalasmis fozalar oldugu halda
L(X,Y) coxlugunun da xotti normalasmis foza oldugunu gostormisik.

Asagidaki teorem do dogrudur.
Teorem 2. Ogor X istonilon normalagsmis foza, Y iso Banax fozasi

olarsa, onda L(X,Y) Banax fozasidir.
isbat. Forz edok ki, {A,}eL(X,Y) fundamental ardicillig1 verilmisdir.
Onda istonilon ¢ >0 iiciin elo N, ndmrasi tapmaq olar ki, n> N, va istonilon
p natural odadi liglin
[Avep = Al <2

barabarsizliyi dogrudur.
ixtiyari x e X elementi gétiirok vo {A x} ardicilligina baxaq:

(A= A=Ay = AN < Ay - A
boraborsizliyinden goriiniir ki, {A,x} ardiciligi da Y fozasinda fundamentaldur.
Y tam foza oldugundan elo y €Y elementi vardir ki,

|Ax—y|—0, yoni lim Ax=y.
nN—o0
Bu gayda ilo istonilon X € X elementino miioyyon y €Y elementi garsi qoyan

A operatoru toyin etmok olar:
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y=AXx=Ilim A x.

n—o0

A, operatorlari xatti oldugundan yaza bilorik:
AXX + 2% ) = r!ﬂ]o Ay (X + Ap%p ) =
n—aoo n—o0

Demali, A xotti operatordur.
Gostorok ki, A mohdud operatordur.

Ao =1l <[ Avep — A

borabarsizliyinden aliriq ki, ﬂ|ﬂh||} ododi ardicilligr fundamentaldir, yoni

yigilandir. Ona gors do bu ardicilliq mohduddur. Onda elo ¢ ododi vardir ki,
istonilon n lciin ||A1|| <c.

Buradan ||A,X| < c|x| alarg.

Bu barabarsizlikdo n — oo sortinds limito kegsok,

Ax| < c|x| olar. Bu
iso A operatorunun mohdud olmasi demokdir. Demoali, A xotti mohdud
operatordur, yoni Ae L(X,Y ). Teorem isbat edildi.

Qeyd edoak ki, L(X ,Y) xotti mohdud operatorlar fozasinda operatorlar

ardicilliginin miintozom yigilmasi anlayisi ilo barabor digoer név yigilmalar da
daxil etmok olar.

Tutag ki, A,,AcL(X,Y) verilmisdir.
Tarif 2. Ogor istonilon X € X elementi iiglin
lim||A,x— Ax|=0

N—>00

olarsa, onda deyirlor ki, A, ardicilligi A -ya giiclii monada y1g1lir.
[ A=A <A, = Al []
borabarsizliyindon alinir ki, ogor {A]} ardicilligt A-ya miintozom monada

(normaya gors) yigilirsa, onda o eyni zamanda giiclii monada da yigilir.
Bu faktin torsi dogru deyildir. A, ardicilliginin A- ya giiclii monada

y1gilmasindan onun miintozom, yoni normaya nazoron yigilmasi alinmaya da
bilor.

0
Misal. X =I, olsun. X=(X,Xp....%p...)€lp, Y X2 <o, elementini
n=1

gotiirok. Asagidaki qayda ilo A, operatorlari toyin edok. A, operatoru har bir
X elementino elo y=(y1,y2,...,yn...) elementi qars1 qoysun ki, Y, =X,

y2 :XZ""’ yn =Xn1 yn+1:01 yn+2 =O,... olsun.
Yoni
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A X = (X, Xy X)) = Y =(%,,0,...0,...)
Ay X = (X, X e X)) = Y = (%4, %,,0,...0,...)

A, 0 X = (X, X e X o) = Y = (X, X900, X, 0,...0,...)
gars1 qoysun. Onda A =1 vahid operatoru {i¢iin

[Ax— 12 =[Ax—xf = 3x¢ 50, n oo
k=n+1
olar (yi1gilan siranin qaliq sirasi olduguna goro).

Ona gora do ||Anx — IX|| —0 vo {An} ardicilligr | -ys giiclii monada y18ilir.
Gostorok ki, {/—\]} ardicilligt | -yo normaya nozoron y1gilmir.
Dogrudan da, |, fozasinda ||X||=1 sortini 6doyon vektorlar igarisindo
A,x =0 sartini 6dayan vektorlar ii¢iin ||(A1 -1 )X|| =1 oldugundan

|40 = 1= sup(A, — 1) =1

alariq. Buiso A,-in | -yo normaya nazaoron yigilan olmadigini gostarir.

16.2. Miintozom mohdudluq prinsipi

Teorem 3. Ogor {An} xatti kosilmoz operatorlar ardicilligi X Banax
fozasinin hor bir X noqtesindo mohduddursa, yoni istonilon X e X noqtosi

uclin elo M, odadi varsa ki, « sortt 0donilsin, onda ﬂ|An||} adodi

ardicilligr mahduddur.
Isbat. Ovvolco farz edok ki, {Ahx} ardicilligt S[XO,I’]CX qapali

kiirosindo miintozom mohduddur, yoni elo M odadi vardir ki,
sup|AX| <M .
n

Bu halda ﬂ|A1||} ardicilliginin  mohdud oldugunu gostorok. Bu mogsadlo

istonilon X, € X, X, # 0 elementi gotiirok.

+ X rox
X

Z_r elementi do S|[x,,r] kiirasins daxildir. Onda

[ ||||]
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olar. A, operatorlar xatti oldugundan yaza bilorik

o]
’*‘[ * I

r r
2| 1Al = palax-M

r
Ao+ T A 2
[

Buradan
r
M 2| AX|-M
]

yaxud
2M
A< 21X

alariq. Sonuncu barabarsizlikdon ||A|| <M alariq. Bu iso S[x,,r] kiiresindo
r

{Ahx} miintozom mohdud olduqca, ﬂ|A1||} odadi ardicilliginin - mohdud

oldugunu gostorir.
Indi iso teoremi {imumi halda isbat edok.
Oksini forz edok. Forz edok ki, teoremin hokmii dogru deyildir. Bu

halda {“A1X||} ardicillig1 heg bir qapali kiirado miintozom moahdud deyildir. ©gor
ﬂ|A1X||} miintozom mohdud olsaydi, onda mp\w”} odadi ardilligi da mohdud
olardi. Sy, X qapali kiirosini qeyd edok. Bu kiirado ﬂ|A]X||} geyri-
mohduddur. Onda elo X, €S, ndqtosi vo elo n; ndémrasi tapmaq olar ki,
HAquH >1. A, operatorunun kasilmozliyino gors elo S, = Srl(xl) ac1q kiirasi
vardir ki, xeS;-do HA11XH>16d9nir. S; kiiresindo ﬂ|A1X||} geyri-mshdud
A, x2H>2.
Miihakimoni bu qayda ilo davam etdirmokls, elo {x } vo {S_k} alariq ki,

oldugundan elo X, € S;ndqtasi vo N, >N, ndmrosi tapmaq olar ki,

% €S, vo §,o5 55,>..o5, > olsun. Eyni zamanda x e S, oldugda

A X[ = k.
Bir-birino daxil olan kiiralor hagqqinda teoremo goro bunlarin hamisina
daxil olan yegana X € S, k =1,2,...ndqtosi vardir. Onda HA”( )‘(H >k, yoni {Ah)_(}

geyri-mohduddur. Bu isa teoremin sorting ziddir. Demali, elo qapali kiira vardir
ki, orada ﬂ|A1X||} mohduddur. Ona gora do ﬂ|A1||} adadi ardicilligi mohduddur.
Teorem isbat olundu.
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16.3. Banax-Steynhauz teoremi

Teorem 4 (Banax-Steynhauz). A, € L(X,Y) operatorlar ardicilliginin
Ae L(X ,Y) operatoruna giicli monada (yoni istonilon X e X ndqtesindo)
y1gilan olmasi {iglin zoruri va kafi sort
1) ﬂ|An||} adadi ardicilliginin mohdud olmasi
2) A, ardicilligmim X -do hor yerds six olan X'< X altcoxlugunda A-ya
giiclii monada yi1gilan olmasidir.

Isbati. Zarurilik. Istonilon xe X Tl¢iin A\X = AX, n—oo oldugu
uglin ||A1X|| —>||AX||, Nn—oo. Ona gors do {“AhX”} mohduddur. Onda miintozom

mohdudluq prinsipinden aliriq ki, ﬂ|ﬂh||} ardicilligt mohduddur. Eyni zamanda

X' alt¢oxlugu olarag X' = X gotiirmok olar. Demali, zorurilik dogrudur.
Kafilik. Forz edok ki, xe X, amma x '€ X'. Istonilon ¢>0 ododi

gotiirok vo elo X € X' tapag ki, |[x— x| <& olsun. M = sup |A,|. A =A.
n=0,1,2,...

Gostorok ki, A, ardicilligr giiclii monada A-ya yigilir. Onda yaza
bilorik:
<

A = AX] =] A (x = X) + (A = AX')+ A(X' —x)
<[[Aul[x =X+ [ AX = AX| + | AllX = X| < 2Me + | A — AX
X' altcoxluguda A, ardicilligt A-ya giiclii yigildigindan {Aw X'} 5 Ax. Onda

Ve >0 tglin elo N nomrosi vardir ki, n> N oldugda ||A1X'— AX'|| <¢ olar.
Onda biitiin n > N {i¢iin
|AX— Ax| < (2M +1)e

alarig. Bu 1so ardicilligin biitiin X -do giiclii y1gildigini1 gostorir. Teorem isbat
olundu.

16.4. Xatti operatorun kasilmazliys gors davam

Forz edok ki, X vo Y xotti normalasmis fozalardir. A: X —Y xotti
operatordur. A operatorunun D(A) toyin oblastinin X fozasinda six oldugunu

forz edok: D(A)= X . Belo xotti operatorlar iigiin do mehdudluq ve norma
anlayislarini daxil etmak olar.

Ogor [A|]= sup <+wo olarsa, onda A operatoruna D(A)
xeD(A)||x|<1

¢oxlugunda mohdud operator deyilir. |A| kemiyyatino A operatorunun

normasi deyilir.
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Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem (xatti operatorun kasilmazliys gora davam haqqinda). Forz
edok ki, X — xotti normalagsmis, Y iso banax fozasidir, A operatoru toyin
oblast1 D(A)c X, D(A)=X, qiymatlor ¢oxlugu R(A)CY olan xaotti
operatordur vo D(A) coxlugunda mohduddur. Onda biitiin X -da toyin edilmis

elo xotti mohdud A operatoru vardir ki,
1) istonilon x € D(A) iigiin Ax = Ax

2) [Al=1A
sortlori 6donilir.
Isbati. A operatorunu asagidaki iisulla toyin edok: Dgor X e D(A)

olarsa, Ax = AX.
Tutag ki, xe X, amma x € D(A). D(A)-mn X -da sixligina gora elo

{x,}— D(A) tapmaq olar ki, x, —x. Bu halda Ax= lim Ax, qobul edok.

n—o0
Gostorok ki, baxilan limit vardir vo X -0 yigilan ardicilliglarin se¢ilmasindon
asili deyildir. Dogrudan da

[, = A < [ A [ = |
boraborsizliyindon alinir ki, {Ax,} fundamental ardicilliqdir. Y tam foza

oldugundan {Ax,} yigilandir. Demoli lim Ax, vardir. Indi iso X, = X, N — o
n—o0

{x;]}c D(A) sortini Odoyon bagqa bir ardicilliq gotiirok. a= lim Ax,,

nN—o0

b= lim Ax] gobul edok. Onda yaza bilarik:

N—o0

o =B < la = Ay + A%, —Ax,

+|Ax, —b| >0, n—>o0
Ciinki
[y = Ay <[ Ay =3[ >0, o0
Demoli, a=Db alirgq.
Daha sonra ||Axn|| < ||A|| . ||Xn|| barabarsizliyinda n—oo gsortinde limito

KXH < ||A||||X|| alariq. Buradan HKH < ||A|| olar. Digor torofdon
[Al=suplAx|> sup [Ax]=|A

[z

kegsak,

[x|<t
oldugu iiciin HKH =| Al aliriq.

A operatorunun xottiliyi A-nin vo limitin xattilik xasseslorindon almnir.
Dogrudan da istonilon X', X" € X fii¢iin yaza bilorik:

Al + ") = lim Alax; + fix;) = lim Acex; -+ lim Afix; =

357



= lim AX/ +,B I|m AX! = aAX + BAX" .

n—o0
Bu iso A -nin xotti olmasi demakdlr. Teorem isbat olundu.
Qeyd edok ki, A operatorunun yuxaridaki gayda ilo qurulmus davami
A operatorunun kosilmozliys goro davami adlanir.

16.5. Operatorlar ardicilhiginin yigilmasina aid masalo
halli niitmunalari va tapsiriqlar

1. {Ah}c L(E,E) operatorlar ardicilliginin miintozom vo ya noqtovi
yigilmasini todqiq edin.

a) E=1,, Anx{ﬁ,ﬁ,... al j x=(x)el,;

b) E=1,, Ahxz(xT,x: ,xn:),O, )y x=(x)ely;
v) E=C[01], (Ax)t)=t"@-t)x(t), t e[01];
q) E=clog], (Ax)t)= ”x(t), teoa]

1

n

d) E=c[o,1], (Ax)t)=n j x(rhz, te[0d].

t
Holli. a) {Ah} operatorlar ardicillig1 sifir operatora miintozom yigilir.

Ciinki, istonilon X €1, ii¢iin
1 1
A" = —sz_l " =K

Buradan ||An||=%—>0, n—oo.

b) {Ah} ardicilligt | vahid operatoruna noqtovi yigilir, amma
miintozom y1gilmir. Dogrudan da istonilon X = (X}, X,,...) €|, tigiin

[Ax—x?= SJx[ >0, n oo

k=n+1
(yigilan siranin qaligi oldugu tiglin). Bu onu gosterir ki, A, =1 noqtovi

y1gilir.

Indi istonilon ne N iiciin X = € = [0,...,0,1,0...} el,
'Hr_/

n

gtiirok. [e,,,|=1. Bu halda
[Aven.s —€nal=[ena] =1
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Ona goro do

I, 1= supl A= x| [ e =150

Yoni A, ardicilligt n— oo oldugda | vahid operatoruna miintozom (normaya
goro) y1gilmur.

V) {/—\]} operatoru sifir operatoruna miintozom yigilir. Dogrudan da
istonilon x(t)e C[01] iigiin

n _tn+1

I =m0 ) < s 3 =
nn
= W”X”'
Ona gors do
”Ah” (n+1)n+1 —0 (n _)OO)-

q) Gostorak ki, {/—\]} ardicilligr yigilan deyildir. Ciinki x(l);«t 0 sortini
6doyon istonilon x(t)eC[01] funksiyasi iigiin {t”x(t)} ardicilligi noqtovi

monada
0, 0<t<]
"’(t)_{xa), t=1

funksiyasina yigilir. Gorilindiiyli kimi l//(t) kosilon funksiyadir vo C[O,l]
fozasina daxil deyildir. Ona goro do {A1} ardicilligr noqtovi monada (eyni
zamanda miintozom monada) yi1gilan deyildir.

d) Gostorak ki, {An} ardicilligr | vahid operatoruna ndqtovi monada
y1gilir, amma miintozom y1gilmir. Dogrudan da, agor F(t)— X(t) funksiyasimin
ibtidai funksiyasi is9, onda

nt}nx(r)jr ] F(t +ij_ E(0)

— F'(t)=x(t)

1

n
miinasibatindon A, ardicilliginin | vahid operatoruna ndqtovi yigilmasini

aliriq.
indi iso x,(t)=t"" (n>2) funksiyasml gotiirak.

%l = m

te[O 1
Onda alariq:
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n —t+ =
A%, — x| = maxin [¢"*dr —t") = max|"[ 0 -t =
te[0,1 t tef0,1] =t
n
= max(t+1j —t" "=
te0,1] n
et M0 Dz L e el
te[0.1] 2n?
> n(n-1) maxt"? = n(n-Y) >1 (n>2)
2n?  tefo]] 2n’> 4

Noaticada,
1
1A, = 1] =sup|Ax =X = |Ax, = %,[| == -»0, n—>o0
< 4
yoni, A, ardicilligr | vahid operatoruna miintozom yi1gilmur.

2. Tutaq ki, E banax fozasi, A iso bu fozada tosir edon xotti mohdud
operatordur. Forz edok ki,

go(t):gzktk

(Zk € R)— biitiin hoqiqi oxda yi1gilan qiivvet sirasidir.
Isbat edin ki,

n

Sa(A)=>" 4 A"

k=0
ardicilligr N — oo sortindo (o(A)e L(E) limitine malikdir. {/11(} adadi ardicilligy

hansi gortlori 6dadikdo ||(p(AX| < (p(“A”) olar?

Holli. Qeyd edok ki, L(E) fozasinda operatorlarin hasili amolinin
olmasi istonilon ne N iigiin A" operatorunu toyin etmoays imkan verir, bels ki,
‘A” <|Al". o(A) operatorunu

o0

o(A)x=> A Ax, xeE ()

k=0

kimi toyin edok. ZEkAkX siras1 E fozasinda o zaman yi8ilan adlanir ki, onun
k=0

xtisusi comlor ardicilli@i yigilan olsun. Banax fozasinda miintozom yigilan

istonilon sira yi1gilandir. ©gor
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> [ Al =c <o
k=0

olarsa, go(A) funksiyasini (a) borabarliyi ilo toyin etmak olar. Bu halda alariq:

oA =2 AcA S < kgolﬂkIIINIKIIXII =c|x|, x<E.

Buradan ||(p(A]| <c alingq. (/)(A)-nln xotti olmasini iso asanligla yoxlamaq olar.
Ona goro do @(A)e L(E). Indi iss gostorak ki, n — oo oldugda S,(A) — ¢(A).
Istonilon x € E iiciin yaza bilorik:

[(@(A)= S (AN =

X

< YAl

k=n+1

Buradan

(W)=, (A< SIAA >0, n—es

k=n+1

aliriq. ©gor 4, >0, ke N olarsa, bu halda

o)< SIAIA" = olA).

3. Tutag ki, E banax fozasidir. {A,}c L(E), {B,}cL(E), neN vo
normaya nazaran
A, > A, B,—>B, ABeL(E). Gostorin ki, A,;B, > A-B.

4. Tutaq ki, E; vo E, banax fozalandir. A, € L(E;,E,) vo normaya
nozoron A, —> A, Ae L(El, Ez). Gostarin ki, agor X, — X (Xn,Xe E.ne N)
iso, onda A x, = AX.

5. Tutaq ki, {p,(t )}n 4 Cla,b] fozasinda hor hansi geyd olunmus

funksiyalar ardicilligidir. Istonilon ne N {igiin
(Axt)=pa(t)X(t), t[a.b], x(t)<Cla.b]

operatorlar1 toyin edok.
pn(x) ardicilligt hansi sortlori 6dodikdo A, operatorlar ardicilligt  a)
miintozom b) néqtovi y18ilir.

6. Asagidak: hallarda {Aq}c L(E) operatorlar ardicilliginin miintozom
yigilmasini todqiq edin.
a) E=l,, Ax=(0,..0,%,,Xy1,:), XEly;

b) E=ly, AX= (X1 Xnyz0ew), XEly;
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v E=cloal, (A= /it e

0

q) E=L,[01], (Ax)t)= jt“r”x(r)dr .
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XVII FOSIL
XOTTI OPERATORUN QRAFIKI.
QAPALI OPERATORLAR

17.1. Banax fozalarinin diiz comi

Forz edok ki, X vo Y istonilon xatti fazalardir.

Tarif. xe X, yeY oldugda x = (x, y) soklinds biitiin ciitlor oxluguna
X va Y fozalarmin diiz comi deyilir vo Z =X +Y kimi isara edilir. Bu fazada
ciitlorin comi vo ciit adodo hasili amollori asagidaki qayda ilo toyin olunur:
2, = (%, Y1), Z, =(X,,Y,) ciitlori vo oy, e, ododlori tigiin

oy + 0,2, = (X + 0%, Yy + oY)

Ogor xlisusi halda X vo Y normalagsmis fozalar olarsa, X +Y fozasinda
norma |z| = x|, +]y|, kimi toyin edilir. Asanligla géstormok olar ki, bu qayda

ilo tayin edilmis norma biitiin aksiomlar1 6doyir. Bu halda X vo Y Banax
fozalar1 olarsa, X +Y fozasi da Banax fozasi olar.
Gostormok olar ki, X +Y fozasinda norma asagidaki tisullarla da toyin

edilo bilor:
Ip
2= I 115+ Izl = lelli + vy ) (p=1),

|2] = max{x], |1, }

Daxil edilmis bu normalar bir-birina ekvivalentdirlor.

17.2. Operatorun grafiki

Forz edok y= F(X) toyin oblasti D(F)c X, qiymatlor ¢oxlugu iso
E(F)cY olan operatordur. X vo Y Banax fazalaridir.

{x,F(x)}, xeD(F) ciitlor goxluguna F operatorunun grafiki deyilir.
Torifdon goriiniir ki, operatorun qrafiki X +Y fozasinin alt ¢oxlugudur.

Torif. Ogor A: X —Y xotti operatorunun qrafiki X +Y fozasinda
qapali olarsa, onda A operatoruna qapali operator deyilir. A operatorunun
grafikinin qapali olmas1 o demokdir ki, agor X, D(A) tclin {Xn, Axn}—> (X, y)
olarsa, onda x € D(A) vo y = AX.

Ogor |z|=|x|, +]y|, oldugunu nozero alsag, A operatorunun
qapaliliginin torifini asagidaki kimi vermok olar: ogor X, € D(A), X, = X Vo
AX, -y iso, onda xe D(A) vo y = AX.

Asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 1. Ogor D(A)z X vo A mohdud operator iso, onda A qapali
operatordur.

Isbati. Tutag ki, n—o oldugda x, =X vo Ax,—Yy. A mohdud
operatoru kosilmoz oldugundan n—oo iigiin AX, — Ax. Limitin yeganalik
xassasing gora Yy = AX alariq.

Teorem 2. Ogor A qapali operator iso vo A tors operatoru varsa,
onda A™ operatoru da gapalidir.

isbati. A vo A operatorlarinin grafiklerine baxaq:
{x, Ax}, x e D(A)

. Ay} yeR(A)
A™' operatorunun grafikini eyni zamanda {Ax,x}, xeD(A) soklindo do
gostoro bilorik. Bu A operatorunun qrafikindo X vo AX -in yerini doyismoklo
alindigi iigin Y + X fozasinda gapali coxluq olar. Demoli A™ qapali
operatordur.
Natica. Ogor Ae L(X ,Y) vo A ltors operatoru varsa, onda A~ gapali
operatordur.

Dogrudan da 1-ci teorema gdro A qapalidir vo 2-ci teorema goro A™
operatoru da qapal1 olar.

17.3. Qapal qrafik haqqinda Banax teoremi v
onun bazi naticalori

S.Banax torofindon miihiim totbiqi ohomiyyati olan asagidaki teorem
isbat edilmisdir.

Teorem 1. ©gor A operatoru X Banax fozasinda hor yerds toyin
edilmis vo qiymotlori Y Banax fozasina daxil olan xotti qapali operator iso,
onda A mohdud operatordur.

Cox miihiim bu teoremin isbat1 agagidaki lemmadan alinir.

Lemma. Forz edok ki, A operatoru biitiin X Banax fozasinda toyin
edilmis, qiymatlori Y Banax fozasina daxil olan xatti qapali operatordur. ©gor
X -da hor yerds six olan elo M c¢oxlugu vo elo ¢ >0 sabiti varsa ki, istonilon

xeM iigiin |Ax|, <c|x|, sorti 5denilsin, onda A mohdud operatordur.

Qapali grafik haqqinda yuxarida qeyd etdyimiz teoremdon tors
operatorun varligt haqqinda Banax teoreminin daha giiclii varianti olan
asagidaki teorem alinir.
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Teorem 2. Ogor A qapali operatoru X Banax fozasini biitiin Y Banax
fozasima qarsiliqh birqiymotli inikas etdirirss, yoni R(A)zY iso, onda A™
operatoru mohduddur.

Isbati. Teoremin sortind goro D(A)z X va A qapali olduguna gors 1-
ci teoremo goro A mohdud operatordur. Tors operatorun varligi haqqinda
Banax teoremino goro A e L(Y, X) olar.

17.4. Qrafikin normasi

Goriindiiyli kimi xotti gapali operatorlar bozi xassolorino goro xotti
kosilmoz (mohdud ) operatorlara yaxindir. Fridrixs gostormisdir ki, bir ¢ox
hallarda xotti gapali operatorlarin Oyronilmosini xatti mohdud operatorlarin
Oyranilmosina gotirmak olar.

Tutaq ki, A operatoru X banax fozasinda hor yerde six D(A) toyin
oblastina malik, qiymoatlori Y banax fozasmma daxil olan xotti qapali
operatordur. D(A) ¢oxlugunda grafikin normas1 adlanan yeni

[ =] +[lAxly
normasini toyin edok. Daxil edilmis bu normaya nozoron D(A) coxlugu xotti
normalasmis fozaya gevrilir. Bu fozan1 X, ilo isars edok.

Forz edok ki, {X,}e X, hor hansi fundamental ardicilliqdir, yoni
m,Nn — oo {iclin

Ix +[| A%, = AX [, =0
sorti 6doanilir. Onda n,m — oo oldugda
b xoly 0. [~ A,

olar. Sorto goro X vo Y tam fozalar oldugu igiin elo xe X, yeY

n _Xm”X m”y

-0

elementlori vardir ki, n — oo sortindo X, > X vo AX, =Y.

A operatoru gapali oldugundan x e D(A) vo Yy = AX. Bu onu gostorir
ki, {Xn} ardicilligi X, fozasinda yigilandir, yoni X ,— banax fozasidir.

Ogor A-ya X, fozasindan Y -o tosir edon operator kimi baxsaq,

|AX||, <[X| yaza bilorik. Bu sart A operatorunun mohdud oldugunu gdstorir.
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17.5. Qapali operatorlara aid masald halli niimiinalori vo
tapsiriqlar

1. Ortonormal {ek }°° bazisino malik H hilbert fozasinda asagidaki gqayda
ilo A operatoru diizaldok:

Ae = Ak,
k=12,..., 4 -lar sabit adodlordir.

Ogor istonilon Xe H {iglin X = ixkek iso, onda ||x||2 = i:|xk|2 sirast
k=1 k=1

yi1gilandir. Bu halda Ax = Z/lkxkek . Bu sira yalniz o zaman y1gilir ki,
k=1

JAxf =kZ_;|ﬂk|2|><k|2 <+oo. (o)

Asagidaki 2 hal miimkiindjir:
a) ﬂﬂd} mohduddur. C, = Sup|ﬁk| isara edok. Onda
k

x| < CElx
vo A mohdud, demali gapali operator olar.
b) {Md} geyri-mahduddur. Bu halda A geyri-mohdud operatordur vo onun

toyin oblasti D(A) () sortini 6doyan X elementlorindon ibaratdir. A
operatorunun geyri-moahdud olmasi ||Aek|| =|/1k| baraborliyindon goriiniir. Ogor

irlf|ﬂk|:CA>0 (yoni, A, odadlori sifirdan ayrilmigsa) onda y:z‘ykek

k=1

(i|yk |2 < ) elementlorindo
k=1

ATy =D AV
k=1
boraborliyi ilo toyin olunmus A™' tors operatoru vardir. sup‘@l‘:C;l<oo
k

oldugu ii¢in A™ tors operatoru mohduddur (D(A_l)— H), yoni qgapalidir.

Belolikla, aliriq ki, irlf [4|>0 sorti A~ operatorunun qapali olmasmi tomin

edir.
2. X=Y :C[O,+oo). [O,+oo) intervalinda kosilmoz funksiyalar fozasini
gotlirok.
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IX| = sup [x(t).
te[0,+0)

X fozasinda AX :tx(t) operatoru toyin edok. A xotti operatordur vo onun
toyin oblasti D(A)

< Cx | ¢ _ sabitdir
+1
sartini 6doyan funksiyalardan ibarat goxluqdur. A— geyri-mahdud operatordur.

Dogrudan da, Xn(t):L, n=12,.. funksiyalar ardicilligmni gotiirok.

n+t
%, (t) = % < ﬁ oldugundan x,(t)e D(A) va [%,[ =1. Digar terafden
1A, ||— sup il
Buradan

sup || AX, | = +oo
xeD(A),|x|<1

alirq, yoni A— geyri-mohduddur.
Indi iso gostorok ki, A qapalidir. Bunun iigiin X fozasinda

x,(t) > x(t), tx,({t)— y(t), n—>o gotirok. Onda (1+1)x,(t)<« x(t)+ y(t),
n — oo olar.
Torifo gors istonilon ¢ >0 iciin elo N némrasi tapmaq olar ki, n> N

oldugda
(@+t)x,(t)—[x(t)+ y(t)] <&, t €[0,+0)
yaxud

X, (t)- x(t)+y(t)_ e

1+t | 1+t

<&

X, (t)— X(t:)L%ty(t), n— oo olduqda. Digor torofdon X,(t)— x(t) olmasindan

—X(t}::ty(t) = x(t) vo buradan y(t): tx(t) alinng, yoni y=AX, Xe D(A).

=By

y(t)

3. Tapsiriq. Yuxaridaki misalda Ay = " tors operatorunun da qeyri-

mohdud va qapali operator oldugunu gostorin.
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4, C[a,b] fozasinda toyin oblasti D(A) [a,b] parcasinda kosilmoz

diferensiallanan funksiyalardan ibarat olan AX:d)(;—Et) operatorunun

geyri-mahdud gapali operator oldugunu gostarin.
Hoalli. Bu mogsadlo X, (t) =sinnt, n=12,... ardicilligm gotiirak.

Géstra bilarik ki, x,(t)e D(A) [x,|=1 vo |Ax,|=n. Buradan sup|Ax|=+o
X<t

aliriq. Demoli, A operatoru geyri-mohduddur.
Gostorak ki, A qapali operatordur. x,(t)e D(A) gotiirak.
Tutaq ki, n — oo sertinde x,(t)— x(t), x,(t)— y(t).
Miintozom yigilan funksional siralarm limitinin xassosine gére X(t)e C[a,b] vo

miintozom yigilan funksional siralarin diferensiallanmasi teoremino gors
x'(t)= y(t) aliriq. Buiso A-nin qapali olmasi demokdir.

5. Cla,b] fazasinda kesilmoz diferensiallanan vo x(a)=0 sorhod sortini
6doyon funksiyalardan ibarst D(A) toyin oblastia malik Ax(t)=x/(t)

operatoruna baxag.
A operatorunun torsi toyin oblast1 biitlin C[a,b] fozasi olan vo

t
Aly = j y(s)ds

berabaerliyi ilo toyin edilmis A operatorudur. Asanliqla gdstormek olar ki,
HA‘lyHS(b—aMy”. A7 bitin fozada toyin edilmis mohdud operator
oldugundan A gapali operatordur.

6. A:C[O,l]—)C[O,l], AX(t)zX'(t) kimi tosir edon vo toyin oblasti
D(A)- [01] pargasinda kosilmoz diferensiallanan vo X(0)= X(1)=0 sortini
0doyan funksiyalardan ibarat olan A operatorunun qapali oldugunu goéstorin.

7. A:C[O,l]—)C[O,l], Ax(t)zx"(t)+ X(t) kimi tosir edon vo toyin
oblast1 D(A)—[O,l] parcasinda iki dofo kosilmoz diferensiallanan vo
X(O): x'(O):O sortini 6doyan A operatorunun geyri-mohdud gapali operator
oldugunu gostarin.
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XVIII FOSIL
QOSMA FOZALAR

18.1. Xatti funksionallar

Forz edok ki, X — xotti fozadir. X -do toyin edilmis F operatorunun
qiymatlari ¢coxlugu haqiqi vo yaxud kompleks adadlor coxluguna daxil oldugda
F operatoru funksional adlanir. Biz asason X — haqiqi xotti fozasinda toyin
edilmis haqiqi qiymatlor alan funksionallara baxacagiq.

Tarif. Ogor X hoqiqi xatti fozasinda toyin edilmis, qiymotlori R hoqiqi
odadlar ¢oxluguna daxil olan f funksionali asagidaki sortlori 6doyarsa, ona
xotti funksional deyilir.

1. lIstonilon x,y e X iigiin f(x+y)= f(x)+ f(y) (additivlik) vo & € R
2. Ixtiyari xe X iigiin f(ax)= of (x) (bircinslik)
Misallara baxagq:

b
1) [a,b] parcasinda kesilmoz funksiyalar fozasinda f(p)= J.(p(t)jt baraborliyi
a

ilo tayin edilmis funksional hom additiv, hom do bircinsdir, yoni xottidir.

2) C[a,b] fozasinda geyd olunmus t, < [a,b] iigiin f(p)=¢(t,) qobul edok. Bu
boraborlik xatti funksional toyin edir.

3) X =R" fozasinda hor bir x =(&,&,,...,&,) elementi iigiin

f (X)= Ci&1 +Co6p +..+ Cpéy
qabul edok. Burada c,C,,....,C, qeyd edilmis sabitlordir.

Asanligla gostormok olar ki, bu boraborliklo toyin edilmis funksional
xottidir. Xotti funksionallar xotti operatorlarin xiisusi hali oldugundan xatti
operatorlar iiclin daxil edilmis bir cox anlayislar vo iimumi faktlar xotti
funksionallar ii¢lin do dogrudur.

Xotti operatorlarin mohdudluguna, kesilmozliyino vo normasina torif
vermis, bunlar arasindaki olaqgolori gostormisik. Xotti operatorlarin xiisusi hali
olan xatti funksionallar {igiin bu toriflori bir daha qeyd edok.

E < X c¢oxlugunda toyin edilmis F funksional iiclin elo M >0 adadi
varsa ki, istonilon X € E {igiin

IF(x)<M|x] )
sorti 0donilir, bu halda F funksionalina E c¢oxlugunda mohdud funksional
deyilir. Xiisusi halda E=X olarsa, F funksionali X fazasinda moahdud
funksional adlanir.

(1) borabarsizliyini 6doyon M  odadlorindon on  kigiyine F

funksionalinin normasi deyilir vo ||F|| kimi isara edilir. Qeyd edsak ki, (1)

sortini 6doyon M odadlori asagidan sifirla mohdud oldugundan onlarin doqiq
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asagl sorhaddi m, =inf {I\/I} vardir vo bu adad do (1) barabarsizliyini 6dayir,
yani ||F|| =my.

Normalasmis fozada toyin edilmis F xotti mohdud funksionalinin
normasini agagidaki kimi toyin edo bilorik:
[f(x)

|IF|| = sup|F(x) = sup'—:2
I¥j<t 0 X

Ogor n—oow  sartinde X, X% € X iglin  |[x,—X]|—>0 oldugda
|F(Xn )— F(XOX — 0 olarsa, onda F funksionalina X, ndqtesinde kosilmoz

funksional deyilir.

R hoqiqi adadlor coxlugu (eloco do C kompleks adadlor coxlugu)
Banax fozasi oldugundan yuxarida xotti operatorlar {igiin isbat edilmis
asagidaki teoremlor do dogrudur.

Teorem 1. Xotti normalasmis X fozasinda toyin edilmis additiv F
funksionalt hor hanst X, € X noqtesindo kosilmozdirss, onda biitiin X
fozasinda miintozom kosilmoazdir.

Teorem 2. Hoqiqi X xotti normalagsmis fozasinda additiv vo kosilmoz
F funksional1 bircinsdir.

Teorem 3. Xotti normalagmig X fozasinda toyin edilmis F
funksionalinin kosilmoz olmasi1 iiglin zoruri vo kafi sort onun mohdud
olmasidir, yoni |F(XX <M ||X|| :

Qeyd edok ki, asagidaki miihiim fakt da dogrudur. Xotti normalasmis
X fozasinda hor yerds six L xotti coxobrazlisinda toyin edilmis xotti mohdud
funksional normasini saxlamaqla birqiymotli olaraq biitiin fozaya davam
etdirilos bilar.

18.2. Qosma fazalar. Xotti kosilmoz funksionallar
ardiciliginin yigilmasi

Forz edok ki, X Banax fozasidir. K iso, X hoqiqi xotti foza oldugu
halda hoqiqi, kompleks xotti foza oldugu halda iso kompleks odadlor
¢oxlugudur. L(X,K) xotti mohdud funksionallar ¢oxluguna X fazasmimn

qosmasi deyilir vo onu X ils isars edirlor: X = L(X,K) normalagmis dolu
fozadir. X~ = X oldugda X fazasina 6z-6ziino qosma foza deyilir.
Operatorlar ardicilliginin  y1§1lmasinda oldugu kimi {fn}c X"

ardicilliginin f funksionalina miixtslif menada yi1gilmasini tayin etmok olar.
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Torif 1. {f,}c X", feX" igin lim|f, — f|=0 sorti ddonilorso,
n—o0

onda deyirls ki, {fn} ardicilligr f - giicli monada y1gilir.
Bu torif operatorlar ardicilliginin miintozom yigilmasina uygun golir.
Torif 2. Ogor ixtiyari xeX igin lim|f, (x)- f(x)| =0 sorti
nN—o0

6donilorse, onda deyirlor ki, {f,}c X™ ardicilig f e X" funksionalna zoif

monada y18ilir.

Goriindiiyli kimi funksionallar ardicilliginin zoif yigilmasimin torifi
operatorlar ardicilliginin ndqtovi yigilmasinin torifine uygun golir.

Xotti mohdud operatorlar ardicilliglar1 {i¢iin yuxarida geyd olunmus
miintozom mohdudluq prinsipini, Banax-Steynhauz vo Xan-Banax teoremlorini
funksionallar iiclin asagidaki sokilds ifado etmok olar.

Teorem (miintozom moahdudluq prinsipi). Ogor X Banax fozasinda

istonilon x e X iigiin {f,(x)} ardicilligi mohdud olarsa, onda {“ fn||} odadi
ardicilligt mohduddur.

Teorem (Banax-Steynhauz). X normalasmis fozasinda {fn} xotti
funksionallar ardicilliginin n— oo sortinde f xotti funksionalina zaif monada
yigilmasi ti¢lin
a) ﬂ| fn”} adadi ardicilliginin mahdud olmast
b) {fn} ardicilliginin - n—>o0  sortinde X -do hor yerdo six olan L
coxobrazlisinda f -5 zoif monada yigilan olmasi zoruri vo kafidir.

Teorem (Xan-Banax). Forz edok ki, f funksionali D(f)c X
oblastinda toyin olunmus xatti mohdud funksionaldir. Onda biitiin X fozasinda
toyin edilmis elo f funksionali vardir ki, istonilon X D(f ) tigiin ?(X) = f(X)
Vo H FH = || f || sortlori 6danilir.

f funksionalina f funksionalmin D(f) xatti goxobrazlisindan biitiin

X -9 davami adlanir. Bu teorem onu gostorir ki, miiayyan ¢oxobrazlida toyin
olunmus xatti mohdud f funksionalini normasini saxlamaq sarti ilo biitiin X

fozasina davam etdirmak olar.

Xan-Banax teoremindon asagidaki miihiim naticolor almaq miimkiindiir.

Natico 1. ©gor X normalasmis foza olarsa, onda istonilon xe X,
X #0 elementi ii¢iin biitin X fozasinda toyin olunmus elo xotti mohdud f
funksional1 vardir ki, f(X):”X” Vo ||f|| =1 sorti 6donilir.

Notico 2. Forz edok ki, X normalasmis foza, L < X xotti goxobrazli vo
Xy € X|L noqtesi L ¢oxobrazlisindan d >0 masafads yerlason noqtadir. Onda

371



biitiin X fazasinda toyin edilmis elo xotti f funksionali vardir ki, asagidaki
sartlor 6donilir:
1. Ixtiyari xeL iigiin f(x)=0

2. f(x)=1.
1
3. |[fl==.
Ir-
Yuxarida biz {f.}c X" funksionallar ardicilliginin

f e X funksionalma zoif yigilmasi anlayist ilo tamis olduq. f xotti
funksionalindan istifado edorok {Xx,}c X elementlor ardicilligmn zoif
y1gilmasi anlayisini da daxil eds bilorik.

Tarif. Ogor istonilon f € X~ funksionali iigiin

lim f(x,)= f(x)

n—o0

olarsa, onda deyirlor ki, {Xn} ardicilligr X elementing zoif monada yigilir.

Asanligla gostormok olar ki, X normalasmis fozasinda {Xn} ardicilligi
X elementino normaya nozoron yigilirsa, onda bu ardicilliq zsif monada da
yigilir. Dogrudan da n—oo sortindo ||Xn —X||—>O oldugu tigiin istonilon f
xotti mohdud funksionali {i¢iin

[0t )= £ O] =[F 06y =) <[ ]| [y = x|

barabarsizliyinden |f(Xn)— f(X) —0 alng. Bu iso {x,} elementlor
ardicilligimin X -o zoif monada y1gilan oldugunu gostorir.

Torif. Ogor istiyari f e X  funksionali iigiin {f (Xn )} ardicillig
fundamental olarsa, onda {x, } ardicilligina zif fundamental ardicilliq deyilir.

Qeyd edok ki, fozamin tamligit vo kompaktliq anlayislarini da
ardicilliglarin zaif y181lmasina gora toyin etmak olar.

Toarif. ©gor X fozasinda istonilon zoif fundamental ardicilliq bu
fozanin hor hansi elementino zoif monada yigilarsa, onda bu fozaya zoif tam
foza deyilir.

Torif. Ogor X fozasinin istonilon sonsuz M < X alt¢oxlugundan zoif
yigilan ardicilliq ayirmaq miimkiin olarsa, onda M c¢oxluguna zsif kompakt
coxluq deyilir.

18.3. Hilbert fozasinda xatti funksionalin iimumi sokli
Asagida gostorilon teorem funksional analizin osas teoremlorindon

biridir vo ¢oxsayli totbiqlori vardir. F.Risso moxsus bu teorem Hilbert fozasinda
xotti mohdud funksionalin skalyar hasil vasitasi ilo toyin olundugunu gostorir.
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Teorem (F.Riss). H— Hilbert fozasinda hor yerds toyin olunmus
istonilon xatti mohdud f funksionali iiglin elo yegano y € H elementi vardir

f(x)=(xy)

ki, istonilon X € H {i¢iin

dogrudur. Bu halda ||f|| = ||y||

isbati. L ilo H fozasmin f(z)=0 sortini 6doyon zeH elementlori

coxlugunu isars edok.
Aydindir ki, L < H altfazadur.
Ogor L=H olarsa, bu zaman f =0 vo y=0 goétiirmok lazimdir.

Forz edok ki, L= H . Bu halda elo z,eH tapmaq olar ki, z, L L,

2,70 vo f(z5)=1 olsun (agor z, elementi bu sorti domozso, onda z,

X € H elementi liglin X — f(x)zo e L olar, ¢iinki

F(x= f(x)z5) = f(x)= F(x)F(z)= T (x)- f(x)
Onda x— f(x)z, L z, olar. Bu halda
0=(x=f(x)z9,20) = (%,20)— f (x)2o|*

Buradan f (X) = ﬁ .Ogor Yy = ”2—02 qobul etsok, f (X) = (X, y) alariq.
Zo Zo
Indi iso  |f|=[ly|] oldugunu gdsterok.  Kosi-Bunyakovski

ovozing zj) = elementini gotiirs bilorik).

0.

baorabarsizliyina gora yaza bilorik:
[F0 =10y <[ - [v]

Funksionalin normasmin torifino gors ||f||£||y|| alinng. Digor torofdon

f(y)=(y,y)= ||y||2 <|f|-|ly| berabarsizliyindon |y|<|f| alirq. Noticado
|| f || = ||y|| alirig. y elementinin yeganaliyini gostorak. f(X)z (X, y) = (X, 7)
sortini 6doyon y vo ¥ elementlori olarsa, bu halda istonilon xe H ({igiin
(Xx,y—y)=0 olar. x=y—y qobul etsok,
(y-y.y-9)=ly-y[" =0
vo Yy =Y alariq. Teorem isbat olundu.

Qeyd. Riss teoremindon alinir ki, H Hilbert fazasi ilo H - gosma fozasi
arasinda qarsiligqlt birgiymotli uygunluq yaratmaq olar, bels ki, bu uygunluq
zamanl norma saxlanir. Eyni zamanda bu uygunluq xottidir. Ona goérs do
qarsiligh birqiymatli uygunluq monada H =H” gobul etmok olar. Bu monada
H Hilbert fozas1 6z-6zilino qosma foza hesab edilir.
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18.4. Refleksiv fozalar

Forz edok ki, X Banax fozasidir. Bu fozanin qosmasi olan X~ fozasi
da Banax fozasidir. Onda X = (X*)* borabarliyi vasitasilo X fazasinin ikinci
qosmasini, X :(X**)* boraborliyi ilo {liglincli qosmasini vo bu qayda ilo
istonilon doracali qogmasini toyin edo bilorik. Noticodo X, X5 X XL
Banax fozalar zonciri alariq. ©gor xiisusi halda X Hilbert fozasi olarsa,

X" =X olar vo zoncirin biitiin fozalar iist-iisto diisor. Forz edok ki, X~ # X .
Bu halda X~ fazast X =L(X,R) fozasinda toyin edilmis xotti mohdud

funksionallardan ibarot fozadir. isbat olunmusdur ki, X < X .

Torif. Ogor X~ =X olarsa, bu halda X Banax fozasi refleksiv foza
adlanir.

Refleksiv Banax fozalarinin miihiim totbiqi ohamiyyati vardir. Bels ki,
refleksiv Banax fozalar1 Hilbert fozalarimin malik olduglart bir ¢ox xassolora
malikdirlor. Ogor X refleksiv deyilss, onda X, X, X7, X ... fazalar1 hamisi
miixtolif fozalardir.

Refleksiv fazalar hagqinda miihiim teoremlor dogrudur.

Teorem 1. Refleksiv Banax fozasinin istonilon alt fozasi da refleksivdir.

Teorem 2. Banax fozasi yalniz vo yalniz o zaman refleksiv olar ki,
onun qosmasi refleksiv foza olsun.

Teorem 3. X Banax fozasmin refleksiv olmasi tigiin zoruri vo kafi sort,
bu fozanin istonilon mohdud ardicilliginin fozanin hor hansi x € X elementino
zaif y181lan altardicilliginin olmasidir.

Tarif. Ogor X Banax fozasinda {Xn}c X, {yn}c X ardicilhiglan

uclin ||Xn|| = ||yn|| =lvon—ow ||Xn + yn|| — 2 sortlorindon ||Xn - yn|| — 0 olmas
alinarsa, o zaman X -0 miintozom qabariq foza deyilir. Hilbert fozasinda
2 2 2 2
e o ey =2 )
paralelogram barabarliyindon istifads etmoklo gostormok olar ki, Hilbert fozasi

miintozom qabariqdir.
Teorem 4. Istonilon miintozom qabariq Banax fozasi refleksiv fozadir.

374



18.5. Xatti funksionallara aid masalo holli niimunoslori
va tapsiriqlar

1. Asagldakl funksionallarin xatti vo kosilmoz olub-olmadigini gostorin:

a) f(x j x(t)dt x(t)e clo]
b) f(x)=[x()sin*tdt,  x(t)eL,[01]

0
v) f(x ix sink, X =(%,%,,...) e L,

1/2
LZ{XZXE IZ,Zxksink <oo}, ”X”:(Z|XK|ZJ :
k=1

k=1
Holli. a) Gostorok ki, f funksionali kosilmozdir, amma xatti deyildir.
Bunun iigiin ovvolca x,(t), x(t)eCla,b] iigiin x,(t)— x,(t) oldugda,

x2(t) = x4 (t) oldugunu gdstorok:

max|«; (t) - x5 (t) < ggggglx ()% (1) - x(t) +
+ max | (¢, (£) - %o (t) <
<C(+ gr!%x t))gl?x|x (t)— %) >0, n—>oo.

Belalikls, aliriq ki, Xﬁ() ardicilligr  Xg (t)-ye miintozom yi18ilir. Miintozom

yigilan funksional ardicilliqlarin inteqrallanmasit haqqinda teorems osason
n — oo sartindo

X5 (t)dt — [ x5 (t)dt

O ey 2

yoni f(x,)— f(X,). Demoli f kosilmoz funksionaldir. Amma
1

x(t) %(t)e Co], [x(t)x,(t)dt =0 olan

0

fx +%)= j‘[xf(t)+ 2x, (t)%, (t) + x22(t)]dt =

= Zf X, ()%, (t)dt + f(x)+ f(x,)
0
Goriindiiyii kimi f(x + X, )# f(x )+ f(x,). Yoni f funksionali xotti deyildir.
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b) Gostorok ki, f xotti vo kasilmoz funksionaldir.

Istonilon oy, a, € R adadlor vo x(t), %, (t) € L,[0,1] iigiin
1
f o +anXy) = I(alxl(t)+ 0%, (t))sin? tdt =
0
1

1
= 051_[ x,(t)sin®tdt + azszsinztdt =y (%) +a,f(x,)
0 0
Vo

| (x) < j|x(t)|sin2tdt < Usin“tdtj(.lﬂx(t)zdtj <]

|f]<1.
v) ©Ovvoalco f funksionalinin xattiliyini gostorak.
Istonilon &y, @, € R adadlari va XX, € L iigiin

f(apx, + at%, ) = i(alxﬁl) + a2xf(2))sin k =

k=1

=ap > xsink +a, > xPsink = oy f (%) + @, f (%,).
k=1 k=1
Indi iso gostorok ki, f mohdud deyildir. Bu moqgsadlo istenilon ne N iigiin

asagidaki kimi ardicilliq gotiirak:

o - L (sinl sin2 smnOO }
n \/E 1 ) 2 . n

burada

1 1
==+ O<o<=,C= )
277 TSI sz“

Aydindir ki, istonilon n tiglin X, € L vo

o0

2 1&sin’k _1& 1
= — < — —:1
”Xn” ; k2a < CZKZQ

k=1
Amma f(x Zsm k >0, N—>00.
. Lsin?k :
Cilinki Z ” siras1 dagilan siradir. Ona gora do || || = Sup| n] = +00, yoni
k=1 X<z

xelL
funksional mohdud (kosilmaz) deyildir.
2. Tutag ki, F n-olciili E" normalasmis fozasinda toyin edilmis
funksionaldir. Gostorin ki, E" fazasinda xotti funksional1 iimumi sokli
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n
=Zaixi )
i=1
kimidir, burada x;, ( :12,...,n)— X vektorunun hor hansi bazisdo
koordinatlari, ¢; ( =12,. )159 istonilon haqiqi adodlordir.
Holli. 1. vaalca gostarak ki, gostorilon sokildo funksional xattidir.
ixtiyari x,y € E" gotiirok. X = (X, X5,.., %, ), Y = (Y1, Yoo ,yn)

:_Zn:ai(lx AZO{X = JF(x
F(x+ y):znll X +Y;) Za,x, +Za Y, = +F(y)

2. Indi tutaq ki, F istonilon xottl funks10nald1r. Gostormok lazimdir ki,
homin funksionali da (1) soklindo gdstormok olar. Bu mogsadlo E" fozasinda
hor hansi €;,6,,...,€, bazisi segok. Onda istonilon x € E" elementini

X = X8 + X8 +...+ X6,
kimi gostormok olar. Onda F -in xattiliyino goro
F(X)= F(x8 + Xy + ... + X8, ) =
= xF(e)+ x,F(&y)+...+ x,F(e,)
o =F(), @ =F(e,)..a, =Fle )
isaro etsok
F(X)= g%, + Xy + ..o+ X,
alariq. Yoni F funksionali (1) soklindo yazila bilor.
3. Cla,b] fozasinda ®(f)=f(x,), X, €[a,b] boraborliyi ilo verilmis

funksionalin xatti kasilmaz oldugunu gostorin vo normasini tapin.
Holli. Funksionalin additiv va bircins olmasi aydindir.

[@(t) = () < max|f (x) = |
borabarsizliyindon ||d)||£1 olmasi, yoni kosilmoz olmasi alinir. Funksionalin
normasini tapmaq tigiin fy(x)=1 gétiirok. Bu halda ||d)|| > |d>( f0] =1. Naticado
||CD|| =1 alargq.
4. Gostorin ki, X;,Xp,...,X, € [a, b] Vo &,05,...,, istonilon hoqiqi
ododlor oldugda

F y>=kilaky<xk>,

boraborliyi C[a,b] fozasinda xatti kesilmoz funksional tayin edir. Funksionalin
normasini tapin.
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Holli. Funksionalin additivliyini vo bircinsliyini asanliqla yoxlamaq
olar. istonilon y(x)e C[a,b] iigiin yaza bilorik:

F(y)< éak y(xk* < kélock MEDE
< ey || S

a<x<b
Bu borabarsizlikdon F funksionalinin mohdud (kasilmoz) olmasini aliriq vo

||F||£Zn:|ock|. ||F||=Zn:|ak| oldugunu gostormok iiclin elo yo(x)eC[a,b]
k=1

k=1

funksiyas: segcmok lazimdir ki, y0||:1 \£) |F(y0jzzn:|ak| olsun. Masalen,

k=1
yo(x) olaraq C[a, b] fozasindan elo funksiya gotiirmak olar ki, y(xk)= signey,

(signx=1, oagor x>0, signx=-1, agoar x<0 va sign0=0). Bu halda

n
yuxaridaki sort ddonilor vo |[F|=|F(y,)= i|ak| olar. Naticado |[F||=> |ey]
k=1 k=1

alarqg.

5. Tutaq ki, Zak siras1 miitlaq yigilandir va {x, |, < C[a,b] istonilon
k=1
noqtolor ardicilligidir.
Gostorin ki,

F(y)=gaky<xk>

C[a,b] fozasinda xotti mohdud (kosilmoaz) funksionaldir. Bu funksionalin
normasini tapin.

Holli. Z|ak| yigilan sira oldugundan vo C[a,b]-ye daxil olan istenilen
k=1
funksiya mohdud oldugundan miisbot siralarin miigayiso olamotino goro

Z|ak y(xk)| sirast da yigilandir. Ona gora Zaky(xk) yigilandir vo istonilon
k=1 k=1

y(X)e C[a, b] tclin F(y) toyin edilmisdir. Yigilan siralar hagqinda malum
xassolordon istifado etmoklo, F(y)-in additiv vo bircins oldugunu gostors

bilarik.
Funksionalin kasilmozliyini gostorok:

F(y)< éak y(Xk* < kiﬂloek ly(x )<
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< max|y X)IZIakI = IIVIIZIakI

a<x<b

Buradan F funksionalinin mahdud (kesﬂmaz) olmast alnir, belo ki,

[Fll< 2 fexl-
k=1
Isbat edok ki, |F| < i|ak| :
k=1

Istonilon & >0 ododi verildikdo elo me N tapmagq olar ki, Z|ak| <&.

yim(X) ilo elo y(x)eCla,b]
iigiin  y(x, )=signey, olsun. 1<k<m oldugda o y(X )=asigne =|e]

k=m+1
vo 1<k<m

oldugundan

zakym Xk zaky Xk zakY(Xk)=

k=m+1

—Z|0‘k|+ Z“ky X).

k=m+1

Istonilon k iigiin |y(x ) <1 oldugundan

Doy s Ylal<e

k=m+1 * k=m+1

Buradan alariq ki,

m e's)
Vi) > Z|0{k|—8 > Z|ak|—2£
k=1 k=1

Noaticada

Z|ak|—25< F ym Z|ak|

borabarsizliyindon & > 0-1n 1xt1yar111y1n9 asason

[Fll= 2l
k=1

alariq.
1/2

1
6. F(y)= _[ y(x)dx — _[ y(x)dx funksionalinn C[01] fazasinda xatti
0 1/2
kasilmoaz oldugunu gdstorin va onun normasini tapin.
Holli. Funksionalin additiv vo bircins olmasi aydindir. Istonilon
y(x) € C[O,l] liciin yaza bilorik:
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1/2 1 1/2 1

F(y)=|] y(ddx— [y(x)x <| [ y(x)ax|+| [ y(x)ax|<
< sy~ < et -1

|F(y] < ||y|| borabarsizliyindon funksionalin mohdud vo kasilmoaz olmast

almir. Eyni zamanda ||F||S1 aliriq. ||F||=1 oldugunu almaq tigiin elo yn(x)

ardicillig1 tapmaq lazimdir ki, yn|| =1va lim F(yn)zl olsun.
n—o y

Qrafiki  sokildo  verilmis  y,(x)
funksiyalarimi gotiirok. Sokildon goriiniir ki, il
F(yn):l—% (strixlonmis fiqurun sahasi). i 1
n

Yo =1 vo lim F(y,)=1. Buradan |F|=1 1A X

n—o 2
aliriq.

-1

7. C[-11] fozasina daxil olan vo X, =0 ndqtosindo diferensiallanan

funksiyalardan ibarat altfozada toyin edilmis F(y)=y'(0) funksionali xotti
mohdud funksionaldirmi?

Holli. Funksionalin xotti oldugunu bilavasito yoxlamaq olar. Gostorak
ki, funksional kosilmaz deyildir.

Bunun {¢giin grafiki gokildo qurulmus
funksiyalara baxmaq kifaystdir. g, =n; n—
istonilon natural ododdir. Bu funksiya tigiin
F(yn):ya(o):tgan =n ||yn(X)|:1 L
oldugundan _
|F(yn1=n”yn”' |
Buradan alinir ki, istonilon K >0 oadadi tigiin |
elo yn(X) funksiyas1 tapmaq olar ki, n>K

oldugda

[FOn ) =nlyal> Ky,
Buradan malum teorema gors funksionalin geyri-moahdud olmasi alinir.
8. Isbat edin ki, R" fozasinda toyin olunmus ixtiyari f xotti funksional

liciin elo aeR" elementi vardir ki, istonilon X elementi iigiin f(x)z(x,a)

barabarliyi dogrudur va || f || = ||a|| :
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Isbati. Ovvolco gostorok ki, R" fozasinda istonilon xotti funksionali
f(x)=(x,a) soklindo gostormok olar. €,e,,...,6, bazis vektorlarmi gotiirok:

g = {0,0,...,1,0,...,0} . Onda istonilon X e€R" {iglin X =X€ + X,€, +...+ X.&,
i
olar. a = f(e,) gotiirok vo a=(a,,a,,...,a,) isara edok.
f(X)= (X8 + X&) +... + X8, )=
=xfe)+xf(e)+..+x,f(e,)=
= X8 + XoBy + ...+ X8, = (X,8)
alariq. Gostormok olar ki, a elementi yegans iisulla toyin edilir. Ogor X =g,
qobul etsok, f(g)=(g,a) olar. Digor torofdon (g,a)=a oldugundan
a, = f(g) alariq. Bu onu gostorir ki, a-lor yegano iisulla tapilr, demoli
aeR" yeganadir.
Indiiso | f| =[a| oldugunu gdstorak:
Kosi-Bunyakovski barabarsizliyino gors
[FO) =[x a) <[] -a]
Buradan | f| <|a].
X=a qgobul etsak,
f(a)=(a.a)=[al" =[al [a]

Digor torafdon |f(a] < || f ||||a|| , || f || > a aliriq. Naticado || f || =a aling.

9. Gostorin ki, f(x):ZXka boraborliyi |, fozasinda xotti mohdud
k=1
funksionalin imumi soklini toyin edir.
Holli. Qeyd edok ki, X=(X,X,,..)el,, c=(c,c,)el, oldugda

(x, C) = Z X,C, barabarliyi |, fozasinda sonlu skalyar hasil toyin edir.

k=1

Bu skalyar hasil qeyd olunmus hor bir c €l, elementi iiciin x €l,-yo
qars1 bir haqiqi adad qars1 qoyur, yoni |, fozasinda skalyar hasil toyin edir. Bu
funksional xattidir, ¢linki

f (alx(l) + azx(z))= i(alxl@ + 052X|£2))Ck =

= al(x(l), c)+ a, (x(z),c)z A (x(l))+ a, f (x(z)).
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Gostorok ki, I,-do toyin olunmus istonilon xotti mohdud f funksionalin

f(x)= Zxkck soklindo gostormok olar. {g, }el, ortonormal bazisini gétiirok
k=1

va istonilen X €1, elementini x = Zxklk kimi gostorak.
k=1
f xotti vo kasilmoaz oldugundan

0= (e J- lamfne -
— lim f[Zxkekj_ lim Zxk &) gxkck,

n—o0 m%oo
burada ¢, = f(e, ), k=12,...
Gostorok ki, cel,. Elo a=(a1,a2,...,an...) elementino baxaq ki,
k=12,..,n iigiin a, =¢,, k=n+1,..,a =0 olsun. Onda f(a ch Digor

k=1
torofdon f mohdud funksional oldugundan elo M oadadi vardir ki,

1f(a) < Ma] = M\/iaf —M \/Zcf
k=1 k=1

n n
Buradan /ZCE <M voya ZCE <M? alariq. Sag torof n-den asili deyildir.
k=1

k=1

N — oo limito kegsok, chf <M?2,
k=1

Torifo goro M adadlarindon an kigiyi || f || oldugundan

L N2
[zj <J|
k=1

alariq. Beloliklo, ¢ = (cl,cz,...,cn,...)elz.

Ogor f(x)= ZX C, boraborliyindo X, =g, gotiirsok

k=1
fley)=2 e =¢
k=1
alariq. Yoni ¢, omsallar1 yegano iisulla tapilir. Aliriq ki, elo cel, elementi
vardir ki,
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F(0)= > %, = (x.0)

k=1
dogrudur. Bu iso f(X)=ZXka ifadasinin 1,-do xatti funksionalin iimumi

k=1
sokli oldugunu gostorir. Indi iso f funksionalinin normasini hesablayaq:

o o 1/2 o 1/2
10 Sne<( ] (] -
k=1 k=1 k=1
BEEENTE.
(z] I
k=1

Buradan

- 1/2
1< 28]
k=1
L \2
Noticodo ”f”:[ZCEJ .
k=1

10. |, fozasinda xatti funksionalin imumi soklini vo normasini tapin.
Holli. Molum oldugu kimi |, fazast elo X = (X, X,,...) ardicilliglaridan

ibarotdir ki, Z|Xk|<oo olsun. |, fozasinda ¢ =|0,0,..,10,0...| vektorlar
o= e

sistemi bazis oamolo gatirir. Ona gora do istonilon X €, {igilin

o0
X=" X8 .
k=1

¢, = f(e ) qobul etsok

0 o0

f(x)=> % fle)=>%C -

k=1 k=1
¢, = f(g,) oldugundan

el =1 (@) <[ fllle =[]
{c, } mohdud ardicilliqdir vo

supi, < )
Digor torofdon {Ck} ixtiyari mohdud ardicilliq oldugda istenilon x el; igiin

i|xk| <o oldugundan
k1
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o0 o0 o0
Dleoxd] < 2 ole Pl <1200l -
k=1 k=1 k=1

Bu boraboarsizlikdon ch X, sirasinin miitloq y1gilan oldugunu aliriq. Ona goros
k=1

do bu sira vasitasile har bir X € I, elementina qars1 siranin comindan ibarat aded

qars1 qoyur. Basqa s6zlo

f (X) = Z Xy Cy
k=1

boraborliyi |,-do funksional toyin edir. f(x)-in xottiliyini asanliqla gostormok
olar. f -in normasini tapagq:

01 S < e [3 s = sumic
k=1 k k=1 k
Buradan
I <o o)

(**) vo (***) barabarsizliklerinden | f | =suplc,| oldugunu alirq.
k

11. C[0,1] fozasinda

F(y)= j y(x)dx

funksionalinin xatti vo kesilmoz oldugunu gostorin. Funksionalin normasini
tapin.
Holli. Istonilon oy, a, adedlori vo y;(X), y,(x)e C[0] iigiin
1

Flonys + ;) = J.[alyl(x)+ ayY,(x)] dx =

1 1
= 0‘1J‘ ya (x)x + 052_[ Y2 (xpx = ayF (y1) + 2, F (v2)
0 0
boraborliyindon F -in xatti olmas1 alinir.
1 1
IF(y)< I|y(x)| dx < J.max|y(x)|dx <y
0 0

barabarsizliyinden istonilon y; (), y,(X) e C[O,l] ligtin
FO)=Fly2) <[y = e

barabarsizliyinden F -in kasilmaz oldugunu vo ||F|| <1 olmasin1 aliriq.
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yo(X)= Loy i1t
" "2 n 2 n

-1 —+ 1 <x<1
n
ardicilligina baxagq. ||yn (Xm <1 olmas1 aydindir.
11 11
1 2 n 2'n 1 1
F(y,)= _([ Yo (X)dx = }[ 1dx + 1I1 [E —~ xjndx + I(—l)jx =
20 2
=[1_1j ot Lt 2
2 n 2 n n

oldugunu nozors alsaq, lim F(y,)=1 alariq, yeni |F|=1.
n—oo

2

12. C[O,Z] fozasinda F(y) = I(X —1)y(x)dx barabarliyi ils toyin edilmis
0
funksionalin xatti vo mohdud oldugunu gostarin vo normasini tapin.

Holli. F funksionalinin xatti oldugunu asanliqla yoxlamaq olar.

F(y)-|] < -t

_[ (x —1)y(x)dx

0

2
< max]y(x) ] jx=Jox <y
' 0

Buradan ||F|| <1 alinq.

Yo(x)=4(-x)n, 1-=< XS1+%

-1, 1+ 1 <X<2,
n
ardicilligim gotiirak.
[all = ey (x) =1

0<x<2

1=t

[ (x -1+

2
yn :JX 1yn dX—
0
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l+E
n

2
+ jl(x ~1)1- x)ndx + Jx 1)dx = 1—%
1_H 1+E

Buradan lim F(yn):l oldugundan ||F|| =1 alirq.
n—oo

13. Tutaq ki, t,t,,...t, e[a,b] hor hanst ndqtelor, ¢, € R— hoqiqi
adadlordir. Gostarin ki,

X)= kZ:CkX(tk)

formulu C[a,b] fazasinda xatti kesilmoz funksional toyin edir. Bu funksionalin

normasini tapin.
Holli. istonilon x(t),%,(t)e C[a,b] vo A,z € R odadleri iigiin

f (/b(l + ﬂxz) = Zn‘,ck [/b(l(tk )+ Xy (tk )] =

k=1
= A3 6ou)+ 1360k (1) = A1 () + 46 ()
k=1 k=1

oldugundan f xotti funksionaldir. Funksionalin kosilmoz olmasi asagidaki
qiymatlondirmadon alinir.

100 = 30, ) < i t12|ck|—(2|ck ]nxn

a<t<b

Buradan | f ||<Z|ck|

Indi [a b] pargasinda  t,t,,..,t, noqtolerinde  X(t, )= signc,
(k=12,...,n) qgiymotlorini alan, [t,.t,,,] parcasinda xotti, [a,t;] vo [t,.b]
parcalarinda sabit olan hissa-hisso X(t) funksiyasina baxaq. Bu halda ||)'Z(t]| <1
oldugunu nozors alsaq,

I =sur ()= 5] \ch tkﬁ—z«:ksugnck S|

> Z|Ck| . Noticads | f||= Z|Ck| alarq.
k=1 k=1

14. 1, fazasinda X = (X, X,,...) € l, iigiin

e Xt X
)= 3 2

k=1
funksionalinin xotti, kasilmoz oldugunu gostorin vo normasini hesablayin.

Demoali,
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Holli. Funksionalin xatti oldugunu asanliqla yoxlamaq olar. Verilmis
funksionali asagldakl kimi yazaq:

X o~ 3
+Z( 2k+1j El+;-2k+lxk+l
Buradan
2 1 &(3 1 1 9& 1
fl ==+ —. =
I =3 ;(2 2kj 4 42;4k
|f|=1, yoni f mohdud (kssilmoz) funksionaldir.
15. Tutaq Ki, feE, f=#0 xotti funksionali verilmisdir  vo

M = {x e E; f(x)=1}. Gostorin ki, % = inll\‘/l||x|| dogrudur.
Xe

Isbati. Istonilon x € E iigiin |f(x) S||f||||x|| oldugundan xiisusi halda

XxeM iiciin |_||x|| olar. Buradan

< inf x| .

M || M

f funksionalinin normasinin torifine gore istonilon ¢ >0 fiiciin elo y, €E
elementi tapmagq olar Ki,

AR (t1>2)

A o 1
X, =—*%—= gotirok. X, eM olar vo |X <— alariq. Buradan
() : Tt
inf x| < . ¢-nun ixtiyari olmasindan inf ||x|/< alariq. Naticado
xeM” I< 1= < i

Inf ||X|| aliriq.

Il f |~
16. Tutag ki, p >1 geyd olunmus adoddir. & € R hans1 giymatlarinda
1
0= [V
o L

Funksional1 L*p [0.1] fozasina daxildir?

Holli. L*p [01]= L, [01], %+% =1 oldugu i¢iin f, e L*p [01] yalmz vo

1
yalniz o zaman olar ki, ti“ el [0,1] olsun, yoni J‘dTZ inteqral1 y1gilan olsun.
0
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Bu inteqral o zaman yigilandir ki, q-a <1, a < 1 olsun. Bu halda
q

11-{ e | -

17. Gostorin ki, R" fazasinda zaif vo giiclii yigilmalar eynigiicliidiir.
Holli. X, = (Xi(m)r:1 ardicilligin gotiirok. Forz edok ki, x,, ardicillig
Xo ( (0 ))e R"-5 zoif yigilir. f:fi(x)=x (i=12,...,n)
X= (Xl, X yerey X n) e R", xotti kosilmoz funksionallar1 gotiirok. Onda istonilon
i (1<i<n) f,(x,)=x™ 5> x9 (m—>ow)ve
[ = | = Zn:(xi(m) - xi(o))2 —0,

i=1
m — oo olduqda. Demali, X, ardicillifi X, -a giiclii yigilir. Giiclii y1gilmadan

zoif y1g1lma homiso alindigi iigiin R"-do bu iki yigilmanin ekvivalent oldugunu
aliriq.
18. Gostorin ki, |, fozasinda zeif vo giicli yigilmalar eynigiicli

deyildir.

i-1

Holli. I, fozasinda e, [0,0,...,0,1,0,...], i=12,... ardicilligin1 gotiirok
%(_/

vo tutaq ki, f el Onda f Za kimi gostarils bilar, belos ki, o, €l,.

Buradan i —oo sortindo f(e i)—ai — 0 alariq. Yoni € ardicilligr |,-do zoif
monada yigilandir. Amma bu ardicilliq |, fozasinda giicli menada yigilan
e, —em|| =J2 50 (n,m — ) oldugundan bu ardicilliq heg

fundamental deyildir.
19. C[— 1,1] fozasinda verilmis xotti kasilmoz

1
= [&x(t)dt—2x(0)
-1
funksionalini Stirles inteqrali soklindo gostorin.
2

Holli. [—1,1] parcasinda toyin edilmis g, :% funksiyasmi gotiirok.
Onda
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1

Ix )dg,(t) Itx
-1

olar. Funksionalin ifadssino —2X(0) toplananl daxil oldugu iiciin go(t)
1

funksiyasimni elo doyismok lazimdir ki, J.X(t)dgo(t) Stirles inteqrali t=0
1

néqtasinds — 2x(0) sigrayisina malik olsun. Ona géra do

t2

?, -1<t<0.
g(t)= p

—=2, —-0<t<1

2

gotiirmok lazimdir. Bu halda f(x)= Ix(t) dg(t) olar.
-1
Qeyd. Bu tipli mosalalori hall edorkon, yadda saxlamaq lazimdir ki,
ogar X(t) [a, b] parcasinda kosilmoz iso, g(t) funksiyasinin sonlu sayda

C;,Cy,...,C, nOqtalori istisna olmaqla [a,b]-nin hor yerindo Riman monada

inteqrallanan g'(t) toromosi varsa, onda

X(t)dg(t)= I()g()dt+><( a)lg(a+0)-g(a)]+
x(cc)g(c +0)-g(c, —0)]+ x(b)g(b)- g(b-0)].

200 C [0,27[] fozasinda zoif vo gilicli monada yigilmalar
eynigliclidirmii?

Halli. C[O,27z] fozasinda asagidaki qayda ilo toyin edilmis xotti,
kosilmoaz funksionallar ardlcllhglm gotiirok:

MB QD C——— T

+

=
Il

1

*

)=~ _[ cosntdt, (n=012,..)
Riyazi analiz kursundan malumdur ki, [0,2%] parcasinda kosilmoz har bir X(t)
funksiyasinin {an(x)} Furye omsallart sifra yigilir, lim an(x)=0, yani (an)
n—o0

funksionallar ardicillig: sifir funksionala zoif monada yigilir.
Indi iso a, funksionalin1 asagidaki kimi gostorok:

(0= 2t e |,

Burada
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2r
var Ucos nuduJ_ I|cosnu|du

tEOZﬂ
0

(yuxaridaki misalda gostarilon qeydi nozors alsaq), onda yaza bilorik:

k+l2

la, ||_— I [cos ntldt = 15 Z j [cos nt|dt =
k=0 2kr
n

- L8 feostez -+ (0-12..)
coszldz=— (n=12,.
7% 7

yani ||an||+>0, n—oco. Bu onu gosterir ki, C[0,27] fazasinda (a,) xotti

kasilmoz funksionallar ardicillig zoif y1gilir, amma giiclii yigilmar.
21. |, fozasinda istonilon X = (Xl, X, Xy ) € 1, elementi tigiin

0=37
n=1
barabarliyi ilo toyin edilmis f funksionalinin xatti mohdud oldugunu gostorin

V9 normasini tapin.
22. Asagida verilmis funksionallarin verilmis fozada xotti, kosilmoz
funksional olub-olmadigini goéstarin.

O x)echi, ()= [t
b) x(t)eClo.], f(x)=]x|;
v) x(t)e L,[04], f(x)= Ixz(t)dt ;

Q) xel, )= 3%
k=1

23. Asagidaki funksionallarin normasini tapin.

a) x(t)eL,[01], f(x)

Ot N [P O N |

&

- <
~—

N

N —

o

~—+

b) x(t)e L,[01],

—h
—~
x
—
I

V) xel,, f(x):ij:[l—(—l)k]k—_lxk,



- X
I, f(x)= S
Dt W2 T
d) xel,, f(X)=% +X,,
e) xel,, f(x):wﬁ.
k:].k

24. x(t)e L[-11] tigiin
1
f, ()= [ x(t)cos ntdt
-1
funksionalinin xotti mohdud oldugunu gostorin vo normasini tapin.

1
25. f(x)= Itx(t)dt funksionalinin
-1
a) C[-11], b) L,[-11], L[-11] fazalarinda normasini hesablaym.
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o XIX FOSIL
0Z-0ZUNO QOSMA OPERATORLAR

19.1. Qosma operatorun torifi

Forz edok ki, X vo Y normalasmis fozalardir. Ae L(X ,Y)
operatorunu vo f Y™ xotti funksionalim gotiirok. Istonilon x € X elementi
liclin f(AX) ifadasinin monasi var.

o(x)= f(Ax) (1)
funksionalin1 tayin edok. Bu funksional asagidaki xassolora malikdir.
1) D(p)=X
2) ¢ xotti funksionaldir. Dogrudan da istenilon «;,c, odadlori vo X, X, € X
ticlin

plax, + %) = F[Alax +a%, )= flaAx +a, A%, |=
= o F(A%)+ o, f(AX,) = (%, )+ 2,0(x, ).
3) (o(x) funksionali mahduddur, ¢iinki
o) = f (A <[ |-l ax] < |A]-[£]]- ]

Demoali @ e X". Beloliklo, hor bir f €Y funksionalia qars1 (1) qaydasi ilo
@ € X" funksionalma gars1 qoyulmusdur. Bu qayda ilo xatti kosilmoz @ = A"f
yaxud A" :Y" — X operatoru toyin etmok olar. A" e L(Y*, X*) operatoruna A

operatoruna qosma olan operator deyilir.
Asagidaki teorem dogrudur:

Teorem. Ogor Ae L(X,Y) 189, onda HA*H :||A||

isbati.p(x) funksionalinin 3)-cii xassosinden vo xotti funksionalin
normasinin torifindon istifads etsok, alariq:

ol <A 1]
<[[Al-]
<[Al-

Xan-Banax teoremindon ¢ixan naticoys asason AX, # 0 sortini 6doyon istonilon
fo|=1 vo

yani
A f

buradan
A*

X, elementino goro elo f,eY" funksionali tapmaq olar ki,

fo(Ax,)=||A%,| olsun. Buna ssasan yaza bilorik:
[ = oA, ) =00 ) = (AT oo ) < [ 1o <
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A A

Buradan |A|<|A” A

Qosma operatorlara misallar gostorak.
Misal 1. Tutaq ki, X=Y=E"- n olgili Evklid fozasidir.
X=X X100 %)y Y = (Y20 Yoeenr ) figiin

Vi = DayX, i=12..n @)
j=1

barabarliyi vasitasilo y = AX xotti operatoru toyin

< . .

[foll- ol = A ol

. Noticado =|Al| oldugunu aliriq.

edok.z = (zl, Zyyeny zn)e (E”)* =E" elementi gotiirok.

Hilbert fozasinda xatti kosilmoz funksional skalyar hasil vasitasils toyin
olundugu ii¢iin yaza bilorik:

)= (m.2)= Sy =i(ia”xj}i _

i=1\_j=1

= i(i &Z; ]Xj = (x,A'z)=(A"2)(x)

i=1\i=1
Burada @ = Az operatoru

w=>ay, j=12,..
i=1

boraberliyi ilo toyin edilir. Goriindiiyii kimi A" operatoru A operatorunun
matrisine transponirs edilmis matris vasitosilo verilir.

Misal 2. Tutag ki, X =Y =L,(a,b). x(t)e L,(a,b) iigiin

y(t)= [ Kt Sh(s)as

boraborliyt ilo y=KX inteqral operatoru toyin edok. K(x,t) niivosi

[a, b]x[a, b] kvadratina kosilmoz funksiyadir. Asagidaki boraborliyi yaza
bilorik:

T st et st

a (a a La

Buradan aliriq ki, qosma @ = Kz operatoru da integral operatordur:

o(t)= T K(s,t)z(s)ds,

Goriindiiyi kimi qosma operatorun niivosi K(t,s) nlivosinin  transponira
edilmisidir.
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19.2. Oz-6ziins qosma operatorlar

Forz edok ki, X =Y =H hilbert fozalaridir. Bu halda Hilbert

fozalarinda xotti funksionalm {imumi soklino osason A vo A" operatorlari
istonilon X,y iiciin

(A%, y)=(x Ay)
barabarliyi ilo baglidir. Ona goroe do bu baraborliyi H hilbert fozasinda qosma
operatorun torifi kimi gobul edo bilarik.

Torif. H Hilbert fozasinda toyin edilmis A operatoru 6z qosmast ilo
{ist-iista diisorsa, yoni A= A" sorti ddonarss, A operatoruna 6z-6ziina qosma
operator deyilir.

Bu torifo osason A operatoru 6z-0ziino qosma iso, onda istonilon
X,y € H icilin

(Ax,y)=(x, Ay)
sarti 6danilar.

Qeyd edok ki, 6z-0zlino qosma operatorlar bir ¢ox miihiim xassolors
malikdirlor va riyaziyyatin bir ¢ox sahslorinda, eloco do kvant mexanikasinda
genis totbiglors malikdirlor.

Ona goro do verilmig operatorun 0z-0zlino qogma olmasi sartlorini
bilmok xiisusi shomiyyato malikdir. Masalon, yuxarida baxdigimiz 1-ci misalda
E" fozasinda toyin edilmis A operatoru o zaman 6z-0ziino qosma olar ki,
a; =a;; olsun, yani (aij) matrisi simmetrik matris olsun.

Eloco do, 2-ci misalda L,(a,b) fozasinda toyin edilmis K integral
operatoru o zaman 6z-6ziine qosma olar ki, K(t,s)=K(s,t) sorti ddonilsin,
yoni K(t,s) niivasi simmetrik niiva olsun.

Indi iso 6z-6ziino qosma operatorlarin osas xassolorini gdstoron bozi
teoremlori gqeyd edak.

Teorem 1. ©gor A vo B H hilbert fozasinda 6z-6ziino qosma
operatorlar iso, onda istonilon « vo S hoqiqi adodlor {iglin A+ (B
operatoru da H fozasinda 6z-6ziino qogma operatordur.

Isbati. Skalyar hasilin xattiliyi vo A, B operatorlarinin 6z-6ziina qosma
olmasindan istifado edorak agagidaki barabarliklori yaza bilorik:

(oA + B, y) = (aAx+ Bx, y) = al A, y)+ (Bx, y) =
=a(x, Ay)+ (% By) = (x.opy + /By ) = (x,(aA+ /B)y)
Torifo gora bu boraborlik oA+ B operatorunun 6z-6ziine qosma olmasi

demakdir.
Teorem 2. Forz edok ki, A vo B H fozasinda 6z-6ziino qogsma

operatorlardir. A-B operatoru yalniz vo yalniz o zaman 6z-6ziine qosma olar
Ki, AB =BA sorti 6donilsin.
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Teoremin isbat1 agagidaki barabarlikdon alinir.
(ABx,y)= (Bx, Ay) = (x, BAY)
Teorem 3. Ogor A 0z-0ziino qosma operatorlar iso, onda istonilon
x € H iigiin (Ax,x) haqiqi ododdir.
Isbati. Skalyar hasilin xassasino goro
(A%,%) = (x, A) = (A, X)
dogrudur. (AXX) kompleks ododi 6z qosmasina barabor oldugundan o yalniz
haqiqi aded ola bilor. Demoali (AX,x) hoqiqi oadoddir.
Molum oldugu kimi istonilon A xatti operatorunun normasi

|A|= sup]Ax|

Ix|=1
borabaorliyi il toyin edilir.
Ogor A operatoru 6z-0ziino qosma operator olarsa, bu halda isbat
etmok olar ki, A operatorunun normasini

| A =supi(Ax,x)

Ixl=2

borabarliyi il toyin etmak olar.

19.3. Manfi olmayan operatorlar

Forz edok ki, H — hilbert fazasidir. L(H) ilo H fozasinda tasir edon

biitiin 6z-6zilino qosma operatorlar coxlugunu isaro edok. Gostoracoyik ki, bu
coxlugda qgismon nizamlanma daxil etmok olar, yoni istonilon iki 6z-0ziino
qosma operator arasinda “boylik, yaxud boraborlik” miinasibati toyin etmok
olar.

Tarif 1. Ogor istonilon x € H iigiin (AX,x)>0 sorti 6donarsa, bu halda

A 06z-6zlino qogma operatoruna manfi olmayan operator deyilir vo A>0 kimi
isaro edirlar.
Torifdon istifado edorok asanliqla gostormok olar ki, A >0, A, >0 iso,

onda istonilon 4 >0, A, >0 odadlori ligiin LA +A4,A, >0.
Lemma 1. Ogor F(A) monfi olmayan A operatorundan asili, miisbat

omsalli istonilon doracali coxhadli iso, onda hamin ¢oxhadli do monfi olmayan
operatordur.

Isbat. Tutag ki, A>0. F(A)=> a A, =0. A’=I vahid
k=0

operatordur vo (AOX, X)= (IX,X)=||X||2 >0, yoni A°>0. A 5z-6ziino qosma
oldugundan
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(Azmx, x): (A’“x, A’“x): HA‘“XH2 >0,
demoli A’™>0. Eloca da
(A2mx,x) = (A(A™x), A™X)= (Ay,y) =0 (y=A"X)
borabarsizliyindon A’™* >0 aliriq. Buradan F(A)>0 oldugunu aliriq.

Ogor A>0 monfi olmayan operator iss, bu halda lmumilosmis
Bunyakovski barabarsizliyi adlanan asagidaki barabarsizlik do dogrudur

(Ax, y) < (A%, x)|/(Ay, y)

Torif 2. Ogor A vo B 0z-6ziino qogsma operatorlari istonilon X e H
tigiin (Ax,x)> (Bx, x) sortini 6doyarsa, deyirlor ki, A>B voya A-B>0.
Torifdon istifado edorok asagidaki miinasibatlorin dogrulugunu gostors
bilorik:
1) A>A;
2)ogor A>B, B>C iso,onda A>C;
3)ogor A>B vo B> A iso,onda A=B;
4) ogor A>B iso, onda a >0 oldugda cA>aB, a <0 olduqda iso A< aB
dogrudur.

19.4. Unitar operatorlar

Ogor U xotti operatoru normani saxlamagq sorti ilo H fozasini biitiin
H fozasina inikas etdirirso, yoni VX e H {iglin

U] =] (1)
olarsa, ona unitar operator deyilir.

Asanligla gérmok olar ki, bu inikas qarsiliglt birqiymatli inikasdir. Belo
ki, ogor Ux, =Ux, olarsa, onda U(x, —X,)=0, [% —X,[=|U(x—x,)=0 vo
X, =X, alariq. Ona géra do U operatorunun U “tors operatoru vardir vo bu
operator da unitar operatordur. (1) barabarliyindon alinir ki,

UxUx)=|Ux” =X = (x,x)
buradan
(UUx,x)= (%, %)= (1x, %),
| —vahid operatordur. Buradan

Uuu=lI. 2
Bu borabarliyi soldan U vo sagdan U -0 vursaq

uu™ =1 (3)
UU=UU =1  boraborliklorindon U =U" oldugunu aliriq. (2)

borabarliyindon (Ux,Uy)=(x,y) almir. &ksino (2) va (3) berabarliklarindon
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U -nun unitar operator olmast vo U™ =U" olmasi almir. Bu iso U -nun
qarsiliglt birqiymaotli olmas1 demakdir. Eyni zamanda
JUX|® = (Ux,Ux) = (U Ux, x): (x,x) ="
baraborliyindon U gevirmesinin normani saxladigi alimir, yoni |Ux|=||X|
Odonilir.
Forz edok ki, A H hilbert fozasinda tosir edon xotti operator, U iso
unitar operatordur.
B=UAU "' =UAU" 4)
operatoruna A operatoruna unitar ekvivalent olan operator deyilir.
(4) borabarliyindon alinir ki, 6z-6ziina qosma A operatoruna unitar-
ekvivalent olan operator da 6z-6ziino qosma operatordur. Asanligla gostormok
olar ki, unitar ekvivalent operatorlarin normalar1 borabordir.

19.5. Ortoqonal proyeksiya operatoru

Forz edok ki, L H fozasiin hor hansi altfozasidir. Malum oldugu kimi
istonilon X e H elementini yegano iisulla x=y+2z, yel, z 1L soklindo

gostormok olar. Px =Yy boraborliyi vasitosilo biitin H-da toyin edilmis,

qiymoatlor ¢oxlugu L olan operator toyin edok. Bu operatora proyeksiya
operatoru, yaxud L altfazasina ortoqonal proyeksiyalama operatoru deyilir vo
P kimi isaro edilir. Isbat edok ki, P operatoru 6z-6ziine qosma, normasi

vahido barabar olan vo P? = P sortini 6doyan operatordur.
ovvolco P -nin xotti operator oldugunu gostorok. Bu mogsadlo
X=Y,+z,vo X, =Y,+2,, ¥,Y,eL, z,z, L L gotirok. Onda

%, + X, :(ayl"‘ﬁyz)"'(ml"'ﬂzz)’
belo ki, oy, + py, €L, oz, + pz, L L.
Buradan
P(a)<1+@(2):dy1+ﬂY2 = aPX, + PX,
alirig. Yoni P xotti operatordur. y L z sortindon istifads etsok
X =ly+2" =(y+zy+2)=| +[
alariq. Buradan ||y|| < ||X||, yaxud ||PX|| < ||X|| Vo ||P|| <1 oldugunu aliriq.

X € L tiglin Px =X oldugundan |Px|=|x| vo |P|=1 aliriq.

Gostorok ki, P 0z-06ziino qosma operatordur. Tutaq ki, X,X, e H
istonilon elementlor, Yy,,y, 1s0 bu elementlorin L-do proyeksiyalardir.
Px, =vy,, PX,=y,.Onda

(PX:L’ Xz): (yv Xz) = (y1v Y2)

397



va analoji olaraq

(4, Px,) =04, 2) = (1, ¥2)
alariq. Buradan (Px,,X,)=(x,PX,), yeni P-nin 6z-6ziino qosma olmasini
alarq.

Nohayat, WxeH iigin Pxel oldugu iigiin P?x=P(Px)=Px,
buradan iso P? =P alarq.

Indi iso gostorak ki, yuxaridaki toklifin torsi do dogrudur. Yoni P? =P
sortini 0dyan hor bir 6z-0zlino qosma P operatoru miioyyon L altfozasina
ortogonal proyeksiya operatorudur.

L={y:y=Px,xeH}
coxlugunu gotiirok. P operatoru additiv vo bircins olduguna goro L c¢oxlugu
xatti goxobrazlidir. Gostorok ki, L qapali coxlugdur. Bu magsadle y, —Y,,
y, € L ardicilligim gotiirok vo y, € L oldugunu gostorak.

y, € L oldugu iiciin elo x, € H ardicillig1 vardir ki, y, = Px,. Buradan
Py =P?’x =Px =y, alariq. P  operatoru kosilmoz oldugu f{igiin
Py, = Py,.Py, =Y, oldugunu nozoro alsaq, Yy, —> Py, alariq. Noticodo
Yo=Pygvo Yy, €L olar. Demoli L qapali ¢oxluqdur, yoni alt fozadir. P

operatorunun 6z-6ziino qosma olmasindan vo P> =P sortindon
(x—Px,Px)= (Px ~P?x, x): (0,x)=0
aliriq, yoni X —Px L Px.

L altfozasinin toyin olunmasindan aliriq ki, P operatoru bu altfozaya
proyeksiyalama operatorudur. Yoni yuxaridaki toklif dogrudur. Eyni zamanda
geyd edok ki, L altfozas1 H fozasinin PX =X sortini 6doyan elementlorindon
ibarat altfozadir.

Isbat edilmis bu toklifdon, xiisusi halda, P operatoru ilo borabar | — P
operatorunun da proyeksiya operatoru oldugunu aliriq.

Torif 1. Ogor iki P, vo P, operatorlar ii¢iin P,P, =0 olarsa, onda
onlara ortogonal operatorlar deyilir.

Gostormok olar ki, P, vo P, proyeksiya operatorlarinin ortoqonal
olmas tiglin zoruri vo kafi sort onlara uygun L, vo L, altfozalarinin ortoqonal

olmasidir. Dogrudan da, ager BP, =0 olarsa, onda x, € L, X, € L, liglin
(X11X2): (Plxl’ P2X2):(P2P1X1'X2): (07 Xz): 0
Oksina, agor L, L L, olarsa, onda istonilon x e H {iciin P,xe L, oldugundan
R(P,x)=0, yoni BP, =0.
Proyeksiya operatorlariin daha bir nega xassolorini geyd eds bilorik. Bu
xassolor asagidaki teoremlor vasitasilo verilir.
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Teorem 1. B vo P proyeksiya operatorlarinin cominin proyeksiya

operatoru olmasi tigiin zoruri vo kafi sort bu operatorlarin ortoqonal olmasidir,
yoni R P =0.Buhalda B_+P_=PR_; .

Teorem 2. P vo PL2 proyeks1ya operatorlarinin hasilinin proyeksiya

operatoru olmasi Ui¢lin zoruri vo Kafi sort B R =P B olmasidir. Bu halda
PR, =R.n, -

Torif 2. ©gor P, vo P, proyeksiya operatorlar ticiin BP, =P, sorti
Odonilarso, onda deyirler ki, P, operatoru P, -in hissasidir.

Bilavasito torifden alinir ki, P, operatoru yalmiz vo yalniz o zaman P
operatorunun hissosidir ki, L,altfozas1 L, -in hissesi olsun, yoni L, < L, olsun.
P, proyeksiya operatorunun P, -in hissasi olmasi liglin bagqa bir zaruri ve kafi
sort asagidakindan ibaratdir. Istonilon x € H elementi iigiin |P,x| <||PX| olmas:
P,-nin P, -in hissasi olmast {i¢iin zoruri vo kafidir.

Teorem 3.P, vo P, proyeksiya operatorlarinin P, —P, forqinin do
proyeksiya operatoru olmasi liglin zoruri vo kafi sort P, operatorunun P, -in

hissasi olmasidir. Bu sort 6donildikds L altfozasi L, -nin L,, - ortoqonal

P1—P2
tamamlayicisidir.

19.6. Qosma va 6z-6ziind qosma operatorlara aid
masalalar halli niimunalari va tapsiriqlar

1. Asagida verilmis gayda ilo toyin edilmis A operatorunun A" qosma
operatorunu tapin.

a) A:L[01]— L,[01] vo (Ax)t) =j.x

n“n?*

b) A:l, —>1,, p=1vs Ax=(alxl,a2 Xy yever Qy Xoyrons)
burada x = (X1 Xy yeees Xs- )e |p V) (aj)il—mehdud ardicilliqdr.
v) A:L(R)— L(R) vo (Ax)t)=a(t)x(t+h), harada ki, a(t) biitin (—oo,00)
intervalinda mohdud vo Lebeq monada olgiilon funksiyadir, h iso istonilon
haqiqi adaoddir.

Holli. a) Aoperatoru kompleks L, [0,1] fozasini 6zlino inikas etdiron
xotti kosilmoz operatordur. Ona gora do A™: L,[01]— L,[0,1] qosma operatoru
vardir. A" operatorunu toyin etmok iigiin y(t)e LZ[O,l] gotiirak.
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(Ax,y :i (AX)t) T)jt—jux er
j(j ﬂerdt

Ogor inteqrallama ndvbasini doyissok, alariq:

_ jxa{j y<r>dr}dt [T = 4y)

Buradan

(Ay)t)= j y(z)dz, yeL,[01].

t

A vo A" operatorlarini miiqayiso etsok, A# A", yoni A-nin 6z-6ziino qosma
olmadigin alariq.
b) Tutag ki, p>1. Asanlqgla gdstormok olar ki, {aj} ardicilligt mohdud
olduqda, yoni ‘a j‘ <M iso bu halda A operatoru xatti kasilmoz operatordur vo
||A||S M . Molumdur ki, I;; =l,, belo ki, l+1:1. f el;; funksionalinin
P Q
X = (Xpy Xgreees X - )elp elementina tosiri

<f,x>=ixjf'j, f=(f,f,..)el,
j=1

kimi verilir. Onda qosma operatorun torifino goros alariq:
(A, fY=>axf Zx& <x,A*f)
j=1
Bu barabarlik istonilon x €l , f €l iigiin dogrudur. Buradan
Af=(af,af,..), f=(f,f.)el

alarig. p =1oldugu halda yeno do A operatoru {a j} ardicilligi mohdud oldugu
halda kasilmaz olar.

Qeyd edok ki, bu halda I, =m, yani |,-in qosma fozast biitiin mohdud
ardicilliqlar fozasidir. Eyni mithakimoni tokrar etmaklo

A'f = (e f,a,f,,...), ogor f=(f,f,..)em

oldugunu gostora bilorik. Gortindiiyli kimi ogor «; ododlori haqiqi adadlor

olarsa, A= A" vo A 6z-6ziino qosma operator olar.
V) Gostoro bilorik ki, bu halda A operatoru xotti kosilmoz operatordur vo

A < suplat].
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Ogor
(A y)=[altu(t - NiyD t, (x,y < L(R)

baraborliyinds t+h =17 ovoz etsok, alariq:

()= [T = A°y). (1)< LR)
Buradan (A*th) =a(t—h)y(t—h), y e L(R) alirg.

2. Tutaq ki, H — kompleks Hilbert fozasi, A:H — H — 6z-6ziino qosma
operatordur. Isbat edin ki, I +iA operatorunun R(I +iA) goxobrazlisinda toyin

edilmis (I +iA)™ tors operatoru vardir.

Isbati. Xotti kosilmoz | +iA operatoru H— hilbert fozasini | +iA
operatorunun qiymatlor ¢oxlugu olan R(I +iA) coobrazlisina inikas etdirir.
| +iAoperatorunun tors operatorunun varligint gostormok lgiin | +1A
operatorunun niivasi olan ker(l + iA)goxlugunu yalniz sifir elementdon ibarat
oldugunu gostormak lazimdir.

Tutag ki, xe H vo (I +iA)x=0. Buradan Ax=ix vo

i(%,x) = (Ax,x) = (x,ix)=—i(x,x) > (x,x)=0
[X|=\(x,x)=0, x=0 aliriq. Yoni ker(l +iA)={0}. Ona goro do
(1 +iA):R(l +iA)— H vardur.
3. 1, fozasinda A, :l, —>1,, ne N operatorlarin

AX= (Xpu1 Xs2ree)s X= 00, %) €1,
boraborliyi ilo toyin edok. Isbat edin ki, A, neN xotti kosilmoz

operatorlardir vo limAx=0, xel,. (Aj )::1 ardicilligini tapin. x el, liglin

n—oo

lim A’x=0 dogrudurmu?

n—o

Isbati. Biitin A, operatorlari |,fozasinda tosir edir vo xotti

operatorlardir. Bu operatorlarin mohdud (kesilmaz) olmasi iso asagidaki kimi
alinir:

s 2 > 2
Adl= | S[ < S <l e, xet)
j=n+ j=
Buradan ||A1|| <1, neNaling, yoni A mohdud (kosilmoz) operatorlardir.
Indi iso giiclii y1g1lma monada lim A =0 oldugunu gdstorok. Molum

n—oo
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oldugu kimi, istenilon X=(x,X,,...)el, igiin Z‘Xj‘z yigilandir  vo
j=1

o0
- 2 ..
lim Z‘Xj‘ =0. Ona goro do
n—x j=n+1

1/2
lim|| A X| =lm(_2\lxjfj =0, xel,
j=n+

n—o
alariq. Buradan lim A x=0.

indi iso tutaq ki, Xx=(x,%,...) vo y=(¥;,¥,....) |, fozasma daxil olan
istonilon elementlordir.

(Ax.y)=(xAy)

boraborliyindon alinir ki, A*y = (0,0,...,0, Vi, Y, ,J . Ona goro do istonilon
%/_/

n

y €l, igiin

N—o0

1/2
il Sy | <l

Buradan aliriq ki, {A: } ardicilligr sifir operatora giiclii monada y1gilmur.
4. Gostarin ki, A vo B H hilbert faozasinda tosir edon xatti mohdud

ol *

operatorlar oldugda a) (A+B) =A"+B", b) (1A) =4A", AeR, V)
(BA) = A"B” borabarliklori dogrudur.
Holli. a) Qosma operatorun torifino gors istonilon X,y € H {iglin
(A+B)x y)=(Ax+Bx,y)=(Ax,y)+(Bx,y)=
= (x, A*y)+ (x, B*y)= (x, (A* + B*)y)
Buradan

(BA) =AB".
5. Tutaq ki, X =Y =R" n-6lgiilii Evklid fazalaridir. X = (X, X,,..., X, ),

y=(Y1, ¥, Y,) elementlori iigiin y=Axoperatorunu ;= > ax;,
j=1

i =1,2,...,n barabarliklori ilo toyin edok. A™ qosma operatorunu tapn.
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Holli. Tutaq ki, e,e,,...e, R"fozasinda vahid ortvektorlardir. Onda

n

n
istonilon X € R" {iglin x = inei Vo
i=1

(0= % f(e)=2 1,

burada f, = f(e), f =(f, f,,... f ). Ona goro do

f(mzfyz[z}z(z =S

T\ AN
g; :Zaii fi, 1=12,..,n
i=1

sistemi g = A'f qosma operatorunu toyin edir.

A f=(f,f,,..,f)e (R") —9=(0,,0,,..9,)€ (R")
kimi tosir edir. A" operatoru (aij );’i:l matrisi vasitosils toyin edilir. Goriindiiyii
Kimi A"-a uygun matris A-ya uygun matrisin transponiro edilmis matrisidir.
Xiisusi halda a; =a;, yoni matris simmetrik olarsa, A= A" olar.

6. Gostorin ki, A vo B H-— hilbert fozasinda 6z-6ziine qosma
operatorlar, @ vo [ iso hoaqiqi ododlor iso, onda oA+ B operatoru da

H fozasinda 6z-6ziino qosma operatordur.
Holli. Skalyar hasilin xasselorindon vo A,Bnin 6z-6ziino qosma

olmasindan istifads etmokls istonilon X,y € H iiciin yaza bilorik:
(oA + B)x, y) = (aAx+ Bx, y) = a( Ax, y)+ B(Bx, y) =
= a(x, Ay)+ B(x,By)= (x, oAy + fBy) = (x,(cA+ fB)y
Buradan (aA+ ,BB)* =coA+ /B alirgq.
7. Tutaq ki, A, :H — H , 6z-6ziina qogma operatorlar ardicilligidir vo
istonilon X € H {igin n—>o A X — Ax. Bu halda A operatorunun 6z-6ziino

gosma oldugunu gdéstorin.
Holli. Sklayar hasilin kesilmozlik xassasindon istifade edorok, istonilon
X,y € H iiclin yaza bilorik:

(A%, y)=(lim Ax, y)=lim(Ax, y)=lim(x, A y)=
=[x, lim Ay)=(x Ay)

Yoni A=A".
Buradan 06z-6ziino qosma operatorlar coxlugunun qapali ¢oxluq
oldugunu aliriq.
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8. Gostorin ki, A vo B xotti mohdud operatorlart H fazasinda 6z-
0zlino qosma operatorlar oldugda AB operatoru yalniz o zaman 6z-0ziino
qosma operator olar ki, AB = BA olsun.

Holli. Sorto goro A vo B 0z-0zlino qosma operatorlar oldugundan
istonilon X,y € H {i¢iin yaza bilorik:

(ABx, y)=(Bx, Ay)=(x, BAy).
AB = BA oldugda (ABx, y)=(x, ABy), yoni, (AB) = AB.
(AB)* = AB olduqda iso,
(ABx, y)=(x, ABy)=(Ax,By)=(BAxX,y)— AB = BA
alarq.
9. X =Y =L,[a,b]. K:X —Y operatoru toyin edok:

= (Kx)t)= _Tk(t, s(s)ds,

burada K(t,s) niivesi [a,b]x[a,b]kvadratinda toyin edilmis hoaqiqi giymatli
kosilmoaz funksiyadir.
Istonilon (x,t), y(t)e Lz[a, ] ti¢lin yaza bilarik:

o
:j{gk(t,sw(t)dt}x(shs=(x, <y).

Buradan aling ki, a)(t)z K"y operatoru da inteqral operatordur vo asagidaki
kimi toyin edilir:

oft)= Ky = [K(s y(s)ds

Goriindiiyti  kimi K~ operatorunun niivosi K operatorunun niivasing
transponira edilmis niivadir.

10. A:L[01]— L[04], (Ax)t)=t-x(0) operatoru toyin edok, bels ki,
D(A) toyin oblasti [0,1] pargasinda kesilmoz funksiyalardan ibarot xatti
¢oxobrazhidir.

A" qosma operatorunu vo qosma operatorun D(A*) tayin oblastini toyin
edin.

Holli. D(A) toyin oblastt L, [0,1] fozasinda her yerds six oldugundan,
A" qosma operatoru vardir. A" operatorunu tapmagq iigiin L, [0,1] fozasindan
elo y= y(t) voy = y*(t) funksiyalar ciitli tapmaq lazimdir ki,

(A, y)=(x A'y), vxe D(A)

404



yani

1
[t-x()y(tht = [x(t)y"(thit, vx e D(A) (1)
0 0
boraborliyi 6donilsin.

T
Ogor (1) berabarliyindo x(t)=t", 0<t<1, ne N, onda jt“y*(t)dt:O,
0

VYne N, yoni y*(t) funksiyasi biitiin t", ne N funksiyalarina ortoqonaldir.
Gostorok ki, y*(t) hom do x(t)=1 funksiyasina ortogonaldir. Bu magsadlo

1,l£tél,

nt,o0<t<—,
n

funksiyalar ardicilligina baxaq. Goriindiiyii  kimi Xn(t)e D(A). (1)
boraborliyindo x(t)= x, (t) gotiirsok, alariq:

Ct— 5 |

1
nty (t)dt+[y'(t)dt=0 (vneN)
1

1
Sonuncu boraborlikde n—co sortindo J-y*(t)dtzo aliriq. Beloliklo, y'(t)

0
funksiyast L,[0,1] fozasinda tam {t”}:lo sisteminin biitiin funksiyalarina

ortoqonaldir. Ona gore do y'(t)=0, te[01], yoni y =0. Naticads (1)

1
boraboarliyindon aliriq ki, J-tyit Kt = 0. Buradan o noticoya golirik ki, A* qosma
0

t
operatorun D(A*) toyin oblasti y = y(t)e L,[04], Ity(t)it =0 sortini 6doyon
0
funksiyalardan ibarotdir. A" operatoru hor bir ye D(A*) funksiyasina qars1
y" =0 funksiyasini gars1 qoyur.
11. L,[0,1] fozasinda A:i% xatti operatoruna baxaq. Belo ki, A

operatorunun toyin oblasti D(A)c L,[01] [0,1] parcasinda miitlaq kesilmoz,
X(t)e Lz[O, ] olan vo x(0)=x(1)=0 sortini 6doysn funksiyalardan ibaratdir.
Isbat edin ki, A qapal1 vo simmetrik operatordur. A* qosma operatorunu tapin.
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Halli. A operatorunun qapali oldugunu gostormok {iiciin forz edok ki,
elo {x (t)}:’:l e D(A) ardicilligr vardir ki, orta kvadratik monada lim x, ()= x(t)

) Im(A )= im0 ()

limitlori vardir. Onda skalyar hasilin kosilmazlik xassasino goro
limix, (t)= nm.jx dr_uj (rdr (vtelod)),

1
Istonilon neN {igiin X, (1)= 0 oldugundan .[ y(z')tlr =0 aling. Yigilan
0

ardicilligin limitinin yegansliyina gors (X(t) funksiyasinin qiymatlorini sifir
ol¢iili coxlugda doyismok olar).
t

y
0
alariq. Buradan cixir ki, X=X(t) 0<t<1 funksiyast miitloq kosilmozdir,
x(t)e D(A) vo (Ax)t)=ixX(t) oldugunu aliriq. Bu iso A-nin qapal operator
olmas1 demakdir.
Gostorok ki, A— simmetrik operatordur. Bu mogsadlo istonilon
x(t), y(t) e D(A) funksiyalarii gétiirok. Hisso-hisso inteqrallamaqla, alariq:

(Ax,y) le d le =(x Ay)

Ona gors do A3|mmetr|k operatordur.
Indiiso A" qosma operatorunu vo onun D(A*) toyin oblastini tapaq.

r)dr, vte[o]]

D(A)=H oldugundan A" qosma operatoru vardir. Qosma operatoru
tapmaq {igiin istenilon x=x(t)e D(A) iigiin (Ax,y)= (X, y*) boraboarliyini
6dayon vo L,[0,1]-0 daxil olan y = y(t) vo y" = y(t) funksiyalar ciitiinii toyin
edok.

[ix )yt = j X(t)y"(tet 0

0 0
L,[01]< L[0] oldugu iigin Y ( Iy Jdz, 0<t<1 ibtidai funksiyasim

gotiirak. (2) baraborliyinin sag torofini hlsse hisso inteqrallasaq, alariq:

jx(t)ﬁ)dt = jx(t)dY*(t)z x(t)Y*(t)i -

0
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T T
— [ X" ()t =[x () (et
0 0
Ona gora do (2) barabsrliyini asagidaki kimi yaza bilorik:
KO -yt =0 (wx(t)<D(A). ©

Buradan aydindir kl, *( )— Iy( )— C =const olarsa, onda (3) borabarliyi
odonilor. Bksino, gostorok ki, ogar ¢ = (t) € L,[0,1] funksiyas

1
[¥(}pltht=0 (vx(t)e D(A)) (4)
0

sortini 6dayirss, onda (p() funksiyasi [O ] pargasinda sabitdir. Dogrudan da,

1
= I (p(r)dr—ct funksiyasina baxaq;— belo ki, C sabitini elo se¢ok ki,
0

1
X(1)=0 sorti 6donilsin. C = I¢(z‘)dz‘ qobul edok. Onda x(t)e D(A) olar. Ona
0

g0ra do (4) baraborliyindo X(t)-nin yerina bu qiymatini yazsaq, alariq:
1

Tlolt)- cJplekit = [[oft) <] [l —clet

0
Buradan (p(t) funksiyasinin [0,1]-d9 sanki hor yerdo sabit oldugunu aliriq.

olt)=C, Vte[O,l]. Onda (3) boraborliyindon alariq ki, Y'(t)=iy(t),
e[04], yoni

[ (e =) (vt <for)

Buradan ¢ixir ki, y= y( ) funksiyast [O,l] parcasinda miitloq kosilmoz
funksiyadir vo y(t)=iy'(t), 0<t <1. Beloliklo aliriq ki, (2) eyniliyini doyan
y vo y funksiyalar ciitii onunla xarakterizo olunur ki, y(t) funksiya51 [01]
parcasinda miitloq kesilmozdir, y'(t)e L,[01] vo y'(t (A th =iy'(t). Onda
bu sortlori 6ddayen biitiin y(t) funksiyalar ¢oxlugu D(A ) xatti goxobrazhsl
toskil edir vo A~ qosma operatorunun toyin oblastidir. Bu halda Vy(t) € D(A*)
iigiin (A"yJt)=iy'(t).

Bu misal bir daha onu gostorir ki, geyri-mohdud operatorlar ii¢lin

simmetrik vo 0z-0zline qosma operator anlayislar1 bir-birindon forqli
anlayislardir.

407



12. Tutaq ki, H = L,[0,1]- kompleks Hilbert fozasinda (Ax)t)=ix'(t)
operatoru verilmisdir. D(A) toyin oblast1 [O,l] parcasinda miitloq kosilmoz elo
x(t) funksiyalarmdan ibarotdir ki, X'(t)e L,[0,1] vo x(0)= x(1) sorti 5donilsin.
A operatorunun 6z-6ziino qosma operator oldugunu gdstorin.

Holli. D(A) toyin oblasti H fozasinda hor yerds six oldugundan A"
qosma operatoru vardir. A~ operatorunu tapmaq tolob olunur. Bu magsadlo
ixtiyari  x=x(t)e D(A) icin (Ax,y)= (X, y*) borabarliyini  ddoyen
y(t), y'(t) e L,[0,1] funksiyalar ciitiinii toyin etmok lazimdir. Torifo goro

jix’(t)ﬂf)dt = j‘x(t)ﬁ)jt , Vxe D(A). (5)

y =y (t) funksiyas vasitosilo Y (t)= Jt. y (r)dz daxil edok. Gériindityii kimi
0
Y*(O) =0. Ogor (5) borabarliyindo x(t) =1 gotiirsok,
V@)= [y (e =0
olar. ©gar (5) barabarliyinin sag terafglni hisso-hisss inteqrallasaq, alariq:

Tx@ O v(0)] ct=0, vxeD(a).

0

11 misalin1 holl edorkon gostordik ki, Y*(t)—iy(t) funksiyasi [O,]
parcasinda sabitdir. Ona goro do y(t) funksiyas1 miitloq kesilmoz funksiyadir
\&

iy (t)=y(t) e L,[01]

Y (t)-iy(t)=C, 0<t<1 boraborliyindon vo Y (0)=Y'(1)=0 sortindon
y(0)=y(1) oldugunu alriq. Beloliklo, aliriq ki, y=y(t), 0<t<1 miitloq
kosilmoz funksiyadir, y'(t)e L,[01] vo y(0)=y(1). Buradan D(A")= D(A)
alinir. Eyni zamanda y’(t)= (A*th)= iy'(t). Gostormak olar ki, D(A)c D(A*)
dogrudur vo A=A". Yoni, A 6z-6ziino qosma operatordur.

13. Tutaq ki, H =L,(R)— Hilbert fozasinda (Ax)t)=1tx(t) operatoru
toyin edilmisdir, belo ki, D(A) toyin oblasti elo x(t)e L,(R) funksiyalarindan
ibarotdir ki, t(t)eL,(R) olsun. A operatorunun 6z-6ziino qosma operator
oldugunu gostorin.

Holli. A operatorunun toyin oblastt olan D(A) ¢oxlugu R =(—o0,0)
intervalinda finit vo kosilmoz funksiyalar1 6z daxilindo saxladigr iiglin
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D(A)=L,(R). Ona goro do A operatorunun A" qosma operatoru vardir. A"
qosma operatorunu tapaq. Bunun iigiin ixtiyari x=x(t)e D(A) iigiin
(AXx, y)=(x, y*) boraborliyini 6doyon y(t),y (t)e L,(R) funksiyalar ciitiinii
toyin etmok lazimdir. Torifo goro

oy Ept= (" D0, x()e Lo(R)
R R
Bu boraborlikdon aliriq:

[xOly®)-y®]dt=0,  wxt)eL{®)
R
D(A) ¢oxlugu L,(R) fozasinda har yerds six goxluq oldugundan, R -do sanki

hor yerdo y” =ty(t) olar. Beloliklo, ty(t)e L,(R) sortini 6doyan y(t)e L,(R)
tigiin y" =ty(t) aliriq. Onda D(A*)c D(A) vo (A*th):ty(t). Eyni zamanda

bunun oksini do gdstormok olar. Noticodo A= A" olar. Yoni, A 6z-6ziino
qosma operatordur.
14. Tutaq ki, E; vo E, xotti normalasmis fazalardir vo Ae L(E;,E,).

Isbat edin ki, ogor At e L(Ez, El) varsa, onda A" qosma operatorunun da torsi
vardir, (A*T1 € L(Ef E, ) Vo (A*)_1 = (A_1>*.

15. Tutaq ki, H — Hilbert fozasidir, Ae L(H), ker A— A operatorunun
niivosi, R(A)— A operatorunun qiymotlor oblastidir. Isbat edin ki, a)
ker(AA*)z ker A”; b) ker(A*A)z ker A; V) R(AA*)z R(A); q) HAA* —|AF.

16. Asagidaki hallarda A:L,[01]— L,[0,1] operatorunun A" gosma
operatorunu tapin.

a) (Ax)t)=x(t); b) (Ax)(t):j'cosu(s)ds;v) (Ax)(t):j‘x(s)ds

17. Asagidak hallarda A:l; — |, operatorunun qogsmasini tapin.

) AX = (X, Xges X1,0,0,..) X =(Xy, Xp,.) €y
b) AX =(AX,4%,00,...), {4, }°, € R mohdud ardicilliqdir, X = (X, %,,...) €k ;

V) Ax=(0,0,%,%y,...), X=X, Xp,...) €l ;

Q) AX=(Xy,%g,...), X=X, Xy,...) €l
18. Yuxaridaki 12-18 misalinda verilmis operatorlarin 1) A:Cy; —C,

2) A:l, — 1, operatorlar oldugu hallarda qosma operatorlarini tapin.
19. Asagidaki hallarda A:L,(R)— L,(R) operatorunun gosmasini
tapin.
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a) (Ax)t)=x(t+h), burada h— har hans1 qeyd olunmus odaddir.
b) (Ax)t)=alt)x(t+h), burada a(t)- her hansi 6lgiilon funksiya, h— geyd
olunmus ododdir.

V) (W)= [0+ X))

20. Tutaq ki, H — Hilbert fozasidir. isbat edin ki, istonilon Ae L(H)
operatorunu birqiymatli olaraq A=B+IiC soklindo gostormok olar, belos ki, B
vo C 6z-6zline qosma operatorlardir.

21. A:L,[01] > L,[01], (Ax)t)=tx(t) operatorunun monfi olmayan
0z-6ziino qosma operator oldugunu gostorin.

22. A:L,[01]— L,[o041],

(AX)t)= }e”sx(s)ds

operatorunun manfi olmayan vo 6z-6ziine qosma operator oldugunu gostorin.
23. Tutaqg ki, H— Hilbert fozasidir vo A:H —H 06z-6ziino qosma

operatordur. Ishat edin ki, HA2H=||A||2

24. Tutaq ki, H-— Hilbert fozasi, A,:H —>H, n=12,... 6z-6ziino
qosma operatorlar ardicilligidir. Isbat edin ki, ogor {An} ardicilligr giiclii

monada A operatoruna yigilirsa, onda A operatoru da 6z-6ziino qosmadir.
Eyni zamanda isbat edin ki, biitin A, -lor miisbat operatorlar iso, onda A da

miisbat operatordur.
25. Tutaq ki, H— Hilbert fozasi, A— 6z-6ziina qosma operatordur v

A>0. Isbat edin ki, ogor Ale L(H) varsa, onda A7 >0.
26. Tutaq ki, E kompleks banax fazasi, A: E — E xatti operatordur vo

A vardir. Isbat edin ki, A vo A operatorlart eyni moxsusi vektorlara

malikdirlor.
2

27. Asagidaki hallarda C[0,7] fozasinda (Ax)(t):% operatorunun

maoxsusi adadlorini vo maxsusi vektorlarini tapin.
a) D(A)={(t)e C?[0,]: x(0)=x(x)=0}
b) D(A)= x(t)eC?[0, z]: X(0)=x(z). X(0)=x(z)}.

2
28. L, [0,1] fozasinda (Ax\t)= —% operatoruna baxaq. Belo ki,

D(A)= {x(t) e C?[0.1]: X(0)=x(1)=0]

A operatorunun simmetrik operator oldugunu vo A>0 oldugunu gostorin.
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29. Asagidaki hallarda A:L,[01]— L,[0,1] operatorunun qosmasim

tapin.
t

1
a) (Ax)(t):_[x(r)dr; b) (AxXt)=tx(t); v) (Ax)(t)=jtx(s)ds
0 0

30. Asagidaki hallarda A:l; — |, operatorunun qosmasini tapin.

a) AX = (%, Xy, X1,0,0,...)
b) Ax=(4%,4%.,00,..), 4, €R, [4]|<1, neN
V) Ax=(0,0,%,%,,...),
Q) AX=(Xy, X3,...).
31. A:l, -, oldugu halda 30-da verilmis operatorlarin qosmasini

tapin.
32. A:Cy —»C, oldugu halda 30-da verilmis operatorlarin qosmasini

tapin.
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XX FOSIL
TAMAM KOSIiLMOZ OPERATORLAR

20.1.Tamam kasilmaz operatorun tarifi vo
sada xassalari

Torif 1.Tutaqg ki, X vo Y xotti normalagmis fozalardir. Ogor
A: X —>Y xotti operatoru X fozasmin istonilon mohdud c¢oxlugunu Y
fozasinda nisbi kompakt ¢oxluga inikas etdirirss, bu halda A operatoruna
tamam kosilmoz operator deyilir.

Istonilon nisbi kompakt ¢oxluq mohdud oldugundan aliriq ki, har bir
tamam kosilmoz operator mohdud operatordur, yoni kosilmoz operatordur.
Xatti operatorun tamam kosilmozliyi anlayis1 adi kesilmozliys nisboton daha
giicllii anlayisdir. Masalon, sonsuz Olgiili X fozasinda vahid operator tamam
kasilmaz deyil, ¢iinki vahid operator vahid sferani 6ziins inikas etdirir vo vahid
sfera iso nisbi kompakt deyildir.

Amma sonlu Olgiilii fozalarda tosir edon xotti operatorlar {i¢iin
kasilmazlik vo tamam kosilmozlik eynigiiclii anlayislardir.

Misallara baxaq:

1. Forz edok ki, A xatti operatoru sonsuz ol¢iilii X fozasinda toyin
olunmugdur. ©gor inikas zamani X -in obrazi sonlu dlgiilii olarsa, onda A
operatoruna sonlu 0Olciilii operator deyilir. Bu halda istonilon M < X mohdud
coxlugunun obrazi A(M ) sonlu olgiilii fozada nisbi kompakt ¢coxluq olacaqdir.

Ona goro do aliriq ki, istonilon sonlu Olciilii operator tamam kosilmoz
operatordur.
2. Tutag ki, X =Y =C[0,1].

- (e sh(s)ds

operatoru toyin edok. Burada k(t, S) 0<t<1, 0<s<1 kvadratinda kosilmoz
funksiyadir. Gostorok ki, A tamam kosilmoz operatordur. Bu megsodlo C[0,1]

X(t)|<r mohdud coxlugunu gotiirok. K = tmag(1|K t,s)
SE

fozasina daxil olan,

isaro edok.

ly(t) = I s)ds

|y(t) < Kr. Goériindiiyii kimi y(t) funksiyalar ¢oxlugu miintazom mohduddur.

< _ﬂk t,s)x(s)ds < Kr

Gostorak ki, y(t) funksiyalar1 eyni doracodon kosilmozdirlor. & >0 ododini
gotiirok. k(t,s) niivesinin miintozom kesilmozliyino gére elo >0 odadi
tapmagq olar ki, |t1 —t2| <O vaistonilon s € [O,l] t¢lin
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K(t,,s)- K(t,,s) <§

sorti 0donilor. Onda |t1 —t2| < 0 oldugda baxilan biitiin g(t) funksiyalar1 li¢iin
yaza bilorik:

[y(t) - y(t) < hK(tl, s)— K (t,,s)x(s)ds < &

Bu iso y(t)funksiyalarmi eyni dorocodon kesilmoz olmasi demokdir. Arsel
teoremino goro {y(t)} funksiyalar sisteminin C[0,1] fazasinda nisbi kompakt

oldugunu vo A operatorunun tamam kosilmoz oldugunu aliriq.
Asagidakt mithiim teorem dogrudur.
Teorem 1. Ogor {Xn} ardicillign X, elementino zaif yigilirsa vo nisbi

kompakt is9, onda bu ardicilliq X, -a giiclii monada da y1gilir.
isbatr. Oksini forz edok. Forz edok ki, {x,} ardicilhig X, elementino
gliclii monada, yoni normaya goro yigilmir. Onda elo &, >0 odadi vo sonsuz

artan n, <n, <..,n <... indekslor ardicillig1 tapmaq olar ki, X, — XOH >g.

{Xni } ardicillig1 nisbi kompakt oldugu ii¢iin onun elo {xnij } altardicillig1 vardir
ki, bu altardicilliq hor hans1 u, elementino giiclii monada y1gilir. Onda eyni
zamanda {Xnij } —U, =zoif monada da yigilir. Digor torofdon {Xnij }
altardicilligr X, -a zoif y181ldigi iiclin u, = X, alirq.

Beloliklo, bir torofdon >g,, digor torofdon 1iso

Xnij _XO

Xnij —Xo|l >0 oldugunu aliriq. Alinmig bu ziddiyyst forziyyenin dogru

olmadigin1 gostorir. Yoni verilmis ardicilliq X;-a giiclii monada yigilandir.

Teorem ishat olundu.

Teorem 2. ©gor A operatoru tamam kosilmoz operator iso, onda 0
istonilon zaif y1gilan ardicilligr giiclii yigilan ardicilliga kegirir.

isbatr. Tutaq ki, {x,} ardicilligi X, elementino zoif yigilir. Onda bu

ardicilliq normaya gore mahdud olan ardicilliqgdir. A tamam kasilmoz operator
oldugu ii¢lin bu ardicilligr nisbi kompakt {yn}, Y, = AX, ardicilligina kegirir.

Istonilon xotti mohdud A operatoru ii¢iin zoif monada X, — X, sortindon zoif
monada AX, — AX, olmasi dogrudur. Yoni hor bir xatti mohdud operator hom

giiclii, hom do zoif monada kosilmozdir. Onda aliniq ki, Yy, = AX, ardicillig
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zoif monada y, = AX, elementino y1gilir. Onda teorem 1-o osason Y, -in y,-a
giiclli yigilmasini aliriq. Teorem isbat edildi.

Forz edok ki, Asonsuz Olciili X banax fozasmi 0ziino inikas etdiron
tamam kosilmoz operator, B iso bu fozada tosir edon istonilon xotti
operatordur. Bu halda AB vo BA tamam kasilmaz operatorlardir.

Dogrudan da, B xotti operatoru istonilon mohdud M < X c¢oxlugunu
mohdud B(M) coxluguna inikas etdirir. A operatoru iso B(M) mohdud

goxlugunu A(B(M )) nisbi kompakt goxluguna kegirir. Noticodo aliriq ki, AB
operatoru istonilon mohdud c¢oxlugu nisbi kompakt ¢oxluga kecirir vo demali
AB tamam kosilmaz operatordur. Eyni qayda ilo BA operatorunun da tamam
kosilmozliyini gostors bilorik.

Asanligla gostormok olar ki, A vo B tamam kosilmoz operatorlar
olduqda istonilon @ vo S hoaqiqi odadlari liglin A+ B operatoru da tamam
kosilmaz operator olar.

Teorem 3. Ogor X fozasmi tam Y fozasina inikas etdiron tamam
kosilmoz A, operatorlar ardicilligt A operatoruna miintozom (normaya
nozoran) yigilirsa, onda A operatoru da tamam kasilmoz operatordur.

Isbati. Gostormoliyik ki, A operatoru X fazasinda istenilon mohdud
coxlugu Y fozasinda nisbi kompakt ¢oxluga kegirir. Tutaq ki, M X fozasinda

mohdud ¢oxluqdur va istonilon X e M {igiin ||X|| <r, r—sabit ododdir.

Verilmis &£>0 ododi iiciin elo nynomrosi tapmaq olar ki,
£ . . . <
H'Aho - A” < PE Tutag ki, A(M)=N va Ay, (M)=N,. Géstorok ki, N, coxlugu

N {iciin & -gaboko toskil edir. Dogrudan da, istonilon y € N {i¢iin onun X e M
proobrazini gétiirsok vo y, = A, X € N, isars etsok, yaza bilorik:

Iy~ 3ol =[x = A== A, < A= A |1 <[ £ )r o
Digor torofdon, Aﬂo -in tamam kosilmozliyini vo M -in mohdudlugunu nazors

alsag, N,1n nisbi kompakt oldugunu aliriq. Belalikls, aliriq ki, istonilon & >0

iclin N c¢oxlugu nisbi kompakt olan ¢ -sobokoys malikdir, ona goro do N
coxlugu 6zii do nisbi kompaktdir. Naticade aliriq ki, A operatoru istonilon
mohdud ¢oxlugu nisbi kompakt coxluga kecirir, yoni A tamam kosilmoz
operatordur. Teorem isbat edildi.

Qeyd. Noqtovi yigilan tamam kasilmoaz operatorlar ardicilligimin limiti
tamam kosilmoz operator olmaya da bilor.

Bu mogsadls {ei} bazisino malik sonsuz Olciilii X banax fozasinda

asagidaki qayda il operatorlar toyin edok. X = Zéi g; elementi liclin
i=1
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n
SpX = Zfiei
i—1

S, operatorlart X fozasini sonlu Olciilii X, fozasma inikas etdirdiyi
ticiin tamam kosilmoz operatorlardir. N — oo sortinds S, operatorlar ardicillig

vahid | operatoruna néqtovi monada yigilir. Malum oldugu kimi vahid operator
sonsuz Olg¢iilii fozada tamam kosilmoz operator deyildir.

Sonsuz Olgiilii fozalarda vahid operatorun tamam kosilmoz operator
olmamasi faktindan alinir ki, bu fozalarda tamam kosilmoz A operatorunun

mohdud A tors operatoru ola bilmaz.

Tamam kosilmoz operatorlara aid asagidaki miihiim faktlar1 da qeyd
edok.

Teorem 4. Tamam kosilmoz operatorun qiymoatlor coxlugu
separabeldir.
Teorem 5. ©Ogor A operatoru X fozasint Y -9 inikas etdiron tamam

kosilmoz operator isa, onda onun qosmasi olan A" operatoru Y~ fozasmi X -a
inikas etdiron tamam kosilmoz operatordur.

20.2. Banax fozasinda tamam kasilmaz operatorun
sonlu 6lciilii operatorlarla approksimasiyasi

Forz edok ki, X baziso malik olan hor hansi Banax fazasidir vo A
operatoru X fozasmi Oziino inikas etdiron xotti tamam kosilmoz operatordur.

Tutaq ki, K bu fazada vahid radiuslu kiiradir. A operatoru tamam kosilmoz
oldugundan A(IZ) nisbi kompakt ¢oxluqdur. e,e,,....€,... ilo X fozasinin
bazis vektorlarmi isaro edok. Istonilon x € X elementini
0 n o0
X= Zfiei = Zfiei + Zfiei
i=1 i=1 i=n+1
soklindo gostarak va hor bir x € X elementina gars1 birqiymatli sokilds toyin

n 0
olunan y, = Zgﬁei Vo Z, = Zgiei elementlorini qars1 qoyaq. Bu borabarliklor
i=1 i=n+1
vasitosilo X fozasinda toyin edilmis vo qiymatlori do X -don olan iki y, =S X
va Z, = R X operatorlari toyin eds bilorik. Onda
IX=S,x+R X
alariq. n-in hor bir qeyd olunmus qgiymstlorinde S, vo R, xotti mohdud

operatorlardir.
Baziso malik Banax fozasinda ¢oxlugun nisbi kompakthig: {iciin zoruri
vo kafi sorto goro istonilon & >0 odadi iiglin elo n= n(g) némrasi tapmaq olar
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ki, istonilon y e A(IZ) iigiin |R,(y)] <& olsun. Bu n ndmrosini geyd edorok

yaza bilorik:
Ax =y =8,y +Ryy =S, (Ax)+ R, (Ax)= Ax+ A

Burada A vo A, xotti operatorlardir. Bu halda y:Zniei qobul etsok,
i=1

n
Ax=S.y :Zniei olar. Buradan goriiniir ki, istonilon X tiglin AXx elementi
i=1
€,6,,...,6, bazis elementlorinin toyin etdiyi sonlu ol¢iilii altfozaya daxildir,
yoni A operatoru sonlu Olciilii operatordur. Digor torofdon iso istonilon

y e A(K) iigiin yuxarida aldigimiz IR,Y||< & berabarsizliyina gora
sl sup <
xeK yeA(K)

Buradan ||A,|| < ¢ aliriq.

Beloliklo aliriq ki, tamam kasilmaz A operatoru biri sonlu dl¢iilii, digori
iso normasi ovvolcodon verilmis kifayot qodor kigik ododi asmayan iki
operatorun comi soklinds gostarils bilor. Ona gors do bazi hallarda deyirler ki,
baziso malik fozalarda tamam kosilmoz operatorlar sanki sonlu oOlgiili
operatorlardir.

20.3. Tamam kasilmaz operatorlara aid moasalalor holli
niimunalari va tapsiriqlar

1. Asagida verilmis A:C[O,l]—)C[O,l] operatorlar1 tamam kosilmoz
operatorlardirmi?

J‘ﬂds :
0 \/(t - 5)2

b) (Ax)t)=x(t);

v) (Ax)(t)= [x(s?Jds.

Ogor bu operatorlara L, [0,1] fozasinda tosir edok operatorlar kimi baxilarsa,

a) (Ax)t)=

onlar tamam kasilmoaz olarmi?

Holli. a) A:C[01]—>cC[01], (Ax)t) dS operatoru biitiin

j- x(s)
0 (t

C[0,1]-d> toyin edilmemisdir. Dogrudan da, t €[0,1] tigiin X(t):l gotiirsok, bu
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1
halda J.|td—s| dagilan olar. Ona goro do A operatoru mohdud deyildir va
—=S
0

demoli tamam kosilmaz deyildir. Homin sobabdon bu operatora L, (0,1) do tosir
edon operator kimi baxilarsa, yena do onun tamam kosilmoz olmadigini alariq.
b) Verilmis A:C[0,1]— C[01] operatoru xotti vo kesilmoz operatordur vo

|A|=1. Géstorak ki, A tamam kesilmoz operator deyildir. Bu magsadls [01]
parcasinda kosilmoz funksiyalardan ibarot M = {sin nt}le mohdud ¢oxlugunu

gotiirok. Gostorok ki, A(M)= {sin nt }::1 , 0<t <1 ¢oxlugu kompakt deyildir.
Oksini forz edok. Forz edok ki, A(I\/I) kompakt c¢oxlugdur. Onda Arsel
teoremine goro A(M )-9 daxil olan funksiyalar eyni doeracodon kasilmozdirlor,

yani, istonilon & >0 ig¢iin elo & >0 vardir ki, t',t" € [0,1], |t' —t"|< ¢ olduqda

‘sin nJt' —sinnv/t”

Xiisusi halda bu barabarsizlik ¢ =sinl ii¢lin do dogrudur. Ogoar t'=0,

<& (Vne N lgiin)

t" = gotiirsok, — < & sartini ddoyan N ndmralari tigiin
n n

sinl= ‘sin Nt —sinnv/t”

ziddiyyatini alariq. Bu onu gostarir ki, A(M ) kompakt deyildir. Ona goro do A
tamam kosilmoz deyildir.
A operatoruna L,[01] fozasinda baxagq. Istonilon x(t)e L, [01] tigiin

<sinl

alariq:
1 2 1
| = | \x(ﬁ ] dt = [|x(c ) 2edr < 2
0 0

Buradan aliriq ki, A dogrudan da L,[01] fozasinda tosir edir, xatti vo kasilmoz
operatordur. Bu halda da A -nin tamam kosilmaz olmadigini gdstorok. Bunun

iicin  L,[01]-do mohdud M ={sin nﬂtz}:):l, te01] coxlugunu gétiirok.
Gostorok ki, (Axn)(t)=sin nat, 0<t<1l, neN c¢oxlugu kompakt deyildir.
Gostorok ki, bu ¢oxlugun L, [O,l]-dg kompakthigr {iglin Riss meyar1 dogru

deyildir. Bunu oksini forz etma ilo isbat edok.
Forz edok ki, & >0 ficiin elo & >0 vardir ki,

1 2
J.(Axn)(t+h)—(Axn)(t% dt<e, |h|<o

0

olduqda ([O,l] parcasindan konarda (Axn)(t) funksiyas1 sifra borabor

gotiriiliir).
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1
h == olarsa,
n

1

J

0

(Axn)(t +%j—(Axn)(t)12dt = 2—2—3n

olar. Buradan aliriq ki, ogor 5:% gotiirsok vo ona uygun o >0 ododini

tapsaq, onda asagidaki ziddiyyaeti aliriq:

1
2 3 1
£|(Axn)(t+h)—(Axn)(t)| dt=2-—-<.

v) Baxilan A:C[0,1]—C[01] operatoru normasi vahide berabar olan xatti

mohdud operatordur. Bu operator sonlu dlgiilii oldugu iiglin (operatorun

qiymotlor ¢oxlugu sabit funksiyalardan ibaratdir) A operatoru kompakt

operatordur.

indi iso A operatorunu L,[01] fozasinda tosir edon operator kimi

1

aragdiraq. Bu magsadlo IX(SZ)dS inteqralinda s® =7 ovozlomosi aparaq. Onda
0

alariq:

(Ax)(t)=i;(_gdf.

Gostorok ki, A operatoru L,[01] fazasinda mohdud deyildir vo demoli A
111

operatoru kompakt ola bilmoz. Dogrudan da x,(t)=n 2t2" 2, 0<t<1

ardicilligim gotiirsak, istonilon ne N iigiin ||Xn|| =1 oldugunu gostors bilarik.

Amma
11

(Axn )(t) = jn_zrn_ldf =Jn , Vte [0,1]

||Axn||=\/ﬁ oldugundan A qeyri-mohdud operatordur, yoni A kompakt
operator deyildir.

2. go(t)eC[a, b] funksiyasi hansi sorti 6demolidir ki, (AXXt) = o(t)x(1)
boraborliyi ilo toyin edilon A:Cl[a,b]—Cl[a,b] operatoru tamam kosilmoz
olsun?

Holli. Gostorok ki, ogor (o(t) funksiyas1 he¢ olmazsa bir t, e[a,b]

noqtesinde sifirdan forqli olarsa, yoni (p(to);tO olarsa, bu halda uygun A
operatoru tamam kasilmaz operator olmaz. Dogrudan da, n-in kifayoat qoder

418



bdyiikk qiymetlori iiciin (n > nO) asagida gostorilon qayda ilo qurulmus
{Xn (t)}:o:no, te[a; b] kasilmoz funksiyalarindan ibarot mohdud ardicilliga
baxagq:

0, aststo—1 Vo t0+1stsb tiglin
n n

X, (t)= , t=t,,

1 1
xotti funksiyadir , ‘:to " ; t0:| U [to o+ H}

{(Axn )(t )}OO . funksiyalar ardicilliginin kompakt olmadigini gostorak.

n=n

Oksini forz edok. Forz edok ki, bu ardicillig kompaktdir. Malum

o0

kompaktliq meyarina goro tutaq ki, {(AXn )(t)}n:no coxlugu eyni doarocodon

kasilmozdir, yoni istonilon &£>0 ododi iiclin elo 6 >0 ododi vardir ki,
t’,t”e[a,b], |t'—t"|<5 olduqda |(Axn)(t’)—(Axn)(t")<g odonilir (n>n,

| -
ticlin). Buradan & =1 ii¢lin uygun 6 >0 ododini H<5 kimi segsok, t'=t;,

t"=t, +1 oldugda
n

1
(o)~ (o 12| -0l
olar. Bu onu gostorir ki, baxilan ¢oxluq eyni dorocodon kosilmoz ola bilmoz,
yoni {(Ax, )(t)}(::n0 coxlugu kompakt deyildir, yoni A tamam kosilmoz operator
deyildir. Beloalikls, alinq ki, (AX)(t)zgp(t)X(t), X(t)eC[a, b] operatoru yalniz

istonilon t [a,b] tigiin ¢(t)=0 olduqda tamam kesilmoaz operator olar.

3. Asagida gostorilon hallardan hansinda (Ax)(t)= % operatoru tamam

kaosilmoaz olar?
a) A:cWo1]—clo]]
b) A:c®[01]—cY[ol]
v) A:c?o1]—co]]

Holli. ©Ovvales, asagidaki faktin dogrulugunu gostorak. Istonilon
te [0,1] ticlin {t”}:zl sistemi C[O,l] fozasinda mohdud ¢oxlugdur, amma
kompakt ¢oxluq deyildir. Bunun iiciin baxilan coxlugun eyni doracadon
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kosilmaz olmadigint géstarmak lazimdir. Oksini forz edak, forz edok ki, coxluq
eyni doracadon kasilmazdir. Onda molum Arsel teoremina gors istonilon & >0

ficiin elo & >0 tapmagq olar ki, ft; —t,/<& (t,t, €[01]) olduqda istonilon n

ligiin ‘tln —t7| <& olar.

ogor g<1—£, t, =1, t2=1—1 gotiirsok, miloyyon n=n,
€ n

nomrasindon baglayaraq

1 n
1—(1——) <e (n=ny)
n
olar. Sonuncu barabarsizlikdo N — oo sortinds limito kegsok, & -nin secilmosi

ilo ziddiyyst alariq. Buradan alariq ki, forziyys dogru deyildir vo {t”}:ﬂ,
t €[01] ardicilligr C[0,1] fozasinda kompakt ¢oxluq deyildir.

n+1

a) C(l)[O,l] fazasinda M ={Xn(t)= rt1 1
+

:Ostsl,neN}

coxlugunu gotiirak. Bu ¢oxluq C(l)[O,l] fozasinda mohduddur. Ciinki, istonilon
ne N iigiin
%] = 522&|x(t)| + gg?ﬁx’(t] =1+ ni+1 <2
M  ¢oxlugunun A inikast zamani obrazi olan A(M ) coxlugu
{t”;O <t<lne N} coxlugu ilo tist-listo diisiir.
Yuxarida geyd olundugu kimi bu coxluq C[O,l] fozasinda kompakt
deyildir. Aydindir ki, bu halda A:C%[0,1] - C[0,1] tamam kesilmoz deyildir.

b) c®@ [0,1] fazasina daxil olan

y ={xn<t>= (

tn+l

——=:0<t<] N
n+1)\n+2) ne }

coxlugunu gotiirok. Bu ¢oxluq C(z)[O,l] fozasinda mohduddur, ¢iinki istonilon
ne N figiin

[%a]l = max|x, (t) + max|x (t) + max

x{;(t) <3

n+1

t
A(M) coxlug
(M) goxlugu {n+1

0<t<l ne N} funksiyalar ¢coxlugu ilo iist-iisto

diisiir. Gosterok ki, A(M ) goxlugu C(l)[O,l] fozasinda kompakt deyildir.

Asanligla alariq ki, istonilon XeC(l)[O, ] elementinin normasi {iigiin

”X”c(l)[o,l] =

!

dogrudur. Bu borabarsizlikdon almaq olar ki, agor A(M)

X

clo.]
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coxlugu C(l)[O,l] -do kompakt olarsa, onda {t”;O <t<l ne N} coxlugu C[O,l] -
do kompakt olar. Amma yuxarida gostordik ki, sonuncu ¢oxluq C[0.1]-do
kompakt deyildir. Ona géro do aliniq ki, A:C®[01]—c®[01] operatoru

tamam kosilmoz deyildir.
v) Gostorok ki, bu halda A operatoru tamam kosilmozdir. Tutaq ki,

M c C(Z)[O, ]— istonilon mohdud ¢oxluqdur, yoni elo R >0 odadi vardir ki,

max|x(t ) + max X'(t]<R

0<t<1 0<t<1!

Buradan aliriq ki, max|x’ (tx <R, max
o<t<1 O<t<1

A(M )z {X'(t); X(t)e M} coxluguna baxaq. Bu coxluga daxil olan hor
bir x(t) funksiyasi kosilmoz diferensiallanandir vo A(M) miintozom
mohduddur. Gostorak ki, A(M) coxlugu eyni dorocoden kosilmozdir. ixtiyari

& >0 odadi gotiirok. Onda istonilon X(t)e M igiin vo t,t, € [0,1], |tl —t2| <o

X' (t) -+ max
0<t<1

X'(t)<R.

sortini 6doyan istonilon t,t, ndqtalori liglin

X(t)—X(t,) =[x, —t,)) =[xz Jt. - t,| <RS <&
(burada 7 e [tl,tz]— har hansi noqtadir). Onda Arsel teoremino goro A(M )-in

kompakt ¢coxluq oldugunu aliriq. Demali, A: C(Z)[O,l] — C[0,1]tamam kasilmoz
operatordur.
4. A:cfoi]—clo]

(A=

operatorunun tamam kosilmoz oldugunu gostorin.
Holli. Tutag ki, M c C[O,l] mohdud ¢oxlugdur, yoni elo R>0 vardir

x(z)dz, x(t)ec[o]]

O ey —+

ki,
|- max() < R,

istonilon X(t)e M . Onda V¥x(t)e M iigiin

t

| AX| = max Ix(r)d T

0<t<1 0 0<t<1

t
< maxj|x(r)|dr <R
0

Ona gora do A(M ) mehdud ¢oxlugdur.

Gostorok ki, A(M) eyni doracadon kesilmoz funksiyalar ¢oxlugudur.
ut)=(Ax)t) isaro edok. Onda u(t) funksiyast [01] pargasinda
diferensiallanan funksiyadir ve istanilon t €[0,1] iigiin u'(t)= x(t). Ona goro do

t,t, €[0], |t1 - t2| < % {igiin vo istonilon x = x(t)e M iigiin
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(AxNE) - (At ) = Jult) - ult, ) =u' (et —to| =
- |x(r]|t1 —t,|< % R=¢

Belaliklo, A(M )-in eyni doracadon kasilmaz ¢oxluq oldugunu vo A -nin
tamam kosilmoz operator oldugunu aliriq.

5. Tutaq ki, p>1va i+1=1.
P q
Al > Zau P x=(%, %) el,

burada (aij f

=1 ododi matrisi li¢lin Z‘au‘ < oo sirast yigilandir. Gosterin ki,

i,j=1
A— tamam kasilmaz operatordur.
Holli. ©Ovvalca gostorak ki, A operatoru dogrudan da |, fozasin I, -ys

inikas etdirir. Holder barabarsizliyine asason alarlq'

=S =38 s <[ S5 o

i=1|j=1 i=1l j=1

buradan

ol <[ S5 J W, . xel, 8

Bu borabarsizlikdon A xatti operatorunun mohdud oldugunu alirig. Indi tutaq
ki, M 1, fozasinda istonilon mohdud ¢oxlugdur. Onda elo R >0 adadi vardir

ki, vxeM igiin [x|, <R.Onda (*) berabarsizliyinden alariq:
p

1/q
”AX”|q < R{ Z‘au‘ J , VXeM

Ij*

Buradan alinq ki, A(M) ¢oxlugu |, fozasinda mohduddur. 1, fozasinda

g
kompaktliq meyarma goéro A(M )-in kompakt olmas1 li¢ilin ixtiyari & >0 adodi

tciin elo Ny, nomrosi olmalidir ki, ZKAX). |q <¢g (VYxeM iiglin). Ona gora do
i=n0
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g >0 gotiirok. Onda ZZ‘a
i=1 j=1

u‘ ikiqat sirasinin yigilan olmasindan elo n,

némrasinin varligi ¢ixir ki, ZZ‘&IJ‘ < —
i=ngj=1

Rq

Gostarak ki, tapilmis n, nomrosi axtarilan ndémradir. Dogrudan da

SISy YSTIE Do e

i=ng i=ng|j=1 i=ng j=1
Ona goro do A( ) kompakt coxlugdur vo A operatoru tamam kosilmozdir.
6. A:l,—>l,  (p>1)operatoru  x=(¥,X..)el, i

AX = (2%, @,%,...) kimi toyin edilmisdir, belo ki, (« j)"jil— verilmis adadlor

ardicilligidir. (a j)“f ardicilligi hansi sortlori 6domalidir ki, A operatoru a)

mohdud olsun b) tamam kosilmoz olsun.
Holli. a) Gostorok ki, A operatoru yalniz vo yalniz o zaman mohdud

operator olar ki, (a j)T:l ardicilligit mohdud olsun. Dogrudan da, avvalca forz

edok ki, (a i )?:1 mohduddur, yani elo L >0 vardir ki, |o;| <
< P
A" = Sferx" <L {xely),
Buradan A operatorunun mohdud olmasini vo ||A|| < L oldugunu aliriq.
Indi tutaq ki, A operatoru mohduddur, amma (a jil ardicilligi geyri-
mohduddur. Onda istonilon n natural odadi {igiin elo j, ndmrasi tapmaq olar

ki, ‘a i ‘ >n. Ip fazasinda vahid sfera tizorinda biitiin koordinatlar: sifirlar, tokco

jn némroli koordinati vahida barabar olan e; vektorunu gtiirok. Onda

e |=8es,|> ¥ (vneN)

Buradan sup|Ax|=-+o aliriq. Bu iss A-nin mohdud olmas: sortino ziddir.
Ix<t

Demboli (a j)qf mohdud olmalidir.

b) Gostorok ki, Aoperatoru yalmiz vo yalmiz limea, =0 oldugda tamam

N—o0

kasilmoz olar. Forz edok ki, lim «, =0. Gostorak ki, A kompakt operatordur.

N—o0

Tutag ki, M cl; mohdud ¢oxluqdur, yoni elo R>0 vardir ki,

|<R,
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VXeM 1lgiin. a) bondino asason bu halda A mohdud operatordur vo M
mohdud ¢oxlugunu A(M) mohdud coxluguna inikas etdirir. Istonilon & >0

gotiirok. lim ¢, =0 sortindon ¢ixir ki, elo n, ndmrasi vardir ki, n>n, tglin
N—o0

|an| < R Ona gora da har bir X = (X}, X,,...) € M iigiin aliriq:

i‘(AX)j‘p = i il " <=5 i‘xj‘p Sipi‘xi‘p =¢
j=ng J=no R™ = R™ =

Buradan |, fozasinda kompaktliq meyarina ssasan A(M ) coxlugunun kompakt

oldugunu, eyni zamanda A operatorunun tamam kesilmez oldugunu alariq.
Indi tutaq ki, A kompakt operatordur. Onda A operatoru mahduddur vo

a) bondino asason (a j)?:l ardic1lligr da mohduddur. Istonilon n natural ododi
iiciin N nomroli koordinati vahids, digor biitiin koordinatlart sifirlar olan
e, €l, vektorunu gétiirok. Onda €, #0 vo Ae, =€, olar. Buradan biitin o,

odadlorinin A kompakt operatorunun moxsusi oadadlori oldugunu alirig. Malum

teoremo goro bu halda lim ¢, =0 olmalidir.
n—o0

7. Tutaq ki, H Hilbert fazasidir. Ae L(H) vo A"A— tamam kosilmoz

operatordur. Gostorin ki, A 6zii do tamam kasilmaz operatordur.
Holli. Tutag ki, M < H — hor hanst mohdud ¢oxlugdur. Onda elo R>0

vardir ki, ¥Xe M f{i¢iin ||X|| <R. A'A:H > H inikasi zaman1 M coxlugunun
obrazini (A*AXM) kimi isars edok. Sorto gors bu ¢coxluq kompaktdir. Ona gors
da istonilon {Xn}c M {igiin y1g1lan {A*(AXnk )}:;1 altardicilligr vardir. Onda bu

A Alxy, ~2y, )

altardicilliq fundamentaldir, yoni |Ikim =0. Gostorok ki,
,k—a0

(Axn )::1 ardicilliginin {Axnk} altardicilliga fundamentaldir. H hilbert fozas:

oldugundan buradan onun yigilan olmasi alinar.
Istonilon k,| ndémralari iigiin yaza bilorik:

HA(Xnk — Xn, 1‘2 = (A(xnk — X, ) A(xnk — X, )):

- (A*A(xnk — %o, ) Xo, = Xo, )
Buradan Kosi-Bunyakovski barabarsizliyini totbiq etsak, alariq:

Ay, —x,, | < 2R|A"A(, — x| (WK1 e N)

buradan
lim A, %, =0

k,l >0
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Aling ki, {AXnk } fundamentaldir vo demali yigilandir. Yoni, A har bir mohdud

coxlugu kompakt ¢coxluga inikas etdirir vo tamam kosilmoz operatordur.
Ovveldo A kompakt operator oldugda A"A-nin da kompakt oldugunu

gostormisik. Bunu nozoro aldiqda baxilan misalda A operatoru vo A’A-nin
kompakt olmasinin eynigiiclii oldugunu alariq.

8. Tutaq Ki, {e, J;_, sistemi H Hilbert fazasinda bazisdir, Y iso Banax
fozasidir. Isbat edin ki, ogor A:H —Y <xotti kosilmoz operatoru iiciin

Z:”Aek”2 yigilan sira is9, bu halda A tamam kosilmoz operatordur.
k=1

Isbati. Verilmis A operatoru vasitosilo asagidaki kimi A :H —Y,

neN operatorlar ardicillifi quraq. ©vvalco A, operatorlarini (ek )le bazis

elementlorindo asagidaki kimi toyin edok:

Ae,, k<n,
Aek:{o o
y 9gar K>n.

Sonra isa A, operatorlarint biitin H fozasina kosilmozliys goro davam

etdiririk. Bu halda istonilon X = Z(X e B, € H elementi iigiin
k=L

Ax =Y (x.e)Ae,

k=1
qobul edirik. Buradan goriiniir ki, A, operatorlarindan hor biri sonlu 6lgiilii

operatorlardir. Ona goro do A,, ne N kompakt operatorlardir.

Gostorok ki, (Ah );O:l operatorlar ardicilligt A operatoruna miintozom
y1gilir, yani r!E)TJOHA1 — A” =

Dogrudan da, A operatoru kasilmoz oldugundan istonilon X e H {i¢iin

AX = Z X, € Ae,< barabarliyine goroe alariq:
k=1

Z(x e )Ae, | < Z| x,& )Ae ]| (vneN)

[ Ax = A =
k=n+1 k=n+1
Sag torofdo yazilmis siraya Kosi-Bunyakovski borabersizliyini totbiq etsok

(burada in,ek]2 <[x?, i”Aek”2 <o), alariq:

k=n+1 k=n+1

425



(a-AM<| Sxe ] [ inAean]m <

k=n+ k=n+1

< inAean]mnxn (vxeH)

k=n+1
Buradan

- 1/2
||A—A1||s( znAeanj (vneN)

k=n+1

Sorto goro i:”Aek”2 yigilan sira oldugundan
k=1

lim Z||Aek|| =0

“Kk=nl
Ona gora do Iim||A—An||:0. Molum teorems goéro A, -lorin kompakt
n—o0

olmasindan A -nin da kompakt olmasini aliriqg.
9. Asagidaki boraborliklor wvasitosilo verilmis A: C[O,l] — C[O,l]
operatorlarinin tamam kasilmaz operator olub-olmadigini gostorin.

a) (Ax)(t)=(t);

b) (AX)(t) = Jt‘ZX(T)dT
V) (Ax)t)=x(0)+ m(%} +12x(0);

) ()0t ex(s )
d) (AX)t)= A?)
10. A:C[-11]—cC[-11],

(ARYE) =S x(t) + ()]

barabarliyi ils verilmis operatorun tamam kasilmoz olub-olmadigin1 gdstarin.
11. Gésterin ki, A: L,[0,1]— L,[04],

(A1) = [x(e)oe

operatoru tamam kosilmozdir.
12. (Ax)t)=a(t)x(t) beraborliyi ilo toyin edilmis A operatoru L,[0,1]
fozasinda tamam kasilmoz operatordurmu?
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13. isbat edin ki, A:l, -l xotti kosilmoz operatoru tamam
kosilmozdir.

14. Tutaq ki, {e, }‘:zl— H Hilbert fozasinda ortonormal bazisdir. (4, ):;1

10 mohdud hoqiqi odadlor ardicilligidir.
Istonilon x € H {igiin

qobul edok.
Ishat edin ki, A operatoru mohduddur. Hans1 A,-lar iigiin A operatoru

tamam kasilmoaz olar?

15. Tutaq ki, {e, }::1 — H Hilbert fozasinda ortonormal bazisdir vo
A:H — H - tamam kasilmoz operatordur.
Isbhat edin ki,
lim Ae, =0.
n—o0

16. Tutaq ki, E — Banax fozasi, AcL(E) vo elo m>0odadi vardir ki,
istonilon X € E {i¢iin
] = mx]

A operatoru tamam kosilmoz ola bilormi?
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XX1 FOSIL
XOTTi OPERATORLARIN MOXSUSI ODODLORI VO MOXSUSI
VEKTORLARI.
REZOLVENTA VO SPEKTR

21.1. Sonlu 6l¢iilii fozalarda ¢evirmonin maxsusi
adadlari vo moxsusi vektorlar:

Forz edok ki, X hor hans1 n olgilii xotti foza, A iso bu fozada toyin
edilmis xatti ¢evirmadir.

Torif 1. Ogor elo x =0 vektoru varsa ki, Ax=Ax barabarliyi 6donilsin,
bu halda A ododino A c¢evirmoasinin moxsusi adodi, X vektoruna iso A
moxsusi adadine uygun moxsusi vektor deyilir.

Torifdon gorlintir ki, ogor X— moxsusi vektor iso, onda ax soklindo
biitiin vektorlar birdlgiilii invariant altfoza toskil edir vo oksino, birdl¢iili
invariant altfozanin sifirdan forqli har bir vektoru moxsusi vektordur.

Teorem 1. n-olgiilii kompleks xotti fozada har bir A xatti ¢evirmosinin
he¢ olmazsa, bir moxsusi vektoru vardir.

isbat. Verilmis xotti fozada hor hansi e,e,,...,e, bazisi gotiirok. A

xotti ¢evirmasino bu bazisdo hor hansi Haii H, i,j=12,...,n kvadrat matrisi

uygundur.
Tutaq ki, x=4&e, +&e,+...+&.e, X fozasinin istonilon vektorudur.

Onda Ax vektorunun 7,7,,...,n,, koordinatlar1 agsagidaki kimi olar

T =2a3;8 + a8, +...+ 8,8,
My =818 +8p8; +...+ 85,8,

M = anlésl + an2§2 +..+ annfn
X moxsusi vektor oldugu iiclin AX=AX boraborliyini asagidaki kimi yaza
bilorik:

8161 + 4,8, + 8 = A8

8181 + 858, +..+ a8, =4S,

anlél + anZé:Z +..t a'nné:n = Mn
Buradan
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(all - 1)51 +a8, +..+34,6, =0
3,6 + (azz - Z)‘fz +..tays, =0

A&y a8, ot (ann - l)gn =0
Teoremin dogrulugu tigiin elo 4 adadinin vo eyni zamanda sifir olmayan elo
&,85,.06, odadlorinin varligmmi  gostormoliyik ki, (1) tonliklor sistemi

1)

Odanilsin.
(1) sistemi &,&,,...,&, -0 nazaran xatti bircins tonliklor sistemidir. Bu
sistemin sifirdan forqli hallinin olmasi tiglin

ap—-4  ap Qun

ay Ap—A4 ... Ay,
....................................... =0 )
an an2 ann A

olmalidir. Bu tonlik A -ya nozoron n doracali cobri tonlikdir. Bu tonliyin heg
olmazsa bir kompleks A, kokii vardir. A-nin bu qiymatini (1) tenliklor

sistemindo yazaraq sistemin sifirdan forqli 51(0),52(0),...,5,20) hallini tapariq.
Onda
X0 =0 1 £, 1 40k

vektoru A, moxsusi adadine uygun moxsusi vektor olar, yoni Ax©) = ﬂox(o).

Teorem ishat olundu.

Tarif 2. (2) tonliyinin sol torofindoki ¢coxhadliys A ¢evirmasine uygun
xarakteristik ¢oxhadli, (2) tonliyino iso xarakteristik tonlik deyilir.

Goriindiiyli kimi xarakteristik tonliyin koklori A ¢evirmasinin moxsusi
odadloaridir.

Xarakteristik tonlik A-ya nozoron n dorocali ¢oxhadli oldugundan
alinig ki, A cevirmasinin N sayda moxsusi adadlari vardir. Bu moxsusi adadlor
haqiqi vo ya kompleks, eloca do sads va ya tokrarlanan ola bilorlor.

Asagidaki teorem dogrudur:

Teorem 2. Xotti ¢evirmonin miixtalif moxsusi oadadlors uygun moxsusi
vektorlar1 xotti asili deyildir.

Isbati. Teoremi riyazi induksiya metodu ilo isbat edok:
n=1 oldugda A moxsusi adadins uygun X; # 0 vektoru xatti asili deyildir.

Forz edok ki, n=k sayda miixtalif moxsusi adadlora uygun X, X,,..., X,
vektorlar1 xotti asili deyildir.
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Gostorok ki, n=k+1 sayda miixtolif moxsusi oadadlors uygun
X35 Xo ey Xy Xy moxsusi vektorlar: da xotti asili deyildir. Oksini forz edak,

forz edok ki, bu vektorlar xotti asihidirlar. Onda he¢ olmazsa biri, mosslon «;
omsal1 sifirdan forqli olan elo oy, ..., ; omsallar vardir ki,
X + 0 Xy o+ X+ A1 Xy =0 3)
(3) borabarliyinin har torofino A operatoru ilo tosir etsok, alariq:
A(ozlx1 +a,Xy +. o X +ak+1xk+1): 0

Vo ya

Xy + 0 Ay Xy +o+ QA X+ Q1 Aia X =0 4)
(3) baraberliyini A4, ., adodins vurub (4) baraborliyinden ¢ixsagq, alariq:

(A = A X + (A = Auea P+ i (A = Aa X =0

A # A1 1#2K+1 vo o #0 oldugu iigiin birinci omsal sifirdan forglidir. Bu k
sayda X;,X,,...,X, vektorlarinin xatti asili oldugunu gostorir. Alinmig bu

ziddiyyeat forziyyonin dogru olmadigmni gostorir. Yoni K+1 sayda moxsusi
vektorlar xatti asili deyildir. Ogor xarakteristik ¢oxhadlinin n sayda miixtalif
koklori varsa, onda A c¢evirmosinin xotti asili olmayan n sayda moxsusi
vektorlarin1 fozanin bazis vektorlari qabul etsok, onda A ¢evirmasino uygun
matrisi diaqonal soklina gotirmok olar, yoni

A4 0 ... 0
0 4 .. 0
0 0 A,

A ¢evirmasinin 4 moxsusi adadine uygun moxsusi vektorlar ¢oxluguna &
sifir vektorunun slave olunmasi ilo amalo golon ¢oxluga A -nin moxsusi xotti
coxobrazlist deyilir. Bu ¢oxlugu L ilo isaro edok.

Asanligqla gostoro bilorik ki, bu qapali ¢oxobrazlidir, yoni qapali
altfozadir. Dogrudan dax vo y vektorlari A-nin 4 moxsusi adadino uygun
moxsusi vektorlart is9, onda Ax=Ax, Ay =1y olar. Buradan istonilon a vo
S adadlari {igiin alariq:

Alax+ fy )= aX + BRY = aix+ Ay = Aax+ fy)
Indi iso L -in gapali oldugunu gostorak: X, € L, X, —> X gotiirok:
Ax=lim Ax, = lim Ax, = A lim x, = AX,

N—o0 N—o0 N—0

Buradan x € Laliriq. Yoni, L qapalidir, altfozadir.
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21.2. Tamam kasilmaz operatorlarin maxsusi
ddadlori vo maxsusi vektorlari

Tutaq ki, X Banax fozasidir, A iso bu fozada tosir edon tamam
kosilmoz operatordur. Forz edok ki, A odadi A operatorunun moxsusi adadi,
X, 159 A moaxsusi odading uygun moxsusi altfozadir.

Asagidaki teorem dogrudur:
Teorem 1. Ogor A tamam kasilmaz operator is9, onda onun 4 moxsusi
odadine uygun X, moxsusi altfozasi sonlu ol¢iiliidiir.

isbati. Forz edok ki, S;(0)-X, altfozasinda qapali vahid kiiradir.
{Xn }C 8_1(0) ardicilligini gotiirak.

A operatoru tamam kosilmaz oldugundan {Axn} ardicilligt kompaktdir.
Onda x, =%Axn baraborliyino gors {Xn} ardicilliginin da kompakt oldugunu

aliriq. Beloliklo, vahid kiironin X, altfozasinda kompakt oldugunu aliriq.

Molum teorema goro bu X ; -nin sonlu 6l¢iilii olmast demokdir.

Teorem 2. Tutag ki, A—X fozasinda toyin edilmis tamam kosilmoz
operatordur. Onda istonilon &>0 ododi tiglin A operatorunun kompleks

miistovi lizarindo |/1| < ¢ dairosi xaricinds yalniz sonlu sayda moxsusi adadlori

ola bilar.
Isbati. Oksini forz edok. Forz edok ki, A tamam kosilmoz operatordur,

amma elo &, >0 ododi tapmaq olar ki, A operatorunun |ﬂn|280 sortini
6doyon sonsuz sayda {4,} moxsusi odedlor ardicilhg vardir. {x,}- bu

moxsusi adadlors uygun moxsusi vektorlar ardicilligi olsun. Yuxarida gostordik
ki, {Xn} vektorlar1 xotti asili deyildirlor.

X, ilo X fozasmin X;,X,,...,X, elementlori vasitosilo diizolmis

moxsusi altfozasini isare edok. Aydindir ki,
XjcX,c...cX,C..

vo N-in biitlin qiymotlorinde X, ; # X,,. Biitlin X, altfozalar1 sonlu olguli

oldugundan gapalidirlar. Molum Riss teoremino goro elo {yn} vektorlar
ardicilligr tapmaq olar ki, y, € X, ||yk — X|| Z% istonilon xe X, 4, k=23,...

ticlin {Ayn} ardicilligina baxaq. {yn} mohdud vo A tamam kasilmoz oldugu
ticlin {Ayn} kompakt coxluq olar. Amma asagida gostorocoyik ki, {Ayn}

coxlugu kompakt ola bilmoz. Ona goro do alariq ki, bizim sonsuz sayda
maxsusi adadlorin varligr haqqindak: farziyyomiz dogru deyildir. Ona gérs do
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{Ayn} coxlugunun kompakt olmadigini gostorok. A, = A—Al isaro edok.
Istonilon natural m,n, m > niciin yaza bilarik:

”Aym - Ayn” :HA/% ym +ﬂ“mym _Aﬂn yn _ﬂ“nyn

1 1 A
:|j“m| Ym _|:_ZAﬂmym +ZAﬂnyn +ﬁyn:| :Mmmym _an”
burada
1 1 A
Xpon =| —— A Y +—A  +—1y jex_.
mn ( ﬂm m Jm ﬂm an Yn lm n m-1

K

Dogrudan da, ogor Yy, € X, iso, onda Y, :Zai(k)xi , burada {Xi }'1( vektorlari
i=1

X altfozasiin bazis vektorlaridir. Ona gors yaza bilorik:

m m-1
ArYm =(A=21)Ycd™x; = 3 ™ (4 = A S € Xy
i=1 i=1
Vo€ X, Xnas Aﬂﬂ Vo€ Xng € Xt

Noticada X, € X4 aliriq vo bu halda ||ym - an” 2% olar. Onda yaza bilorik:

”Aym - Ayn” = Mm |||yn - an” 2 8_20 :

Buradan alariq ki, no {Ayn}, no do onun heg bir altardicilligr yigilan ola
bilmoaz. Digar torafdon {yn} mohdud ¢oxluq oldugundan {Ayn} nisbi kompakt
ardicilligdir vo onun yigilan altardicilligt vardir. Alinmis bu ziddiyyet
forziyyonin dogru olmadigini gostorir. Yoni, A operatorunun ||2,n ||280 sartini
0doyan sonsuz sayda moaxsusi adadlari ola bilmaz. Teorem isbat olundu.

21.3. Oz-6ziina qosma operatorlarin moxsusi
ddadlari vo maxsusi vektorlarinin xassalari

Forz edok ki, H Hilbert fozasi, A iso bu fozada toyin edilmis 6z-6zilino
qosma operatordur, yoni A= A" va istonilon X,y € H elementlori iigiin
(Ax,y)=(x, Ay)
barabarliyi 6donilir.
Yuxarida gostormisdik ki, A Hilbert fozasinda verilmis 6z-0ziino
qosma operator is9, onda istonilon X € H elementi {igiin (AX, X) ifadasi hoqiqi

ododdir. Bu faktdan istifado edorok 0z-0ziino qosma operatorun moxsusi
odadlari haqqinda asagidaki miihiim teoremlori isbat edo bilorik.
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Teorem 1. Oz-6ziina qosma operatorun maxsusi adadlori hagiqidirlar.

Isbati. Forz edok ki, 4 0z-0zlino qosma operatorun moxsusi adadidir.
A operatorunn moxsusi adadinin torifine gors elo X#0 vektoru vardir ki,
AX = AX . Bu miinasibatdon aliriq ki,

(A%, x)= 2(x,x)= 2|’
(Ax,x) vo [X| hoqigi ododlor oldugundan, aydindir ki, 4 hoqiqi ododdir.
Teorem ishat edildi.

Teorem 2. Ogor A 6z-6zlino qogma operator is9, onda A operatorunun
miixtolif moxsusi adadlorine uygun moxsusi vektorlar1 ortoqonaldir.

Isbati. Forz edok ki, 4, vo A, 0z-6ziino qosma A operatorunun
miixtolif moxsusi adadlori vo X;,X, iso bu moxsusi adadlors uygun moxsusi
vektorlardir. Onda AX; = A4;%;, AX, = A,X, olar. Buradan alariq:

(A%, %z )= A4(%, %, )

(%, A%, )= 2, (¥4, %, )
A 6z-6ziino qosma oldugundan (Ax;,X,)=(x,, AX,) baraborliyi 6denmalidir.
Buradan

2 (%%, )= 2, (%, %, )
(A =2 X% % )=0.

A, # A, oldugu tigiin (x,X,)=0, yoni X, vo X, vektorlari ortoqonaldr.

Teorem ishat edildi.
Teorem 3. Oz-0ziine qosma operatorun istonilon A moxsusi adad

lz(AX,X) kimi toyin edilir, belo ki, X, ||X||=1 sortini 6doyan miioyyon bir

yaxud

vektordur.
Isbati. A ododi A operatorunun moxsusi odadi oldugu iiciin elo z#0
vektoru vardir ki, Az=1z. X=ﬁ qobul etsok, Ax=AX, ||X||=l alariq.
z

Buradan (AX,X)://l(X,X):ﬂ”X”Z = A alariq. Teorem isbat edildi.
Bu teoremdon asagidaki notico alinir:
Notica. Tutaq ki, A 06z-6zlino qosma operator, A iso onun istonilon

moxsusi adadidir.
m=inf (Ax,x), M =sup(Ax,x)

Ixl=2 x|
isars edok. Bu halda m< A <M borabarsizliyi dogrudur.
Teorem 4. Tutaq ki, A 6z-6zlino qosma operatordur va istonilon X

elementi {igiin (AX,X)ZO. Bu halda ||A|| ododi A operatorunun on bdyiik

maxsusi adadina barabardir.
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Isbati. Molum oldugu kimi 6z-6ziino qosma operatorun normasi
|Al|=sup|(Ax,x) kimi toyin edilo bilor. Sorto goro (Ax,x)>0 oldugundan
Ix|=1

||A|| = Sup(AX, X) yaza bilorik. Onda elo X, ||X0|| =1 elementi vardir ki,

[¥|=1
(A%, %9 )=[Al=2

Normanin torifindon vo yuxarida aldigimiz sonuncu borabarlikdon alariq:
(A=Al )x0||2 = ||Ax0||2 — 22 Axy, Xo )+ /12||x0||2 =

= A" -2 AllA] +A" 1=0

Beloliklo, (A—A1)x, =0 vo Ax, = AX, aliriq.
Buradan A= ||A|| -nin A operatorun maxsusi adadi olmasi alinir. Bunun

on boyiik moxsusi odad olmasi iso teorem 3-don ¢ixir.
Teorem 5. Tutaq ki, A 6z-6ziino qosma operatordur vo
m = inf (Ax,x), M =sup(Ax,x)
Ixl=2 Ix|=L
Bu halda m vo M oadadlori A operatorunun an kigik vo on boyiik moxsusi
odadloridir.

Isbati. Aydindir ki, m vo M -in moxsusi adodlor oldugunu gostormok
kifayotdir. m< A<M borabarsizliyindon m vo M -in uygun olaraq an kicik
va on boyliik moxsusi adod olmasi natico kimi alinir.

Ovvalco M -in moxsusi adoad oldugunu gostorok. B=A—ml 6z-6ziino
qosma operatoruna baxag.

(Bx,x)=(Ax,x)—m(x,x)>0
oldugu iicilin teorem 4-o osason ||B|| odadi B operatorunun on bdyilik moxsusi

adadina barabar olar.

|B|| = sup(Bx, x) = sup(Ax,x)-m=M —m.
XL XL

M —m odadi B operatorunun on bdyiik moxsusi ododidir. Onda elo X, #0
vektoru vardir ki,
Bx, =(M —m)x,.
B =A-ml oldugundan Bx, = AX, —mlx, = AXy —mX,.
Noticade Ax,—mxy, =(M —m)x,, yaxud Ax, = Mx, aliriq. Yoni M
odadi A operatorunun moxsusi adadidir. m adadinin A operatorunun maxsusi
odadi oldugunu gostormok ii¢lin B=—A operatoruna baxag. Bu halda —m

odadi B -nin moaxsusi adadi olar va

—m =sup(Bx, x)
X<

Burada iso m-in A -nin moxsusi adadi olmasi alinir.
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21.4. Xatti 6z-6ziind qosma tamam kasilmaz
operatorlarin maxsusi adadlari
va maxsusi vektorlar

Forz edok ki, H -Hilbert fozast vo A bu fozada tosir edon 6z-6ziinod
gosma tamam kosilmoz operatordur.

Yuxarida biz hom tamam kosilmoz operatorlarin, hom ds 6z-6ziino
gosma operatorlarin moxsusi ododlorinin  vo moxsusi vektorlarinin  bozi
xassolorini gostordik.

Indi iso operator eyni zamanda hom tamam kosilmaz, hom do 6z-6ziino
qosma oldugu halda onun moxsusi ododlori vo moxsusi vektorlarinin osas
xassolorini gostorok.

Aydindir ki, bu halda verilmis operatorun maxsusi adadlori vo moxsusi
vektorlar1 haqqinda daha giiclii xassalor almaq miimkiindiir. ©Ovvalco, asagidaki
teoremi geyd edak.

Teorem 1. Ogor A#0 6z-6ziino qosma tamam kasilmoz operator iso,
onda onun he¢ olmazsa, bir 4 #0 moxsusi adodi vardir.

Isbati. A operatoru 0z-6ziino qosma operator oldugu iiclin onun

normast ||A||zsup|(AX,XX kimi toyin edilo bilor. Onda elo {x,}, ||Xn||:1
=t

(Axn,xn]—>||A”, n—o. A=0 oldugu ligiin n-in

ardicillig1 tapmaq olar ki,
kifayot qodor boyiik qiymotlorinde (Ax,,X,)#0. Bu halda elo {x,}
altardicilligr vardir ki, n"— oo sortindo (Axn/,xnr)—>ﬂ,, harada ki, ﬂ,:”A” )
ya A=A
Asagidaki qiymatlondirmoni alariq:
A% =A% | = (A = Ay, A,y =y )=

=A% | = 22( A%y, Xy )+ 22 < 2202 — (A%, %y )]

(Burada biz |x,[|=1 vo ||Axn||2 < ||A||2 = A% oldugunu nozoro aldiq)

n'—co oldugda y, = Ax, —AX, —0. Sorto goro {x,} mohdud ardicilligdur.

A tamam kosilmoz oldugundan {Axn} kompakt ardicilliqdir. Ona goro do

onun yigilan  {Ax,} altardicilign  vardir. Onda Y, = AXy — Xy

boraborliyindon n"—>o oldugda vy, —0 alarig. Eyni zamanda
1

Xy = 7 AX —% Y, ardicilliginda yigilan olar.
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X= lim x,» olsun. Onda x:%AX, yaxud Ax=Ax alariq. Burada

n"—o0

[X|= lim|x+| =1 oldugundan x 0. Teorem isbat olundu.
n"—oo

12.3 paraqgrafinda isbat edilmis teorem 4-iin daha doqiq variant1 olan
asagidaki teoremi do isbat etmok olar.
Teorem 2. Oz-6ziino qosma tamam kosilmoz operatorun biitiin moxsusi

adadloari hoaqiqidir vo [m, M ] pargasina daxildirlor, burada
m = inf (Ax,x), M =sup(Ax,x)
Ixl=2 x|
Ogor M =0 iso, onda M oadadi A operatorunun on boyiik moxsusi adadi, ogor
m=0 is9, onda m adadi A operatorunun on kigik moxsusi oadoadidir.

Bu teoremdon asagidaki natico alinir.

Natica. Ogor A— tamam kasilmoz 6z-6ziino qosma operator is9, onda
||A||:|Zl|, burada 4, —A operatorunun miitloq qiymoatco on bdyiik moxsusi
odadidir.

Qeyd edok ki, bu natico sonlu 6l¢iilii evklid fozalarinda istonilon 6z-
0ziino qogma operator ti¢iin do dogrudur.

Teorem 3. (Hilbert-Smidt). Ogor A— H Hilbert fozasinda tamam
kosilmoz 06z-6ziino qosma operator iso, onda istonilon XeH {glin Ax
elementini A operatorunun ortonormal moxsusi vektorlarina nazoron yigilan
Furye sirasina ayirmagq olar.

Isbati. Tutag ki, ¢, A operatorunun on boyiik moxsusi adadine (miitlaq
qiymatco) uygun normallagsmis moxsusi vektorudur. H; = {X eH :(X,qpl):O}

gotiirak.
Istonilon X € H ficiin

(A% @)= (x,Ag)=A(x.¢)=2-0=0

oldugu ti¢lin AXxeH,, yoni A operatoru H,-i H,-o kegirir. Ona goro do A
operatoruna H;-do tosir edon operator kimi baxa bilorik. Aoperatoru H;-do
tamam kosilmoz 6z-6ziino qosma operator oldugundan teorem 1-0 9sason onun
| <|A].

indi iso H, ={xeH;(x,,)=0} gotiirok. Teorem 1-i totbiq etmoklo
prosesi davam etdirok. Bu zaman asagidaki iki haldan biri ola biler: ya proses
hor hans1 addimda kasilir, yoni elo nndmrasi tapilir ki, (X,qok ): 0, k=12,..,n
sortlori ilo toyin edilon H, g¢oxlugunda A=0 olur. Bu halda istonilon x € H

A, maxsusi adadi vo ona uygun ¢, moxsusi vektoru vardir, bels ki,

n
elementi liglin Yy =X— Z(X ¢, )9, elementino baxaq. Askardir ki, yeH, vo
k=1
Ay =0. Buradan
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M=§%@%M«

Ikinci halda iso proses geyri-mohdud davam edir. Bu halda A operatorunun
moxsusi ododlorindon ibarat {4, } ardicilligim vo moxsusi vektorlarindan ibarot

{o,} ardicilligini almis olurug. istonilon n igiin

2 2
”A”L(Hn) = A
barabarliyindan istifade edorak yaza bilarik:
n
X=>. (X, o )1

2
n
X—= Z(X1 Dy )j|
k=1 k=1
5 2 < 2 2 2
= i I = X fx | < 22l
k=1

A tamam kosilmaz operator oldugundan §12.2-ds teorem 2-yo géro n— oo,
A, — 0. Ona gora do n — o sortindo

2
2
< ﬂ“n+1

yaxud
Ax = A (%0 )m (1)

alirig. Teorem isbat olundu.

Isbat edilmis bu teoremdan asagidaki iki natico ¢ixir.

Natica 1. Separabel Hilbert fozasinda tosir edon 0z-6ziino qosma,
tamam kosilmoz A operatorunun moxsusi vektorlarindan ibarot ortonormal
bazis vardir.

isbatr. Yuxaridaki (1) beraborliyinin hor torofine A" operatoru ilo tosir
etsok, alariq:

X= Z(X ? )(/’k
k=1

Gorilindiiyli kimi har bir Xxe H elementini bu elementin 6ziino yigilan, A
operatorunun ortonormal maoxsusi vektorlarina goro Furye sirasina ayirmaq

olar.
Notico 2. Ogor A operatoru H separabel Hilbert fozasinda A

operatorunun maxsusi vektorlarindan ibarat ortonormal bazis vardir.
Isbati. Yuxaridaki (1) barabarliyini

x—g(x,wk»k}o
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soklindo yazmaq olar. Bu boraborlik onu gostorir ki, X, = X—Z(x,(pk)(ok
k=1
elementi A operatorunun A=0 moxsusi ododine uygun N(A) moxsusi
altfozasma daxildir. N(A) moxsusi altfoza 6zii do separabel oldugundan bu
altfazada da {e,} ortonormal bazisi qurmaq olar. x, € N(A) elementini bu

bazis lizro ayirsaq, alariq:

X=X +Z(X’¢’k)¢k = Z(X’ek ) +g(x’¢’k)¢k

Avyrilisa daxil olan comlordon biri vo ya hor ikisi sonlu da ola bilar.

Beloliklo, aliriq ki, H separabel Hilbert fazasinda moxsusi vektorlardan
ibarat ortonormal bazis qurmaq fi¢iin teoremin isbatinda A operatorunun
moxsusi elementlorindon diizolmis {p,} sistemini A operatorunun N(A) sifir

altfazasmin her hansi ortogonal {e, } bazisi ilo tamamlamagq lazimdur.

21.5. Xatti operatorun rezolvent ¢coxlugu va spektri

Riyaziyyatin miixtalif sahalorindo
AX—Ax=y,yaxud (A—Al)x=y (1)
soklindo tonliklors rast golinir. Burada A miioyyon X Banax fozasinda toyin
edilmis xotti operator, 4 iso kompleks parametrdir. (1) tonliyi ilo baraber
Ax—Ax=0, yaxud (A—Al )x=0 (2)
tonliyino do baxag. (2) tonliyins (1)-o uygun bircins tonlik deyilir. Aydindir ki,
(2) tonliyinin hamisa x = Otrivial halli vardir.
Forz edok ki, A parametrinin miiloyyon qiymotindo A-Al

operatorunun R, (A)=(A—Al)" tors operatoru vardir. R,(A) operatoru A
operatorunun rezolventast adlanir. A-nmn bu qiymatlorinds (1) tonliyinin
istonilon y tliclin X=R,; (A)y halli vardir. Bu halda (2) tonliyinin yegans X =0
trivial halli olar. 4 parametrinin istonilon y iciin (1) tonliyinin yegana hallinin
oldugu vo R; operatorunun mohdud oldugu bu qiymotlorina A operatorunun
requlyar noqtolori deyilir. A operatorunun biitlin requlyar ndqtslori coxlugunu
p(A) ilo isara edok. p(A) -ya A operatorunun rezolvent ¢coxlugu deyilir.
R,(A)=(A-2l )_1 operatoruna A operatorunun rezolventasi deyilir.

Rezolvent coxlugun bazi xassolorini gostorak.
Teorem 1. p(A) rezolvent ¢oxlugu aciq ¢oxluqdur.

isbati. Tutag ki, 4, € p(A). Bu o demokdir ki, A— 1yl -nin kesilmoz
torsi vardir. A— Al operatoru ti¢lin agsagidaki boraborlik dogrudur:
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A—Al =A— gl —(A- Al =
= (A= 21 ~(2= 2Ry, (A)] ©)
Sorto goro A— Ayl -nin kosilmoz torsi vardir. A—Al -nin kosilmoz torsinin

olmas1 liglin | — (/1 - ZO)R o (A) operatorunun kosilmoz torsi olmalidir.
Tors operatorun varligi teoremino gora | — (/1 — ZO)R o (A) operatorunun
o zaman kasilmaz taorsi olar ki,
A= Ag||R,, (A) <1
sarti 0danilsin.
Aliriq ki, ogor A, € p(A) iss, onda S,(4,) dairesi do p(A) goxluguna
daxildir, belo ki, r= HR %( X‘ - Bu o demoakdir ki, p(A) acglq coxluqdur.

Teorem isbat edildi.
Teorem 2. 9gor A L(X) iso, onda {/1 |4 > ||A||}c p(A) dogrudur.

Isbati. Dogrudan da A-Al =—l(| —IlA) boraborliyino  goros
H/TlA”<1, yani |/1|>||A|| olarsa, bu halda A— Al -nin kosilmoz torsi olar.

Demali, >||A|| sortini 6doyan biitlin 4 ndqtalori ¢oxlugu p(A) rezolvent

coxluguna daxildir. Teorem isbat olundu.

Notico. Ogor A mohdud operator iso, onda p(A) geyri-mahdud
coxluqgdur.

Taorif. p(A) rezolvent c¢oxlugunun biitiin kompleks miistoviyo
tamamlayic1t ¢oxluguna A operatorunun spektri deyilir vo U(A) kimi isaro
edilir.

Teorem 1-don c¢ixir ki, istonilon xotti operatorun spektri qapali
coxlugdur (ag1q coxlugun tamamlayicist oldugu iigiin).

Teorem 2-don iso alir ki, A xatti mohdud operator isa, onun spektri

o(A)c S x(0), yoni A operatorunun spektri [4|<[|A| dairasi daxilinda
yerlosir. Bu halda spektr mohdud ¢oxluqdur.

Ogor A e o(A) olarsa, bu halda asagidaki iki hal miimkiindiir:
1) R,(A)=(A—Al)" operatoru yoxdur. Bu halda 2 A operatorunun moxsusi
adadidir. Biitiin bu ciir néqtalor A operatorunun ndqtavi spektri adlanir.
2) R, (A)= (A—ll )_1 operatoru vardir, amma biitin fozada toyin

olunmamigdir. A -nin bu qiymatli A operatorunun kosilmoz spektri adlanir.
Beloliklo, A-nin hor bir qiymeti ya requlyar ndqtodir, ya moxsusi
odaddir, ya da kasilmaz spektrdir.
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Qeyd edok ki, operatorun kesilmaz spektrinin varligi sonsuz olgiilii
fozalarda toyin edilmis operatorlarin sonlu Ol¢iilii fozalarda verilmis
operatorlardan ciddi forqini gostoron olamotdir. Yoni, mohdud operatorlarin
kosilmoz spektri yoxdur.

Misallara baxag.

Misal 1. Ogor X fozasi sonlu 6l¢iilii faza isa, onda bu fozada istonilon
xotti operatorun spektri yalniz moxsusi adodlordon ibarstdir. n olgiilii evklid
fozasinda toyin edilmis hor bir 6z-6ziino qosma operatorun, tokrarlanma tortibi
nozora alinmagla n sayda moxsusi odadlori vardir. Biitiin bu moxsusi adadlor
haqiqidir vo bu moxsusi adodlora uygun moxsusi vektorlardan X fozasinin
ortonormal bazisini segmak olar.

Misal 2. Sonsuz 6l¢iilii X Banax fozasinda hor bir tamam kasilmoz
operatorun G(A) spektri on ¢oxu hesabi sayda moxsusi adodlorden ibarotdir,
bels ki, bu moxsusi adadlorin yegans limit noqtasi 4 =0 ndqtasi ola biler.

Ogor A#0 ododi operatorun moxsusi ododi deyilso, onda A ododi
operatorun p(A) rezolvent goxluguna daxildir. Dogrudan da, bu halda A—Al

operatorunun niivasi, N(A—ll ): {O}, ona goro do (A—ll )-nin kasilmaz torsi
vardir. 4=0 noqtesi homiso spektro daxildir, Oe G(A). A =0 nodqtasi
Aoperatorunun moxsusi adodi olmadig1 halda A operatorunun torsi varsa,

onda A geyri-mehdud operatordur.

Misal 3. A operatoru Hilbert fazasinda istonilon tamam kasilmoz 6z-
0zlino qosma operator olarsa, onda misal 2-do tamam kosilmoz operatorun
spektri hagqinda dediyimiz biitiin hokmlor burada da dogrudur. Olavs onu deya
bilorik ki, 6z-6ziino qosma tamam kosilmoz A operatorunun heg¢ olmazsa bir
A #0 moxsusi adadi vardir, A-nin biitlin moxsusi adadlori haqiqidir vo A
operatorunun moxsusi vektorlar iizro ayrilis hagqinda Hilbert-Smidt teoremi
dogrudur.

Misal 4. C[a, b] fazasinda A operatorunu asagidaki kimi toyin edok:

AX(t) =tx(t) 4)
A operatoru sorbast doyisono vurma operatoru adlanir. (4) boraborliyindon

alinq:
(A= 2)x(t)=(t—A)x(t)

A— Al operatorunun A -nin biitiin qiymatlorinds tors operatoru vardir, ¢iinki
(t —l)x(t): 0 borabarliyindon X(t) kosilmoz funksiyasinin eyniliklo sifra

boraborliyi alinir X(t)z 0.Amma A e [a, b] ticiin
_ 1
A— A1) x(t)= ——x(t
(A-2) (0= 1 x()
boraborliyi ilo toyin olunan tors operator biitin C[a,b] fazasinda tayin

edilmomisgdir vo geyri-mohdud operatordur. Noticods aliriq ki, A operatorunun
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spektri [a,b] pargasindan ibaratdir, bu operatorun moxsusi odadlori yoxdur,
yalniz kasilmaz spektri vardir.

Misal 5. |, fazasinda A:(Xl,Xz,...,Xn,...)—>(O,Xl,xz,...) barabarliyi
vasitosilo A operatoru toyin edok.

A operatorunun moxsusi ododlori yoxdur. A tors operatoru
mohduddur, amma I,-do yalmz X, =0 sortini O6doyon altfozada toyin
olunmusdur. 4 =0 yegana spektr noqtasidir.

21.6. Oz-6ziina qosma mohdud operatorlarin
spektral ayrihsi

Asagida biz H Hilbert fozasinda tosir edon hor bir 6z-6ziino qosma
mohdud A operatoru {iclin miicorrad Stiltes inteqrali soklinds inteqral
gostorilis diisturunu gostoracayik. Bu formul 06z-6ziino qogma operatorun
spektral ayrilisi adlanir. Bu diisturun alinmasinda A operatorunun spektral
funksiyasi adlanan P(/i) operator-funksiyast miithiim rol oynayir. A -nin har bir

qiymatindo P(ﬂ)-nln giymatlori A operatorunun spektri ilo six bagli olan
miioyyan ortoqonal proyeksiya operatorlaridir. Oz-6ziino qosma operatorlarin
spektral ayrilig diisturlart  bu operatorlarin dyronilmosi {iglin miithiim bir
analitik vasitadir vo 6z-0ziina qosma operatorlarla bagli masalalorin hoallinds
genis istifads edilir.

Torif. Forz edok ki, Ae L(H) 0z-0ziine qosma operator, P(/i) 189,
istonilon A e(— oo,oo) ticiin H fozasinda ortoqonal proyeksiya operatorudur.
ogor P(ﬁ) operator-funksiyas1 asagidaki sortlori Odoyorse, ona A
operatorunun spektral funksiyas1 deyilir:

1) A<m= inf (Ax,x) oldugda P(1)=0,

=2

2> M =sup(Ax,x) oldugda P(1)=1;

Xl
2) P(4) A -dan asili azalmayan funksiyadir, yoni A < # oldugda P(1)< P(u);
3) P(/l) funksiyast H fozasinda giiclii yigilma monasinda sagdan kosilmozdir,
yoni istonilon X € H iigiin lim P(u)x = P(1)x dogrudur.
1—A+0

4) ) parametrinin hor bir qiymetindo P(4) operatoru L(H) fozasmm A ilo

kommutativ olan har bir operatoru ilo kommutativdir.
Onda istonilon ¢ >0 T¢lin A operatoru ii¢lin Stiltes inteqral1 soklindo
asagidaki spektral ayrilis diisturu dogrudur:
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M
A= j 2dP(2) (1)
m-¢
Misal 1. Tutag ki, A operatoru sonlu 6lgiilii H Hilbert fozasinda 6z-
0ziino qosma operatordur. A operatorunun n sayda moxsusi adadlori vardir vo
bu moxsusi adadlor haqiqidir. Bu moxsusi adodlori artma istiqgamstindo diizok:

M=4 <l <l<.<Aq=M (1<k<n)

H; ilo A operatorunun 4 (i:l,2,...,k) moxsusi odadine uygun
moxsusi altfozasini isaro edok. Onda H fozasi iiglin asagidaki ortoqonal
ayrilis1 yaza bilorik:

H=H ®H,®..®H,

Tutaq ki, B— H fozasindan H,; altfozasina ortoqonal proyeksiya
operatorudur. Bu halda A operatoruna uygun P(/l) spektral funksiyasi
asagidaki kimi olar:

0 ogor 4<4, olarsa,
P ogor 4, <A< A, olarsa,
P(ﬂ): P+P, ogor 4,<A<4; olarsa,

P+P+..+B_ ogor 4, <A<A olarsa,

| ogor A2/, olarsa.

Qurulmus P(/i) operator-funksiyasmin yuxaridaki 1)-4) xassalorini

0dodiyini gostormok olar. Bu halda (1) spektral ayrilisinin hansi sokildo
oldugunu gostorak. Malum

k
1=>"R
i=1

barabarliyini soldan A operatoruna vursaq, alariq:

K
A=Y AP,

i=1
Istonilon xeH igiin PxeH,, demali, APx=A4Px, buradan AP = 4P
(i =12,.., k). Noticada

A=Y 4R, @)
i=1

(2) barabarliyi A operatorunun spektral ayrilisini gostarir.

442



21.7. Oz-6ziina qosma operatordan asih funksiyalar

Yuxarida biz X normalasmis fozasindan Y normalagmis fozasina tosir
edon xotti kosilmoz operatorlar ¢oxlugu L(X,Y) fozasi ilo tanmis oldug. Bu
fozada operatorlarin comi vo operatorun adodo hasili cobri omallarini, eloco do
operatorun normast anlayigini daxil etdik vo onlarin bir sira xassolorini
Oyrondik. Bir ¢ox totbiqi mosalolori dyronorkon X =Y oldugu hala baxmaq

xiisusi ohomiyysto malik olur. Bu halda L(X) fozasinda, yoni X fozasinda
tosir edon biitiin xotti kosilmoz operatorlar fozasinda daha bir omol
operatorlarin hasili amolini do daxil etmok miimkiin olur. Xiisusi halda A
operatorunun istonilon natural doracosini, masalon AZ,A3,...,Ak toyin edo
bilorik. Analoji qayda ilo A operatorundan asili ¢oxhadli va digar funksiyalari
da toyin edo bilorik. Mosalon, Ae L(X) iigiin e* operatorunu

A_OOA_k 0_
=2 (a0 =1)

kimi sira vasitosilo toyin edok bilorik. Isbat etmok olar ki, HeAuﬁeHAH \G)

et e L(X) dogrudur.

Yuxarida 6z-6ziino qosma operatorlar ticlin aldigimiz (1) spektral ayrilig
formulundan istifado etmoklo operatorlar sirasindan istifado etmodon, homin
siranin yigilmasini aragdirmadan belo A operatorundan asili funksiyalar1 daxil
etmak olar.

Torif. Tutag ki, f(1)—[a,b] parcasinda kesilmez funksiyadir. A

operatorundan asili f (A) funksiyasi dedikdo
M
f(A)= [ f(4)dP(2) ©)
m-¢
ifadosi basa dusiiliir. (& >0 ixtiyari kigik ododdir).
Xiisusi halda A> 0 {i¢iin

M M M
I = [dP(2), VA= [JadP(2), A?= [#dP(2) (4)
m-eg m-eg m-eg

diisturlar1 dogrudur.

Bu baraborliklordon istonilon X € H iigilin

M
A = (A, Ax)= (A2 x)= [ 22d(P(2)%,x)
m-¢
oldugunu alariq.
Qeyd edok ki, yuxarida gostordiyimiz (1), (3), (4) spektral ayrilis
diisturlarinin  korrekt olmasi iiclin A operatoruna uygun diizalmis P(ﬂ,)
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spektral funksiyasi yegano olmalidir. Isbat edilmisdir ki, hogigi Hilbert
fazasinda toyin edilmis istonilon 6z-6ziino qosma mohdud operatorun spektral
funksiyas1 yeganadir.

21.8. Oz-6ziina qosma geyri-mohdud operatorlarin
spektral ayrihsi

Tutaq ki, A operatoru m= H toyin oblastina malik geyri-moahdud
0z-6ziino qosma operatordur.

Tarif. Istonilon A € (—o0,00) odedine qarst P(1) ortogonal proyeksiya
operatorunu qarst qoyan P(ﬂ,) operator-funksiyast asagidak: sortlori 6dodikdo
ona A operatorunun spektral funksiyasi deyilir:

1) P(1)>0 A — —w oldugda,
P(1)—>1 1 — 4w oldugda
(limitlar giiclii monada basa diisiiliir)
2) P(/i) A -dan asili azalmayan funksiyadir, yoni A4 < z olduqda P(ﬂ)s P(y);

3) P(/i) sagdan kosilmazdir (giiclii yigilma monada)
4) BD(A)C D(A) sortini 6doyan istonilon B e L(H) operatoru vo istonilon
Xe D(A) iiciin
BP(1)x = P(1)Bx
Onda istonilon x € D(A) vo istonilon y € H iigiin

(Ax.y)= [2d(P(2)x.y) o)

barabarliyi dogrudur, (1)-in sag torofi gqeyri-moxsusi Stiltes inteqralidir.
Qeyd 1. xeH elementinin A operatorunun toyin oblastina daxil
olmasi ligiin zoruri vo kafi sort

_T 22d(P(A)x,x) < 0

sortinin 6donmasidir.
Qeyd 2. ©gar x € D(A) iso, onda

Ax = T/wp(z)x
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Bu halda sag torofdoki geyri-moxsusi inteqral, H fozasinda giiclii monada
b

yigilmaya nozoron a——o, b—>oo sortindo J./idP(ﬂ)X inteqralinin limiti
a
kimi toyin edilir.
Qeyd 3. Ogar x € D(A) iso, onda

A = [2d(P(x).x).

Tutaq ki, f(4) (~oo,00) intervalinda toyin edilmis kompleks giymotli
funksiyadir. Bozi hallarda f(A) geyri-mahdud operatorunu asagidaki kimi
toyin edo bilorik:

(A y)= [F(2H(P(A)x ), (yeH) )

Bu borabarlikdo y = f(A)X qobul edorak, gostormok olar ki, f(A)
operatorunun toyin oblasti D(f (A)) elo x elementlorindon ibarostdir ki,

“ (/Ilzd < 00

olsun.
Isbat olunmusdur ki, ogor f(4) mohdud funksiya iso, onda f(A)

operatoru da mohduddur. Elocados ogor f (l) funksiyasi yalniz haqiqi qiymatlor
alirsa, f(A)- 6z-6ziina qosma operatordur.

Oz-6ziino qosma operatordan asili  funksiya olaraq RA(A)
rezolventasina baxaq. ©gor 4, ododi A operatorunun O'(A) spektrino daxil
deyilso, onda

b ﬂo
baraborliyi dogrudur. ©gor JmA, #0 iso, onda A, € G(A) Vo

‘RZO (A)ﬂgﬁ.
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21.9. Xotti operatorun maxsusi ddodlarinin
vd maxsusi vektorlarinin tapilmasina aid masalo
halli niilmunalari va tapsiriqlar

1. Tutaq ki, E — kompleks normalasmis fozadir vo Ae L(E). isbat edin

ki, ogor A? operatorunun moxsusi vektoru varsa, onda A operatorunun da
maoxsusi adadi vardir.

Holli. Tutaq ki, AeC— A? operatorunun moxsusi ododi X € E iso—
uygun moxsusi vektorudur. Bu halda A?x=Ax boraberliyi dogrudur. Bu
boraborliyi (A—\/ZEXA+ \/EE)x:O kimi  gostormok  olar. Ogor

(A+ ﬂE)x =0 is9, onda AX= —JAx vo bu halda x— Aoperatorunun — Ja
maoxsusi odadine uygun moxsusi vektoru olar. Ogor y = (A+ Ja E)x #0 1s9, bu

halda (A— ﬁE)y =0 vo y vektoru A operatorunun VA moxsusi adadine
uygun moxsusi vektoru olar.
2. Hoqiqi C[— T, 7[] fozasinda  a) (AX)(t) = X(— t) ;. b)

(Ax)t)= Isin(t +s)X(s)ds operatorunun  moxsusi  ododlorini  vo  moxsusi
vektorlarini tapin.

Hbolli. a) A operatorunun moxsusi adadlori elo 4 haqiqi adadloridir ki,
AX = AX, yani X(—t) = Z,X(t) tonliyinin C[— T, 71'] fozasinda sifirdan forqli halli
olsun. Aydindir ki, 4 =1 olduqda biitiin ciit funksiyalar, 4 =-1 olduqda iso
biitiin tok funksiyalar baxilan tonliyin halloridir. Gostorak ki, A operatorunun
A ==1-don basqa he¢ bir moxsusi odadi yoxdur.

Tutaq ki, A#+1 ododi A operatorunun moxsusi adedi X, = X,(t) iso—
bu moxsusi ododo uygun moxsusi vektorudur. X, #0. Onda istonilon
te [— T, 72'] uclin XO(—t)= ﬂoxo(t) 6donilar. Bu borabarlikds t -ni (—t) ilo ovoz
etsok, alariq:

Xo(t) = Zo%o(~1)
Buradan istonilon t €[ 7, 7] tigiin X,(t)= 2%, (t).
Amma bu boraborlik miimkiin deyildir, ¢ilinki /1(2) #1 vo X, #0. Demoli, A

operatorunun yalmiz A=+1 vo A=-1 moxsusi odadlori vardir. Uygun
moxsusi vektorlari iso yuxarida qeyd olunmus funksiyalardan ibarotdir.
b) Elo A haqiqi oadadlorini tapmaq lazimdir ki,

fointt -+ (s = (), ~ <t <z
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tonliyinin C[- 7, 7] fozasinda sifirdan farqli holli vardir. Bu mogsadlo ovvalco
sin(t +s)=sintcoss + costsins soklindo gostorok. Onda tenlik asagidaki kimi
yazilir:

Ax(t)=sint J. cos sx(s)ds + cost J.sin sx(s)ds, —z<t<z (1)

(1) barabarliyindon goriiniir ki, verilmis A ii¢iin tonliyin hallini
x(t)=asint + Bcost

soklindo axtarmaq lazimdir. Bu ifadoni (1) tonliyindo yerino yazsaq, alariq:

aAsint + pAcost = frsint + arxcost, — 7 <t<r,

sint vo cost funksiyalari [— 7r,7r] parcasinda xotti asili olmadigindan

{aﬂ. pr =0, @
ar— pL=0.

X(t) moxsusi funksiyasi sifirdan forgli oldugundan « vo ya f-dan heg

olmazsa biri sifirdan forqli olmalidir. Ona gors do

A—r

T —

A= :O,—/12+7r2:O,ﬂ,l=7r,22=—7r.

A, =z olduqda (2) berabarliklorindon o = £ aliriq. Bu halda 4, =7 moxsusi
oded, X(t)=cf(sint+cost), a#0 uygun moxsusi funksiya olar. Analoji
olarag, A, =—z moxsusi adod, X(t)=a(sint—cost), =0 uygun moxsusi
funksiya olar.

Gostarak ki, A; =0 odadi do A operatorunun moxsusi ododidir.

Bunun ii¢iin

Tsin(t +s)x(s)ds =0

tonliyinin C[-7,7]| fozasinda sifirdan forqli hollinin oldugunu géstormok
lazimdir. Bagqa s6zlo, elo x = X(t)# 0 tapmaq lazimdir ki,

sintjcossx(s)ds+costjsin sx(shs=0 (-7 <s<n) A3)

olsun. sint vo cost funksiyalart xotti asili olmadigindan

J'cos sx(ss=0 vo jsin sx(spls =0
alirig. Bu onu gostorir ki, cost vo sint funksiyalarina Lz[_ 7[,7[] fozasinda
ortoqonal olan biitlin X = X(t) kosilmaz funksiyalart moxsusi funksiyalardir.
Mosolon x(t)=cosnt, n=0,23,..., x(t)=sint, n=2.3,... Beloliklo, aliriq ki,
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A3 =0 ododi A operatorunun moxsusi adadidir, ona uygun moxsusi altfoza

sonsuz dlgiiliidiir vo [~ 7z, 7] pargasinda sint vo cost funksiyalarina ortogonal
olan biitiin kosilmaz funksiyalardan ibaratdir.

3. Tutaq ki, A:C[0,1]— C[01] operatoru

(Ax)t)=x(0)+x(2)

barabarliyi ils tayin edilir. Bu operatorun moxsusi adadlarini vo moxsusi
funksiyalarini tapin.

Holli. Aydindir ki, A— xatti operatordur. Bundan bagqa

| AX|| = max|x(0) + x(1) < 2|x|, WxeC[0]]

0<t<1

A|| <2 va koasilmazdir.

A -nin moxsusi adadlorini tapmagq liclin A -nin elo qiymatlorini tapmaq lazimdir
ki,

borabarsizliyindon aliriq ki, A mohdud operatordur,

x(0)+tx(1)=Ax(t), 0<t<1 (4)
tonliyinin C[0,1] fozasinda x(t)# 0 halli olsun.
(4) borabarliyindon goriiniir ki, 4 =0 olduqda X(t): a+ A soklinda
olmalidir. x(t)-nin bu ifadesini tonlikds yerine yazsaq, alariq:
a+(a+p)=da+pt, 0<t<1
1 vo t funksiyalar [0,1] parcasinda xotti asili olmadig ti¢iin bu borabarlikdon

1-A)a=0
)
a+(1-1)p=0
a va f eyni zamanda sifir olmadigi ii¢lin buradan A =1 aliriq. Onda o =0

alanq:

olar. Demoli, A=1 moxsusi adoddir vo X(t) =4, f#0 uygun moxsusi
funksiyadir.

Gostorok ki, A=0 ododi do A operatorunun moxsusi ododidir.
Dogrudan da bu halda (4) tonliyi

x(0)+tx()=0, 0<t<1

kimi olar. Buradan x(0)+x(1)=0 aliriq. Ona goro t=0 va t =1 néqtolorinda
sifra ¢evrilon biitiin kasilmoz funksiyalar bu tonlyin trivial olmayan hallori olar.
Belaliklo, A operatorunun yalmz iki 4, =0, A4, =1 moxsusi ododlorinin
oldugunu aliriq.

Gostorak ki, bu noqtolordon forqgli olan biitlin néqtolor A operatorunun
requlyar noqtoloridir.

Tutag ki, A#0, 2 #1 vo y=y(t)e C[0,1]- istonilon funksiyadir.

(Ax)t)-Ax(t)=y(t), O0<t<1

yani

x(0)+tx(1)— Ax(t)=y(t), 0<t<1 (6)
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tonliyini hall edak. (6) tonliyinds t =0, sonra t =1 yazmagla alariq:

x(O) _ ﬂ x(l) _ Y(l) y(O)

T1-2" 12 @-ay
Bunlar1 (6) tonliyinds nazers alsaq, 4 #0, 4 #1 li¢lin
X(t) - _ y(t) + y(O) + ty(l) _ ty(O) (7)

A AM-2) AQ-2) @-aY
alariq. Beloliklo, aliriq ki, (A—AE) operatorunun A#0, A=1 oldugda
qiymatlor ¢oxlugu biitiin fozadir vo bu operatorun torsi (7) diisturu vasitasilo

toyin edilir, yani
((A —-AE )_1 Y)(t) = _%t) + ﬂ(il_(i))jy)
ty(l) _ ty(o)2 ’ y(t) c C[O,l].

0= 2) (1-2)

4. Tutaq ki, E— kompleks Banax fozasi, A:E — E iso xotti kosilmoz

operatordur. Isbat edin ki, agor A kompleks adadi iiciin normallagmis {Xn }:O:l,

[x.] =1, YneN elementlor ardicilligr varsa ki, lim (Ax, —Ax,)=0 olsun,

N—o0

onda A € o(A). (o(A)— A operatorunun spekridir).
Holli. Dogrudan da, ogor A € o(A) olarsa, onda A € p(A), yoni 41— A
operatorunun requlyar noqtosi olar. Bu halda (A— /1E) operatorunun kasilmaz

(A— /lE)*1 : E — E torsi olar. Ona gora do
lim x, = lim (A= AE) ™" (Ax, — Ax,)=0

nN—o0 n—o0
olar. Bu iso Vne N iigilin ||Xn||:1 olmas1 sortino ziddir. Demali, Aea(A)

olmalidir.
t

5. (Ax)t)= IX(S)dS, A:C[01]— C[0.] operatorunun heg bir moxsusi
0
odadinin olmadigini gostarin.
Holli. Torifo osason A operatorunun moxsusi odadlori A -nin elo

qiymatlarindan ibaratdir ki,
t

Ix(s)ds =x(t), 0<t<1

0
tonliyinin C[0,1] fazasinda sifirdan farqli halli olsun. Bgor A =0 olarsa, onda
tonliyin sol torofi diferensiallanan olmalidir. Tonliyin har torofini t-yo goro
diferensiallasaq, bu tonliyin X(t)=AX'(t), x(0)=0 Kosi mosalosino ekvivalent
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oldugunu alariq. Buradan Vte[01] iigin x(t)=0 aliriq. Ona géro do A
operatorunun sifirdan forqli moxsusi adadi yoxdur.
A =0 ndqtasini yoxlayaq. A =0-1n moxsusi adod olmasi {iciin C[O,l] -9

daxil olan elo x(t)# 0 olmalidir ki,
t
[x(t)dt=0, o<t<1
0
sorti Odonilsin. Bu boraborliyi diferensiallasaq, X(t)zO, te [0,1] alariq.

Demoli, 4 =0 da moxsusi adod deyil. Belaliklo, aliriq ki, A operatorunun heg
bir moxsusi adadi yoxdur.

6. Tutag ki, H =L,[01]- kompleks Hilbert fozasinda (Ax)(t)=ix'(t)
operatoru toyin edilmisdir, belo ki, D(A)c L,[01] teyin oblasti [0]]
parcasinda miitloq kosilmoz olan x=x(t) funksiyalarindan ibarotdir ki,
X(t)e L,[01] olsun vo x(0)=x(1) sorti 6donilsin. A operatorunun moxsusi
odadloarini tapin.

Halli. 4 ododinin elo qiymatlorini tapmaq lazimdir ki, AX = AX, yoni
ix'(t)=Ax(t), 0<t <1 tonliyinin sifirdan forqli x = x(t)e D(A) halli olsun. Bu
tonliyi hall edoarak X(t): Ce™, o<t<1 alarlq, burada C — har hansi sabitdir.
X(O)z X(l) sortindon istifado etsok, €™* =1 boraborliyini alariq. Buradan
A=-2m, nez olar.

Demoli, A operatorunun moxsusi adadleri 4, =—27n, nez, uySun
moxsusi funksiyalari iso e,(t)=e*™, 0<t<1 funksiyalaridir. Alinms bu
sistem L,[0,1] fozasinda tam ortonormal funksiyalar sistemidir.

Gostorok ki, A# A, olan biitiin qiymatlor A operatorunun requlyar

noqtoloridir.
Bunun igilin ovvaolco AX—Ax=Yy tonliyinin iimumi hollini yazaq.

Asanligla yoxlaya bilarik ki, bu tenliyin timumi holli
x(t 'M[ |I Wdr} 0<t<1 (8)

C sabitini elo segcmok lazimdir ki, X(O)= X(l) sorti 6donilsin. Yoxlamaq olar
ki, 1= A, oldugda X(O)z X(l) sortindon alinir ki, C sabitini yegano iisulla
tapmaq olar. Ona goro do A#4,, nez lgin (A—/”LE)_1 operatoru biitlin
L, [0,1] fozasim 6ziing inikas etdirir. Umumi hollin (8) soklinden almaq olar ki,

(A—),E)_1 kosilmoz operatordur. Dogrudan da, {y,(t )}n L €L ,[01] ardicillign
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bu fozada y(t) funksiyasina yigilarsa, onda skalyar hasilin kasilmozliyinae géra
yaza bilorik:
t
lim x,(t)= lim e—'“[c —i j yn(r)emdf} =
n—o0o n—o0 0
t

= e_i’u|:C - iJ.y(T)ei/Hd T:l =xt, vte[0]1].

t ) 2
< ﬂyn(T] dz | <|ly,|, vneN
0

miinasibotindon alinir ki, {x, (t)}:zl ardicillign [01] pargasinda mohdud

t

J- y,(z)edr

0

ardicilligdir. Ona goro do
x.(t)=|(A- 2E) My, 1), wnen
ardicillig1 orta kvadratik monada
x(t)=(A- )y ))
funksiyasina yigilir. Ona goéro do (A—ﬂ,E)_1 operatoru A#A,, neZ
qiymatlorinde kosilmaz operatordur. Beloliklo, aliriq ki, A operatorunun
spektri yalniz A, =—27n, n € z maxsusi adodlorindon ibaratdir.

7. C[- 7, 7] fazasinda tosir edon

(A)(t)= _fcos(s +t)(s)ds

operatorunun moxsusi adadlorini vo moxsusi funksiyalarmi tapin.
Holli. Torifo géro A -nin elo qiymatlorini tapmaq lazimdir ki, Ax = AX
tonliyinin sifirdan forqli halli olsun.
cos(s +t)=cosscost —sinssint

diisturunu nazors alsaq,

][‘cos(s +t)x(s)ds = Ax(t)

7T

tonliyini asagidaki kimi yaza bilorik:

Ax(t) = cost Icos sx(s)ds —sint J.sin sds 9)
(9) borabarliyindon goriiniir ki, verilmis A ii¢ilin tonliyin hollini
x(t) = excost + Ssint
kimi axtarmaq lazimdir. Bu ifadani (9) tonliyinds yerino yazsaq, alariq:
aAcost + pAsint = arcost — Srsint
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cost vo sint funksiyalar [— 7r,7r] parcasinda xotti asili olmadigi tigiin
oal=an a(A-7)=0
{ﬁiz—ﬂﬂ {ﬂ(/ﬂﬂ):O
olar. x(t) moxsusi funksiya oldugundan « vo S eyni zamanda sifir ola

bilmozlor. Asagidaki hallara baxagq:
a) a=#0, =0 oldugda, A4, =~ olar, bu halda A =7 moxsusi odad,
x(t) = cost moxsusi funksiya olar.
b) =0, B=0 oldugda A, =—7z moxsusi odod, X(t)=sint bu moxsusi adodo
uygun moxsusi funksiya olar.

Gostorak ki, A3 =0 ododi do A operatorunun moxsusi adadidir. Bu
halda

]Ecos(s +t)(s)ds =0

tonliyinin C[O,l] fozasinda sifirdan forqli hollinin oldugunu gdstormok
lazimdir. Bagqa sozls elo X = X(t) # 0 tapmaq lazimdir ki,

cos J'cos sx(s)ds —sint Isin sx(s)ds=0, (-7z<s<z) (10)

olsun. cost va sint funksiyalari xatti asili olmadigi ti¢iin

Icos sx(s)ds =0, jsin sx(s)ds =0
alariq.

Bu onu gstorir ki, L,[-7,7z] fozasinda cost ve sint funksiyalarina
ortoqonal olan biitin X = X(t) kesilmoz funksiyalari moxsusi funksiyalardir.
Mosolon, X(t)=cosnt, x(t)=sinnt, n=23,... Beloliklo, aliriq ki, A, =0
ododi A operatorunun moxsusi adadidir, ona uygun moxsusi altfoza sonsuz
olgiilidiir vo [— T, 7z] par¢asinda cost vo sint funksiyalarina ortoqonal olan
biitiin kosilmoz funksiyalardan ibaratdir.

2
8. C[O,n] fozasinda Ax(t)= ddfz(t) operatorunun maxsusi adodlarini vo

maoxsusi funksiyalarini tapin. Burada
D(A)={x(t); x(t)ec]o,x],
x'(t)eC[0,z], x(0)=x(7)=0}.
Holli. A -nin els qiymatlorini tapmaq lazimdir ki,

e
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tonliyinin sifirdan forqli holli olsun. Tonlik sabit omsalli xatti tonlik
oldugundan xarakteristik tonliyi yazaq:

S*-1=0.
Asagidaki hallara baxaq:
a) A>0,0nda S?=1, S=+/4

X(t)=ce’* +ce A
x(0)=c,+¢,=0
x(;r) =ce'* +ce’? =0
1
A4 ) Tin e_ﬁﬁze‘ﬁ”—e 20
oldugundan ¢, =c, =0 x(t ) 0 aliriq.

b) 2=0. Bu halda d:() 0, x(t)=ct+c,

x(0)=0, ¢;-0+¢, =0, ¢, =0
x(7)=cz=0, ¢, =0, x(t)=0
aliriq.
V) 4 <0. Onda tonliyin holli
x(t)=c, cos~/— At + ¢, sin/— At
olar. Sorhad sertlorindon x(0)=c, =0 vo
x()=c,sin J=ar=0, JAir=kz, k=+142,...

A =—k? alariq. Demoli, bunlar moxsusi adodlor, X, (t)=sinkt iso uygun

o

moxsusi funksiyalardir.

9. Tutaq ki, H-— Hilbert fozasi vo A:H — H-— tamam kosilmoz
operatordur. Onda elo ortonormal {f, }2':1 vo n}r’:lzl sistemlori vo {4, }:1\':1,

4,20, n=12,...,N haqiqi odadlari vardir ki,

N
AX = Z/ln(xi fn)(pn
n=1
Qeyd edok ki, N sonlu adad vo ya sonsuzluq olar bilor.
Holli. A tamam kosilmoz operator oldugundan A"A-da tamam
kosilmazdir. Bundan olave (A*A) :A*(A*) =A'A, yoni A'A— 6z-6ziino
qosma operatordur. Onda Hilbert-Smidt teoremino géro A A operatorunun

moxsusi vektorlarindan ibarat elo tam ortonormal {fn}rr:lle{fr{}r'\]/'zl sistemi
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vardir ki, n=12,...,N icin A*Afn=,unfn, Uy #0 vo n=12,.. M figiin

A"Af! =0 olsun.
Qeyd edok ki, N vo M oadadlori sonlu va ya sonsuz ola bilor.
(Ax, Ax) = (A"Ax, )= 0,
boraborsizliyindon A°A operatorun miisbet olmasi almir. A'A>0. Onda
n=12,.,N lgin z,>0.
Af

—L n=12,...,N. Gostorak ki, { n}rr:lzl

Tutaq Ki, A, =+tth, @, = 7

ortonormal sistemdir. Dogrudan da,
1
(¢n!¢m)= —<A Afn' fm)z ﬂn‘u—n(fn’ fm)= 5n,m

vn,m=12,...,N.Onda Vx e H iigiin alarq:
N N
= 3 fn)fnj+ S fn')fn'] _

(x, . )Af, _zﬂnxf

Mz

1

>
Il

Giinki [ Af| = (A"Af;, fn)=
Beloaliklos,

Ax = Zﬂn(x’ fa )¢’n

alirg.
2

10. C[0,7z] fozasinda Ax(t):% operatorunun moxsusi adadlorini vo

moxsusi vektorlarini tapin. Burada
a) D(A)={x(t);x(t)eC[o,z]; x"(t)eC[oz], X (0)=X(z)=0}
b) D(A)= {x(t);x(t)eC[0,z]; x"(t)eC[ox],

X(0)=x(z), x(0)=x (=)}

11. A?=0 sortini 6doyon xotti kesilmoz operatorun sifirdan forqli
moxsusi adadi ola bilormi:

12. C[O,Z;r] fozasinda Ax(t):e“x(t) operatoru toyin edok. Isbat edin
ki, o(A)= {2 eC;|2|=1}.
13. Tutaq ki, e, (n IS N) H fozasinda ortonormal bazisidir. A:H —H,

Ae, =0, Ae,., =€, (ke N) operatoru toyin edok. isbat edin ki,
a) A xotti mohdud operatordur.
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b) o(A)={1eC;|1|<1}, belo ki, dairanin biitiin daxili nqtolori A
operatorunun moxsusi noqtaloridir.
14. A:l, —>1,,

AX = (AXg, ApXg ey AnXrens) s X = (Xyeen X oers)
operatoru toyin edok, belo ki, 4, €C (ne N) va supj4,|< . o(A)-n tapm.
n

15. C[0] fozasinda Ax(t)= % operatoru tayin edak. Isbat edin ki,

a) D(A)={x(t)ecloa]; x(t)ec[0]], x(0)=0} iss, onda &(A) bos coxluqdur.
a) D(A)={x(t)eC[01]; x'(t)eC[01]} iso, onda &(A) goxlugu biitiin kompleks
miistovini dolduran moxsusi adodlordon ibaratdir.

v) D(A)={x(t)ec[ol]; x(t)ecC[o], x(0)=x()} iss, onda &(A) coxlugu
A, = 27N (n = O,iliZ,...) moxsusi adadlorindan ibaratdir.

16. Tutaq ki, AcL(X), 1eo(A). isbat edin ki, istonilon n iigiin
I ea(A).

17. Tutaq ki, Ae L(X) vo A-nin kesilmoz torsi vardir. Isbat edin ki,
ogor Ae G(A_l) iso, onda A'ec(A) vo torsine peo(A) ise, onda
ute O'(A_l).

18. Tutaq ki, H — Hilbert fozasidir vo Ae L(H). isbat edin ki, A"Ava

AA" eyni sifirdan forqli moxsusi ododlora malikdirlor.
19. Tutaq ki, H— Hilbert fozast vo Ael(H). isbat edin ki,

O'(A*): o(A) (xotti kompleks qogmani gostorir).

20. A:l,—>l,,
Xy X X
Ax={0,%, 2,3 ] X =0, X ey Xy e
( L j (g, %, oees)
operatorunun tamam kasilmoz oldugunu gostorin va spektrini tapin.
21.
A:L[-11]— L,[-11], js 2tx(t it

operatorunun tamam kasilmaz oldugunu gostarin vo spektr1n1 tapin.
22.

A:L[01]— L[01], Ax jstl st)x(t)d

operatorunun tamam kasilmoz oldugunu gostarm va spektrini tapin.
23.
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A:L[01]— L,[01], Ax(t)=

K(t,s(s)ds,

K(t,s)= t(s-1), 0<t<s<1
o S(l—t), 0<s<t<l1

operatorunun tamam kosilmoz 6z-6zline qosma operator oldugunu gostorin,
moxsusi odadlarini vo moxsusi funksiyalarini tapin.

O ey

24. C[0,7] fozasinda Kx(t)=[K(t,s)x(s)ds , belo ki,
0

= sinktsinks
K(t, S): ZT
k=1

operatorunun maxsusi adadlorini vo moxsusi funksiyalarini tapin.
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XXI1 FOSIL
SIXILMIS INiKAS PRINSiPi VO ONUN TOTBIiQLORIi

22.1. Sixilmis inikas prinsipi

Bir ¢ox cobri tonliklorin, diferensial vo inteqral tonliklorin hallinin
varligi vo yeganoliyi masalalorini dyronarken ardicil yaxinlasma tisulundan
istifado olunmasi yaxst molumdur. Bu iisulun osas ohomiyyati ondan ibaratdir
ki, bu tisul verilmis tonliyin hollinin varligi masoalosini dyronmaklo borabar,
homin hallin toqribi olaraq tapilmasina da imkan verir. Miixtalif tip tonliklor
ticilin totbiq edilon ardicil yaxinlagsma {isulu funksional analizds sixilmig inikas
prinsipi adlanan vahid bir sxemo gatirilir vo istifads edilir. Funksional analizin
bu miihiim prinsipi do gérkomli Polsa alimi Stefan Banax torofindon alinmigdir.

Forz edok ki, R har hansi metrik fozadir. A iso bu fozani 6ziins inikas
etdiron operatordur.

Tarif 1. Ogor elo a <1 odadi varsa ki, istonilon X,y € R {i¢iin

p(AX, Ay) < ap(x,y) (1)
sorti 0donilsin, bu halda A operatoruna sixilmis inikas, yaxud sixan operator
deyilir.

Bilavasito torifdon alinir ki, sixan operator kosilmozdir. Dogrudan da
X, = Xg, p(Xn,Xo)—>O oldugda (1) seortindon p(AXn,AXO)—>O alirig, yoni
AX, = AX,.

Tarif 2. AX =X sortini 6doyon X nodqtosino A operatorunun torpanmoz
noqtasi deyilir. Basqa sozlo, torponmoaz noqts. Ax = X tonlyinin hallidir.

Teorem (Sixilmis inikas prinsipi). Tam metrik R fozasinda toyin
edilmis istonilon sixan inikasin yegana torponmoz ndqtesi vardir.

isbati. Tutaq ki, x, € R ixtiyari nqtedir. X = Axy, X, = Ax; = A’X,,
Xg = AXy = Ay ... X, = AX, ;= A"Xy,... qobul edok. Bu qayda ilo {x,}
ardicilligr aliriq.

Gostarok ki, {x,} ardicilligi fundamentaldir. m > n iigiin yaza bilorik:

(%0 %) = P(A"g, A", )< " p(Xg, Xp_p ) <
< an [p(XO' Xl)+ ,O(Xl, X2)+ et p(xm—n—ll Xm—n)]S
< a"[pltg, %)+ apli, %)+ .+ @™ol )] <

< a“p(xo,xl)[lJra v+ ™t +...]£ oz”,o(xo,xl)lL .
-

a <1 oldugu tigiin n-in kifayat qodor boyiik qiymaetlorinds p(Xn,Xm)—>0
aliriq, yoni {Xn} fundamentaldir. Rtam foza oldugu {igiin {Xn} ardicilliginin
limiti vardir.
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X = lim x, olsun. A operatorunun kosilmozliyins gére alariq:
n—o0

Ax = Alim x, = lim Ax, —|Ian+1—X

nN—oo n—oo
yoni AX = X. Demali, X A-nin torponmoz ndqtosidir.
Gostorak ki, torponmoz ndqto yeganadir.
Ogaor A operatorunun iki miixtolif X vo Y torponmoz ndqtosinin

varhigini forz etsok, Ax =X, Ay =Yy olar. Onda (1) sortino gora

p(x,y)= p(Ax, Ay) < ap(x, y)
alariq. Buradan «a <1 oldugundan p(X, y): 0, x=y olar. Teorem ishat
olundu.

22.2. Sixilmis inikas prinsipinin cabri tanliklorin
hallina tatbiqi

Tutaq ki, f(X) [a,b] parcasinda toyin edilmis funksiya bu parcada
Lipsits sortini 6doyir, [a, b] pargasini 6ziins inikas etdirir: vo
(%)= (%) < K|x, — x|
sortini 6doyir. Burada K <1. Ona gora do f(x) sixilmis inikasdir vo isbat
edilmis teoremo goro Xg,% = (X)), X = f(x).. ardicillizn x= f(x)
tonliyinin yegana kokiine yigilir. Xiisusi halda, f(X) funksiyasinin [a, b]
parcasinda f'(x) toromosi varsa vo |f’(x]£ K <1 sorti ddonarse, bu halda

inikasin s1xan olmasini alariq.
Tutag ki, F(x)=0 soklindo tonliyin hollinin varligi mosolosini

dyronmak tolob edilir. Forz edok ki, F(a)<0, F(b)>0, 0< K, <F'(x)<K,
sortlori 6donir. Komokgi f(x)=x—AF(x) funksiyas: daxil edok. Bu halda
f(x)=x vo F(x)=0 tonliklori eynigiiclii tonliklor olar. f'(x)—1=AF'(x)
oldugundan 1- 4K, < f'(X)Sl—lKl. A parametrini segmoklo tonliyi ardicil
yaxinlagma iisulu ilo holl etmok olar.

22.3. Sixilmis inikas prinsipinin xatti tonliklor
sisteminin hallina tatbiqi

n ol¢iilii fozan1 6ziino inikas etdiron vo asagidaki qayda ilo toyin
edilmis A operatoru toyin edok:

ZauxJ +b (i=12,..,n) (1)
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Ogor A operatoru sixan operator olarsa, onda Ax =X tonliklor sisteminin
yegano holli olar vo bu halli ardicil yaxinlagma tisulu ilo tapa bilorik. Ona goro
doa A operatorunun sixan olmasi sortlorini tapmaq lazimdir. Bu sortlor baxilan
fozada mosafonin hansi tisulla toyin edilmosindon asilidir. Asagidaki hallara
baxagq:

a) Forz edok ki, mosafo p(X, y) = maX|Xi - yi| kimi toyin edilir. Onda alariq:

1<i<n
n
Z%M—%F
j=1

ply',y")=max|y; - yj| = max

n
< max ,Z_;‘aij X — x'l" < max Zj:‘aij‘m?x|x{ - x| =

- (m?x jzn;‘aij ‘jp(x’, X")
ogor
azzn:‘aij‘<l, i=12,..,n (2)
olarsa, A operatoru sixan operj;:or olar.
b) Forz edok ki, masafa p(x,y)= i|xi - yi| kimi toyin olunur. Bu halda aliriq:
i=1

n

ply'y")=2lyi - vil= Z _

ogor
n
i=1

olarsa, A operatoru sixan operator olar.
12
v) Ogor moasafo p(X, y) = [Zn: (Xi -V, )Zj kimi toyin olunarsa, Kosi-
Bunyakovski barabarsizliyindalll:ilstifads edorak, alarq:
AVAUE 2(2‘% (le — X j < [Zn;ilaﬁjpz (X', x")
i=1\ j= i=1 j=

ogor
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n n

> >af<1 (4)

i=1 j=1
olarsa, onda A sixan operator olar.
Belaliklos, alirirq ki, (2)-(4) sortlorindon hor hansi biri 6donarss, onda

n
i1

tonliklor sisteminin yegana halli vardir vo bu halli ardicil yaxinlagsma tisulu ilo
tapmagq olar.
Bels ki, hollo ardicil yaxinlagsmalar asagidaki kimi qurulur:

burada

x0) :( 1(0), xg"),..., Xr(10) ) olaraq R" fazasinin istonilon ndqtosi gotiiriilo bilor.
(2)-(4) sortlorindon heg biri ardicil yaxinlasma tisulunun totbiq edilmasi
ticiin zoruri deyildir.
Qeyd edok ki, agor A operatoruna uygun Haii H matrisinin elementlori

‘aij‘ < 1 sortini 6doyarsa, bu halda (2)-(4) sortlori 6donir vo ardicil yaxinlagsma
n

iisulu totbiq edilo bilor. Dgor [ z% olarsa, bu halda (2)-(4) sertlorindon heg

biri 6donmir.

22.4. Birinci tortib diferensial tonliklor iiciin Kosi
masalasinin hallinin varhg: vo yeganaliyi

Birinci tortib adi diferensial tonlik {i¢iin Kosi mosalosing baxagq:

Yo t(xy) )
y(%)=Yo )
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Forz edok ki, f(x, y) funksiyas1 miistovi tizerindo (XO, yo) ndqtosini 6z
daxilindo saxlayan G oblastinda kosilmoz funksiyadir vo bu oblastda y
doyisoning nazoron Lipsits sortini 6dayir:

£ (% y2) = (2 <My, -y

Sixilmig inikas prinsipini totbiq etmokls isbat edocoyik ki, hor hansi
[X—Xy|<d pargasinda (1) tonliyinin (2) baslangic sertini 3doyon yegano
y= go(x) holli vardir.

Moalumdur ki, (1)-(2) mosaloasi asagidaki inteqral tonliys ekvivalentdir

X
o(x)=yo + | f(t.o(t))dt (3)
X0
f (X, y) funksiyasinin miioyyon G’ G oblastinda kosilmozliyino asason
| f (x, y)| <K, (XO, yo) e G'. d odadini elo segak ki, asagidaki sartlor 6danilsin:
1) (x,y)eC', agar [x—xo| <d, |y — yo| < Kd
2) Md <1

C” ilo |X—X0|£d par¢asinda toyin edilmis, ¢(X)—y0|£ Kd sortini 6doyan

gp(x) kasilmoz funksiyalar fozasini isara edok, belo ki, mosafo
p((Pl! (”2) = m)?x|¢1(x)_ ») (X]

kimi toyin edilir. C* tam fazadir vo [x,—d,%, +d] parcasinda kesilmoz

funksiyalardan ibarat fozanin qapali altfozasidir.
Bu fozada y = Ag operatoru toyin edok, belo ki,

X
v(9=yo + | Tl oot
X0
burada [x — x| <d.
Bu operator C” tam fozasini dziino inikas etdirir vo sixilmis inikasdir.
Dogrudan da, istonilon ¢ €C”, |X — x0| <d {giin yaza bilorik:

X

J fltolt)lt

X0

w(x)=yo| = < Kd

Buradan A(G*)c C”. Buradan slava,

b)) < [ ) 1 (6 gl <

X0

< Md maxi () ¢, )
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Md <1 oldugu ii¢lin, A operatoru sixan operatordur. Buradan aliriq ki,
@ = A@ tonliyinin C" fozasinda yegans halli vardir.

22.5. Sixilmus inikas prinsipinin integral
tanliklars tatbiglori

a) Fredholm tonliklori. Indi iso sixilmis inikas prinsipinin ikinci név
geyri-bircins Fredholm tipli inteqral tonliklorin hollinin varligi vo yeganaliyi
mosalasing tatbiqini gostorak.

()= A[K(x,y) (y)y + olx) 0

inteqral tonliyi ikinci ndv qeyri-bircins Fredholm tonliyi adlanir. K(X, y)
inteqral tonliyin niivasi, go(x) sorbast haddi, A— kompleks parametr, f(X) iso

axtarilan funksiyadir.

Gostoracayik ki, sixilmis inikas prinsipini yalmiz A parametrinin
mioyyan kigik qiymatlarinda totbiq etmak olar.

Forz edok ki, K(x,y) vo ¢@(x) funksiyalan a<x<b, a<y<b

parcasinda kosilmoaz funksiyalardir. Onda |K(X, y)| <M. C[a,b] tam fozasinda
tosir edon g = Af operatoru toyin edok, bels ki,

b
9(x)=2[ K (%, y)f (y)dy + p(x).
Onda yaza bilorik:
P91, 02) = mex]g,()- g,(x) <
<[AM(b-a) m[ax]| f,(x)— fo(x)

xe|a,b

Ogor |/1|M(b—a)<1, yani |/1|< v ! sorti 0donarso, onda A operatoru

(b-a)
sixan operator olar.

Bu halda sixilmig inikas prinsipindon aliriq ki, A parametrinin

|ﬂ|< sortini  Odoyon qiymatlorindo Fredholm tonliyinin yegano

1
M(b-a)
kosilmoz halli vardir. Bu hollo f (X), fl(x), f, (x),..., f, (X),... ardicil
yaxinlagsmalar1 asagidaki sokildodir:

£, (0)= A [ K y) sy )y + 9()
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Burada baslangic f, (X) funksiyasi olaraq istonilon kosilmoz funksiya gotiiriilo
biler.

b) Volterra tonliklori. indi iso ikinci ndv geyri-bircins Volterra tipli
inteqral tonliklors baxaq:

£ ()= 2] K (5, Y)1 (y)dy + () @

Goriindiiyli kimi burada Fredholm tonliyindon forqli olaraq inteqralin
yuxari sorhaddi X doyisonidir.

Ogoar (2) tenliynin K(x, y) niivesini Yy > X qiymatlori ii¢lin K(X, y): 0
kimi toyin etsok, bu halda (2) tenliyini Fredholm tonliyina gotira bilarik.
Yuxarida gordiik ki, bu halda Fredholm tonliklorinin yalniz A parametrinin
kicik giymatlorinds hollinin varligini hokm eds bilorik.

Amma sixilmig inikas prinsipinin asagida gostorilon imumilogmasindon
istifado etmoklo, gostormok olar ki, Volterra tonliyinin A parametrinin
istonilon qiymaotindo holli vardir.

Teorem. Forz edok ki, A kosilmoz operatoru tam R metrik fozasini
0ziins inikas etdirir vo onun hor hans1 B = A" daracasi sixan operatordur. Onda
A operatorunun yegano torponmoz ndqtosi vardir, yoni AX =X tonliyinin
yegana holli vardir.

Isbat. Tutag ki, x—B operatorunun torponmoz noqtesidir, yoni
Bx = x. Onda alariq:

Ax = A(Bx)= AB?’x =...= AB*x =B"Ax=B"x, - X,
(k > oo tigiin), ¢linki B sixan operator oldugu iigiin istonilon X, € R ndqtosi

uclin BXO,BZXO,...,BKXO,... ardicilligt X torpanmoz ndqtosine y1gilir. Noticado

AX =X alirgq.
Bu torponmoz noqto yeganodir, ¢iinki A operatorunun hor bir

torponmaz noqtosi eyni zamanda A" operatorunu da torpanmoz ndqtosidir.

Teorems gora iso B= A" operatorunun yalniz bir torpanmoaz ndqtasi ola bilar.
Indi gostarak ki,

Af = 1} K(x,y)f(y)dy + ¢(x)

operatorunun har hans1 deracasi sixan operatordur.
Tutag ki, f,(x) ve f,(x) funksiyalari [a,b] parasinda kesilmoz
funksiyalardir. Onda

X

|Afy (x) - Af,(x) = WJ.K(X’ yXfu(y) - f2(y)dy| <

<|AM (x —a)max| f,(x)— f,(x)
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burada
M = max |K X, Y)

x,yela,b]
Eyni qayda ilo alariq:
2 2 2 (X — a)z

421,00~ A2 1,0] <[ M? X 2  ma 1) 1,0

Umumiyyatla, istonilon n natural odadi iigiin yaza bilorik:
n
A" () A", (x) <" wn x=a)f na) m<|A" M“(b_nf‘) m,
burada . '
m = max] f,(x)— f,(x)
xela,b]

A adadinin istonilon qiymatindo n adadinin els boylik sec¢o bilarik ki,

PIIVRLC na) <1

olar. Bu halda A" operatoru sixan operator olar. Ona géro do Volterra
operatorunun yegano torpanmoz noqtasi olar. Buradan iso Volterra tonliyinin

A -n1 istonilon qiymatinds yegana hallinin oldugunu aliriq.

22.6. Sixilmis inikas prinsipinin tatbiqlorins aid
masala halli niimunalari va tapsirqlar

1. {0,%} parcasinda verilmis f(x)=x2 funksiyas: ilo toyin olunan

inikas sixan inikasdirmi?

Holli. ©vvalca geyd edok ki, bu funksiya {0,%} parcasi 0z daxiling

inikas etdirir. Gostorok ki, bu funksiya sixan inikasdir. Tutaq ki,
verilmis parg¢anin istonilon noqtaloridir.

P(f (X1)1 f (Xz))z ‘Xlz - Xg‘ = |X1 + X2||X1 - X2| <
2
< QX1| + |X2|)P(X1a Xz) < gp(xl’ Xz)

a= 2 <1 oldugundan inikas sixandir.

2. Gostorin ki, f(x)=4x—4x? funksiyasi [01] pargasini 6ziino inikas

etdirir. Bu funksiya vasitasils toyin olunan inikas sixandirmi?
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f(x)=4x(1—x) oldugundan xe[01] tigiin f(x)>0. Digor

Holli.
(2x ~1F <0 olmasindan f (x)<1 ahmr. Demoli, f(x)

torofdon  f(x)—1=—
[0.1] pargasim 6ziine kegirir,

X =0, X, = % néqtolori gotiirok. f(x)=0, f(x,)=1 oldugundan
1
(1) 10)=1> £ = o )
Buradan baxilan funksiyanin sixan inikas olmadig1 goriiniir.

3. [1,+oo) yarimoxunda toyin edilmis f(x): X+1 funksiyas1 sixan
X

inikasdirmi?
Holli.
p(f(Xl),f(Xz) —|f X1 Xz}-

XX, =1 olmasindan
p(f(x), )< plx, %)

alinir. Buradan inikasin sixan olmasi ¢ixmir. Ciinki X;X, hasili kifayat qodor

boylik oldugda 1- L ifadosi vahides kifayst qodor yaxin adad olur vo o <1
X1X;
1
se¢mok olmur (a 1- —J
X1 Xo

4. f:(xy)—(u,0) belo ki,
{u =0,7x+0,8y

v=0,2x-0,05

inikas1 miistovini 6ziina ¢evirir. Miistoviya
a) RZ b) R’ fozas1 kimi baxdigda bu inikasin sixan olub olmadigim yoxlayin.

Holli. a) M, =(0,0), M, =(10,10) néqtolari gatiirak.

3
N, = £(M,)=(00), N, = f<M2>=(15,5}

p(M,M,)=+200, p(Nl,N2)=1/225+%

Goriindiiyii kimi
p(f(My), (M2))> p(M;, M)
Yoni R fazasinda bu inikas sixan deyildir.
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b) My(x,¥;) My(X,,y,) gotiirok. N,(uj,0r), N,y(Up,0,) onlarin R? fazasinda
obrazlari olsun.
p(f(My), £(M,))= p(N;,N,)= Uy = Uy| +[oy — 0y =
=[(0,7% +08y;)— (0,7, + 0.8y, ) +
+/(0,2% —0,05y;)—(0,2x, — 0,05y, ) =
= |O,7(X1 - X2)+ 0’8(3/1 - Y2X +
+[0,2(% — %)~ 0,05(y; — ¥, ) <
< 0,9|%, — Xo|+0,85]y; — Y| <
< 0’90)(1 - X2| + |Y1 - Y2|): 079/7()(1, Xz)
a =0,9 <1 oldugu tg¢iin inikas sixan inikasdir.
5. Gostarin ki, Xx=3/x+2 tonliyini ardicil yaxinlagma iisulu ilo hall
etmok olar vo onun kdkiinii 0,01 doaqiqliklo hesablayin.
Holli. f(x)=3/x+2 gotiirok.
flx)=— 2 <1

R(x+2)F 3 y

oldugu iigilin funksiya [0,2] parcasini 0ziina inikas etdirir.
f,(x)=x, f,(x)=3x+2. Gorindiiyii kimi

tonliyin kokii [0,2] parcasi daxilindo f,=
3/
yerlosir. ol f 2 TVX+ 3
X, =1, % =%/3=1,442, x, =3/1,442 =1510, /] ! |
3 | | X
X; =3/1,510 =1,520, x, =1,521. Buradan 2

X =1,52-nin 0,01 daqiqlikls tonliyin halli

olmasin alirq.
6. Isbat edin ki, miisbot a ododinin kvadrat kdkiiniin tapilmast iigiin

baslangic yaxinlagmanin istonilon X, > Ja qiymatindo

1 a
Xn = 5 Xn—l + X_
n-1

diisturundan istifada etmak olar.

Holli.
1 a
fix)= = x4 2
(x) 2(X+x)

funksiyasini gotiirok. Bu funksiya [\/5 ,+oo) tam metrik fozasini 6ziino cevirir.
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-2

o1 5) £ )= 105)= 1) = e -2

x, >~/a, x, >~/a oldugda O<l—i<l.0nag6r9 do
XX,

PlE(0).1(0)) <3 pl,30)

a= % <1 oldugu ii¢iin bu funksiya ils aparilan inikas sixan inikasdir. Ona goro

do Banax teoremino goro X = %(X + E) tonliyinin yegana halli vardir. X = Ja
X

tonliyinin hollidir.
7. Isbat edin ki, asagidaki sokildo {xn} zonciri kosrlor ardicilligi

y1gilandir vo onun limitini tapin.

2,2+l, 2+;
2 1

24+ — ...
2

Holli. Verilmis ardicilligr rekkurent

X =2, X, =2+

diisturu soklindo yazmaq olar. Onda
1

2+i

Xn72

X, =2+

miinasibatindon alariq:
X, < > X, _§,....,xn <2 (vn>1)
2 2 2
Eyni zamanda x, >2 (n>1).
{2,%} parcasin1 Ozlino inikas etdiron f (X) =2+ 1 funksiyasini
X

gotiirak:

p(f(x), £(y)=[f(x)-f(y)=

< glx=yl=7pxy)
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o= % <1 oldugu tg¢iin bu funksiya sixan inikasdir vo onun yegana torpanmaz

X noqtesi vardir vo bu noqts X= 2+1 tonliynin hollidir. Buradan
X

X =1++/2 aliriq.
8. Isbat edin ki, asagidaki rekkurent diisturlarla verilmis ardicilliglar
y1gilandir vo onlarin limitlorini tapin.

= Xn_l :1 ' b = Xn_l :—5 '
D x5 (=D =5 (=)
5+x2,
=2 % (y —5),
V) Xn 2Xn71 (XO )

9. Biitiin odod oxunu 6ziine inikas etdiron f(x)= % + X —arctgx inikasi
sixan inikasdirmi? Onun torpanmaz ndqtosi varmi?
10. f:(x,y)— (u,v) belo ki,
u=0,2x+0,4y+7
v=-0,3x-0,6y-15

inikasina miistovinin 6ziins inikas1 kimi baxildiqda asagidaki metrik fozalarda
onun sixilmis inikas olub-olmadigini gostarin.

a) RZ; b) R?; v) R2.
11. [3400) intervalim 6ziino inikas etdiron f(X):3+1 sixilmig
X

inikasdirmi1?
12. ©dod oxunu 6ziina inikas etdiron f(x)=sinx sixilmug inikasdirmi?
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XXI111 FOSIL
OPERATORLAR QRUPU VO YARIMQRUPLARI

23.1. Operatorlar yarimqrupu, onlarin bazi xassalori. Hille-losida teoremi

Molum oldugu kimi t>0 hoqigi doyisonindon asili olan vo
f(0)=0, f(t+u)=f(t)- f(u) funksional tonliyini &doyan hogigi vo ya
kompleks qgiymotli nisboton on iimumi kesilmez funksiya f(t)=exp (ta)
soklindo iistlii funksiyadir. indi tutaq ki, X hor hansi banax fazasidir vo {T (t)},
0 <t <o bu fozada toyin olunmus xatti mohdud operatorlar ailssidir.

Torif. Ogor {T(t)} operatorlar ailosi

1. istonilon t,s €[0,0) iigiin T(t+s)=T(t)-T(s),

2. T(0)=1, (1 =X fozasinda vahid operatordur),

3. istonilon xeX iigiin T(t)x t doyisenino gore [0, ) intervalinda
kasilmazdir.

sortlorini 6dayirse, ona giiclii kasilmaz operatorlar yarimqrupu deyilir.

Asagidaki qayda ilo toyin olunan A operatoruna T(t) yarimqrupunun
doguran operatoru deyilir.

Ax — lim QX=X

A—0

(1)

A operatorunun toyin oblasti D(A) elo x e X elementlorindon ibaratdir ki,
homin elementlor {igiin (1) borabarliyinin sag torofindoki limit olsun.
Gostormok olar ki, A xotti operatordur vo D(A) X fozasinda hor yerde six

coxluqdur, yoni D(A)= X.

Qeyd olunmus t > 0va istonilon X € X {igilin asagidaki inteqrala baxaq:

y = f;T (r)xdz, (integral Riman monada basa diisiiliir).

Bu gayda ilo toyin edilmis y elementlori {igtin (1) limitinin oldugunu gostorak.

T (A)y —y= J;T (A + T)Xd T— J;T(T)Xd T= J:AT(T)Xd T— ET (r)xd T=

= J'HAT (r)xd7 - _[OAT(T)Xd T= I()AT(t +7)xd7 — jOAT(z')Xd T

0

oldugundan
T(A)y—y:I()A[T(t+T)—T(T)]XdT. (2)

Digar torafdon istanilon X € X {igiin alariq:
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T(t) yarimqrupunun sifir  noqtasinds  kasilmazliyini nozoro alarag bu
barabarsizliyin har tarafinds A — 0 sortinda limita kegsok

IAIToHiIOA [T (z)x—x]dz

< sup | T(r)x- x||-1j0Adr =sup | T(r)x—x|
0<7<A A 0<7<A

=0.

oldugunu alariq.
(2) boraborliyinin har iki torofini A -ya bolib A — 0 sartinds limito kegsok
alariq:

lim M:T(t)x—x

A—0

. . Tt)x—x . e
Belalikls, y soklinds elementloar iigiin % nisbatinin limiti vardir,

yoni  yeD(A) . Beloliklo, % [T(c)xdr soklinda elementlor do D(A)
coxluguna daxildir. Digar torafdon
lim }j;T(r)xdr:X

t—0 t
oldugundan istenilon x € X elementini bu gayda ilo tayin olunan elementlorin
limiti kimi gostermok olar. Bu iso D(A) coxlugunun X -da six olmasi
demokdir. (1) barabarliyindon goriiniir ki, istonilon t >0 ti¢iin

im T(t+A)x=T(t)x _

A—0

A-T(t)x=T(t)Ax.

Basqa sozlo,

Buradan aliriq ki,

dn

g (T(t)x)=A"T(t)x.

Bu borabarlik  yarimqrupun D(A) coxlugunda istonilon  tortibdon

diferensiallanan oldugunu gostorir. Tabii olaraq hansi A operatorlarinin no
zaman kasilmoz yarimqrup amals gatirmasi suali ortaya ¢ixir.

470



Teorem 1. Tutaq ki, A X Banax fozasinda tosir edon Xxotti mohdud
operatordur. Onda

, te(O,oo)

operatorlar ailasi giiclii kasilmoaz yarimqrup toskil edir vo t — 0 sartinda
[T@®)-1]-0, ©)

Vo A, T(t) yarimqrupunun doguran operatorudur. Oksina, oger T(t) giiclii
kasilmoaz yarimqrupdursa va (3) sarti 6donirsa, onda onun doguran operatoru A
X fozasinda xatti mohdud opeartordur va T(t)=e".

Isbati. Miisbot N vo M odadlori iigiin

N+M n N+M t"
g [ I
n=N n! n=N

o n
oldugundan )| (—') siras1 miintoZzom operator topologiyasina goro T(t):etA
n=0 N!

operatoruna yigilir. Qiivvat siralari iiclin dogru olan
@ x_” ® y_n & (X +y)p
(ngo n! j(mga m!} ,;; p!

barabarliyindon yarimqrupun 1-ci xassasinin dogru oldugunu aliriq.
Aydindir ki, T(O) =1.

||T(t)— |||:‘n_1 - ‘_ > ”A” —elM _q
borabarsizliyinds t — 0 sortinds limits kegsok
[T®)-1]—0
alariq.
Analoji Gisulla t — 0 sortindo
tn—l

Cl<eae o

[T()-Al<

oldugunu aliriq. Bu iso A-nin T(t) yarimqrupunun téradici operatoru oldugunu
gostarir.
Oksini gostormak tliclin x € X, t >0 iigiin
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B(t)x :% [T (s)xds

isars edoak.
(3) barabarlityindon ¢ixir ki, t — 0 sartinds

[B)x ] = |1 T (5)- 1] | < T (s)-1ds-| x| -0,

Xiisusi halda, B(t)— I || < %, 0<t <o oldugda

B(t)=1+[B(t)-1]

borabarliyindan

B(t)3(-1)" [BH)-1T

n=0
oldugunu vo B‘l(t)-nin mohdudlugunu aliriq.
Tutaq ki, A T(t) yarimqrupunun térodici operatorudur. Y = D(A) isaro edok.
(Bu coxluqda ||X||Y = ||AX ||+||X||, Xe D(A) normast toyin edilmisdir. B(t)
operatorlart X -don Y -o kasilmoz tasir edon operatorlardir. A mohdud operator
oldugundan A-B(t) do (0<t <)X -don Y -5 kesilmaz tesir eden operatorlar
olar. Onda istonilon x € X tiglin

x| = |tt) B (0 | < a8 1) |5 I

aliriq. Bu iso A-nin mohdud operator oldugunu gostorir.

Teorem 2. (Hille-fosida). A operatorunun sixan vo giiclii kesilmoz
yarimqrupun doguran operatoru olmasi iiglin zoruri va kafi sort A-nin hor yerdo
six ¢oxlugda toyin olunmus qapali operator olmasi vo istonilon

2>0, Ae p(A) iigin H/I(M - A)_lu <1 olmasidur.

Isbati. (zorurilik). x e D(A) gotlirok. Onda

& o tim TEE=TO) ey TO= )
dt h—+0 h h—+0 h
Ona goro do T(t)[D(A)]= D(A) va
4+
dt
Belaliklo, t >0 oldugda D(A)= X ..

T(t)x=AT(t)x=T(t)Ax, xe D(A).
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h—+0 —+0

%T(t)x= lim %&_h)x:hﬁm T(t—h)[T(hg_l]x:T(t)Ax = ATX.
Demali x € D(A) oldugda T(t)x e C*(R,, X) vo
T(t)x—x= j;%T(s)ds =[, AT (s)xds =[; AT (s)xds =, T (s)Axds (4)
T(t)x—x=A[T(s)xds, xeX. (5)

Gostarak ki, A gqapali mohdud operatordur.
Tutag ki, x, € D(A), X, Vo AX, =Y, n—w.
Onda (4) barabarliyina gora

T(tz_ ! X, = %j(;T(s)Axnds

olar. ©gar bu barabarlikds n — o olmagla limits kegsok

T(t)-1
t
alariq. Alinmis bu barabarlikds t — oo sortinds limits kegsok alariq:

. T(t)-1 .1
Ax=Ilm%xilm)EﬁT(S)yds:y.

t—>+0

X :%j;T(s)yds

Basqa sozlo, X e D(A), Vo Yy = AX.Yani, A gapali operatordur.

Qeyd edok ki, 4 >0 iigiin e “T(t) torodici operatoru A— Al olan sixan
va C, sinfina daxil olan yarimqrupdur.
(5) borabarliyini nazars alsaq

—e Tt +x=(A-A)fe ™ T(s)xds, xeX

—e " T(tx+x=[eT(s)(A—A)xds, xeD(A).

t — oo sartinds limits kegsok vo A-nin gapali oldugunu noazaro alsaqg, onda
["e*T(s)xds e D(A) Vo

x=(A-A)"e”T(s)ds, xeX,
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x=["eT(s)(Al — A)xds, xeD(A)
Belolikla, A€ p(A) vo
(A=A y=["e*T(s)yds, yeX, >0 (6)
Buradan
H(/il ~A)'y H <[e || T(s)]y|ds < @
ye X va A >0 lgilin teoremin zaruriliyi isbat edildi.

Kafilik. ©vvalca geyd edok ki, ager C vo D sixan va C; sinfina daxil olan
ut) wvo V() yarimqruplari amalo gotiriss, belo ki,
U(t)V(s)=V(s)U(t), s,teR,, onda

JU()x—V (t)x| <t|cx—DX] . -
A =AM =A) T =2(1IA-A) = F(1a-A) - A
isars edok.
oo

e exp (mZH(M -AY| )s 1,t>0, 120

exp (mz (Al - A)’lH =

boraborsizliyinden aliriq ki, €" yarimqrupu giclii kosilmoz sixan
yarimgqrupdur. Istonilon x € D(A) iigiin
lim A x = Ax
A—©
oldugunu gostorok.
Ogar g e D(A) olarsa,

A —-A)g—(U-A)Ag =g,
(U1-A'Ag >0, 1o
Onda A —>oo sortinda ﬂ,(ﬂ,l — A)_l‘g —d. D(A): X oldugu {giin olar

lim A(AA—1)" g = g . Buradan

A—0
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Ax=2A - A AX — AX, A —>oo0.

Aim A x=AX.
Ogar (7) berabarsizliyinds C=A,, D= A, gbtiirsok,
e —e™|<t|Ax-AX >0, A u«o.

istonilon x € D(A) vo qeyd olunmus t iigiin

T(t)x = lime®x, xe D(A)
kimi toyin edok. Gostormok olar ki, [T(t)<1 . Eyni zamanda
T(s)-T(t)=T(s+t) vo T(0)=1 sortlori 6donir. x € D(A)oldugda

T(t)x—x=lim e®x—x= lim [[e* A,xds = [T (s)Axds (8)
oldugundan T(-)x istonilon x e D(A) R, oblastinda kesilmozdir. Beloliklo,
T(t) C, sinfina daxil olan sixan yarimqrup olur. B ilo bu yarimqrupun doguran
operatorunu isars edok. (8) borabarliyindon alinir ki, D(A)< D(B) v istonilon
Xe D(A) iciin Bx=Ax, yani AcB.

Teoremin birinci hissasino goro 1€ p(B), ona goro do 1e p(A) .
Buradan alinir ki, (1 —B)™ =(1 — A)". Diger torofdon, (I —A)" (1 -B)™ vo
hor iki operator X-da mohdud oldugundan A=B aliriq.

Teorem 3. Har bir yarimqrup 6z doguran operatoru vasitasilo birgiymatli toyin
olunur.

Isbati. Tutaq ki, T vo S C, sinfino daxil olan vo eyni doguran A operatora
malik olan yarimqruplardir. Istonilon x e D(A) vo t>0 iigiin

u(s)=T(s)S(t—s)x

toyin edok. Onda

du(s)
ds

=T(s)(- A)S(t—s)x+(T(s)A)S(t—s)x =0

Demali, u(s) funksiyasi [0,1] par¢asinda sabitdir. Ona gora do,
T(t)x=u(t)=u(0)=S(t)x
Bu boraborlik istonilon x e D(A) vo t >0 iigiin dogru oldugundan T=S aliriq.
Tutaqg ki, X=H Hilbert fozasidir. Ogar istonilon xe D(A) jitaii
Re(Ax, x)< 0 sorti 6donilorse, onda A dissipativ operator adlanr.

Teorem 4. Tutaq ki, A H Hilbert fozasinda tosir edan xotti operatordur va
asagidaki sortlor 6danilir:
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1. D(A)= X,
2. (0,00)n p(A)=0
3. A dissipativ operatordur.
Onda A operatoru sinfina giiclii kesilmaz yarimqrup amoalo gatirir.

23.2. Eksponensial funksiya va operatorlar qrupu.

Forz edok ki, A operatoru E Banax fozasinda tosir edon mohdud
operatordur. Onda torifa gora istanilon x e (—oo,0) igiin

2 n
ANy L Ly U (1)
2! n!

sirasinin komoayi ilo eksponensial funksiya toyin edo bilorik. Bu funksiya
normaya goro t doyisonine goro kosilmoez funksiyadir vo e%, e =elt*9A
borabarliyini 6dayir.

Tutaq Ki, u(t) t doyisonino nozoran kasilmoz operatorlar ailosidir vo
u(t+s)=u(t)-u(s) sertini 6dayir. Bu halda elo mohdud A operatoru vardir ki,
u(t)= e, u(O): | (1 — E Banax fozasinda vahid operatordur) oldugundan u(t)

-nin spektri 1 adadinin otrafinda yerlosir vo onun tgiin In u(t) operatoru tayin

nu(t)

I .
etmok olar. A= — isara edok.

Asanhigla gérmok olar ki, u(t) operatorunu ?j—l:: Au(t) diferensial tonliyinin

halli kimi do toyin etmok olar. A operatoru yarimqrupun doguran operatorudur
Vo

ax = lim )=
h—0 h
kimi toyin edilir.

2
u(t)x=x+tAx+%A2x+...+t—lA"x+...
! n!

Qeyd edak ki, doguran operator asagidaki teorem vasitasilo tam tasvir edilir.
Teorem 1. A operatorunun birparametrli kasilmaz operatorlar qrupunu doguran
operator olmasi ligiin zoruri vo kafi sort onun toyin oblastinin hor yerds six

olmasi vo spektrinin |Red|<@ zolaginda yerlosmosi vo onun R(1)

rezolventasinin 4| >w olduqda ||RA(A)|£ M(M|—a))_m, M >0 sortini

o6domasidir.
Isbat olunmusdur ki, bu halda
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1 y+io
u(t)x = a8 R, (A)dx )

soklinda toyin edilir vo |u(t)| < Me”sorti ddonilir. ©gor <0 olarsa, |u(t)<1,

yani yarimqrup sixan yarimqrup olur. Bu halda ||R(ﬂ)|£% (ﬂ>0) sorti

odonilir.

Qeyd edak ki, doguran operatora gors toyin edilmis yarimqrupla alageni
gostoron (2) borabarliyindon basqa asagida gostorilon miinasibatlor do
dogrudur:

L ut)x=lime™, burada A, =%[u(h)—l],

2. u(t)x=Linge"’~, burada 1, =-A1 - 2°R,(A),

n-1 tk K 1 t n-1 n
3. u(t)x=k2=(:)EA X+ (n—l)!J.O(t_T) u(r)A'xdr,
£y
4, u(t)x:lim[l—— j X.
k—>o0 k

23.3. Siiriisma tipli operatorlar yarimqruplar:

Yarimox Vo ya biitiin oxda toyin edilmis miixtolif sinif funksiyalar fozasinda
arqumentin siirligmasi amali ilo toyin edilmis yarimqruplara aid bozi misallara
baxag. Masalan, Lp(—oo, oo) (13 p <oo) fozasinda u(t) f (S): f(t +S) , —0<t <o

slirismo operatoru toyin edok. Bu operatorlar kasilmoz qrup teskil edir.
Dogrudan da,

u(t, +t,) f(s)= f(t, +t, +s)
ult) ult,) f(s)=ult) ft, +s)=ft,+t, +s)

miinasibatlorindon u(t, +t,)=ul(t,)-u(t,) almur.

Gostormok olar ki, u(t) operatorlar1 sixan operatorlaridir, yani
jut)<1.

Asanligla gostormak olar ki, siirlismo operatorunun doguran operatoru
diferensiallama operatorudur. Dogrudan da,
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Iim%[u(h)— 1]# =lim 2 [u(h)f - f]=tim FEFD= 1) (3”2_ fls)

h—0 h—0 h h—0

1
= f(s)

Baxdigimiz

1 1 1
AL = L)1)t =t 4n)- 15 Fa, 19

operatoru f(s) funksiyasinin birinci tortib ayrilmis fargini verir.

Bu operatorun n-ci doracasi n-ci tortib ayrilmis forq adalanan komiyyato
barabardir:

Af = hi 3 (1) 4C f (x+ kh) = h_ln.Anh £(s).
n=0
Bu halda asagidaki baraborlik dogrudur:
= 1" A} f(s)

f(s+t)=|higgr§m-T.

23.4. Unitar operatorlar grupu va yarimqruplari.
Stoun teoremi

Tutaqg ki, U H Hilbert fozasinda toyin edilmis unitar operatordur. Tarifo
gdro istonilon x,yeH igin (U(x) U(y)=(xy), Ju(x]=1,Uu™*=U", |4]=1
sortlori 6danilir, (A, - maxsusi adadlordir). U operatoru iigiin

U =[le**"dE,
spektral ayrilig diisturu dogrudur. Burada E  -vahidin ayrilisidir.
Istonilon tam n odadi iiciin

u=[

27ing
, € 7dE,

boraborliyi do dogrudur.
Onda tarifa gora istonilon t hagiqi odadi ti¢iin
U'=[e*"dE, (1)
operatorunu toayin edok. Bu borabarlik vasitasilo toyin olunmus {U‘} unitar
operatorlar ailasi asagidaki xassalora malikdir:
Uo _ |1 Ut’ us :Ut+s
Vo s —t sortindo U* =U".

Indi iso tors mosoloyo baxaq. Forz edok ki, Hilbert fozasinda
{Tt} (—oo <t< oo) xatti mohdud operatorlar ailasi verilmisdir, belos ki, asagidaki

sortlor 6donir:
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To=1,T,-T,=T,
Bu sortlori 6doyan operatorlar ailosi bir parametrli operatorlar qrupu adlanir.
Forz olunur ki, T, t parametrindon kasilmoz asilidir, yoni t — s sortindos T, har

+s 0

hans1 monada T,-o yaxinlasir (miintozom, giiclii vo ya zoif monada). Asagidaki

sual ortaya ¢ixir.
Hor hansi sonlu vo ya sonsuz intervalda U, unitar operatorlar qrupunu (1)
inteqral1 soklinda gostarmak olarmi?
Stoun isbat etmisdir ki, operatorlar qrupunun zaif kasilmozliyi sorti daxilinds
bu formada gostorilis miimkiindiir.

Ovvolco xiisusi hala baxaq. Forz edok ki, U, periodik funksiyadir

(Sadolik {iglin periodun 1 oldugunu forz edok). Onda U, =U,=1 ,
U, =U,-U =U,-I=U, olar.
Bu halda U, ii¢iin Furye sirasina oxsar sokildo

Ut — ieZn'intPn (2)

N=—o0

ayrilist dogrudur. Burada P, qarsilighh ortoqonal proyeksiya operatorlari

n

o0

ailosidir vo D' B, =1 sortini 6dayirlor. P, proyeksiya operatorlari

k=1
P, =["e?""U,dt ©)
kimi tapilir. Bu baraborliyi zoif monada basa diissok, istonilon f,g e H igiin
(Pf.g)=["e?™U,f, g)dt (4)

olar.
(4) boraborliyinin sag torofi mohdud bixotti formadir. Ona goro do (4)

boraborliyini 6doyan P, operatorunun varligir Hilbert fozasinda xotti mohdud

n

funksionalin timumi sokli hagqinda teoremdon alinir. P, operatorlar: simmetrik

operatorlardir vo ona gora U =U _, sorti 6danilir.

Pn* _ J‘;ebrint U_tdt _ _J‘()*le—Z;zinr U,dT _ fle—znint UTdT — Pn .

UsPn _ J‘;e—ZﬂintU dt = eZm’ns SS+1e—27zinr Ur _ ezm'nsPn (5)

S+t

Buradan aliriq:
P, m=n,

Pm Pn — J‘;efﬂrintutpndt — (:)l efbrint _627rint Pndt — {O
, M=nN.

Belalikls, P, operatorlarinin ortoqonal oldugunu aliriq.
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Indi iso P= iPn =1 oldugunu vo (2) ayrilisinin dogru oldugunu
Nn=—o
gostarak.
P vo Q=1-P operatoru proyeksiya operatorlaridir vo Q biitin P,
operatorlarina ortoqonaldir.

Dogrudan da istonilon f vo g elementlori igiin

[ e*™UQf,g)dt=(P,Qf,g)=0, (N=0x1%2,.).
Onda aliriq ki, (Uth , g) ododi funksiyasinin biitlin Furye omsallar1 sifra
borabardir. Onda hamin funksiya eynilikls sifra barabar olamlidir. Buradan
UuQ=0,Q0=U,UQ=0, P=1-Q=I
oldugunu aliriq. Onda

=3P

alariq. Bu boraborliyin har torofine U, operatoru ilo tesvir etsok vo (5)
borabarliklorini nazars alsaq
Ut — ieZﬂ'intPn
boraborliyini alariq.
oger {E, }-spektral ailosini E, = 3" P, kimi toyin estok, onda (2) barabarliyini
A

n<—
2z

integral forma
U, =[" e"dE, (6)
soklinda gostara bilarik.
Belaliklo, agsagidaki teoremi isbat etmis olurugq:
Stoun teoremi. Istonilon U, birparametrli operatorlar grupu ixtiyari f,g

elementlori ti¢iin (Ut f, g) funksiyasinin t parametrina gora kasilmaz oldugu
halda

U, =[" e"dE,
inteqral soklindo gostarilo biler. Burada E; — U, operatorlarina uygun spektral
ailodir.

23.5. Oz-6ziina qosma operatorlar qrupu vo yarimqruplari

{T.} (~oo<t<oo) bir parametrli operatorlar grupuna baxaq. Belo ki, bu

operatorlar unitar olmayan operatorlar ailosidir. Eyni zamanda yalniz t>0
ticlin verilmis vo
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T,=1, T,-T,=T,, (s=0, t>0)
sortlorini 6doyan yarimqruplara baxagq.

Qeyd edok Ki, oagor yarimqrupa daxil olan biitiin operatorlar tors
operatora malik olarsa, bu halda T, =T qobul etmoklo birparametrli

operatorlar qrupu alariq. Alinmig qrupa baxilan yarimqrupun geniglonmasi
(davami) kimi baxa bilorik. ©vvolco {A} mohdud simmetrik operatorlar

yarimgrupuna baxaq. A = A>>0 oldugundan biitin A operatorlart miisbat
2

operatorlardir.

2

Gostarak ki, hj (t): Iog(A f, f ): log

A f

2

funksiyas1 qabariqdir, yani

hj(S_”jg%(hj(s)mj(t)).

2
Dogrudan da,

2
IOQ[AS+t f, f]:%log[Asf,Atfj <%Iog[
2 2 2

funksiyas1 toyinolunma oblasti daxilindo yuxaridan mohduddursa vo ya
olgtilondirss, onda 0 kasilmoz funksiyadir.

Beloliklo, alariq ki, ogor asagidaki sortlor Gdonerse, onda (A f, )
funksiyasi t >0 giymatlarinds kasilmoz funksiyadir;
1) 0<t<1 oldugda |A[<C.
yaxud
2) (A f, f) funksiyasi t parametrino gora (0O¢1) intervalinda Slgiilondir.

Tutag ki, m>0 vo M — A operatorunun asagi vo yuxari sarhadloridir

2

A f
2

A, f

2

2
J@ger o(t) qabarig

Va

A=[" AdE, (t=0)
boraborliyi ilo 6z-6ziina qosma operatorlar yarimqrupunu toyin edok. B, t
parametrindon asil1 kasilmoz funksiyadir (miintozom y1gilma monada).
A =B, boraborliyi t=1 olduqda torifs goro dogrudur. Bu barabarliyin
(o 111

E,Z,g,... giymatlorinds dogru olmasi miisbat operatorun kvadrat kokiiniin

yeganaliyindon alinir. Parametrin t=% (k,n=1,2,...) giymatlorinds B, — nin
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kasilmoazlik xassasindon istifads etmoklo borabarliyin dogrulugunu ala bilarik.
Biitiin t >0 giymatlorinde A = B, oldugunu alariq. Bundan olave A, =B, =1 .

Belaliklo, asagidaki teoremin dogrulugunu gostormis olurugq:
Teorem (S.Nad, Hille). 1) va ya 2) sartlorini 6dayan istanilon mahdud 6z-6ziina
qosma operatorlar yarimqrupu

A=[" AdE, (0<m<M) (1)
soklinda gostarils bilor. Burada E; - spektral funksiyalar ailesidir.
Qeyd edok ki, Itirrol A=I1-E,.

Buradan aliriq ki, A, operatorunun t =0 noqtesinds kasilmozliyi yalmz E, =0
oldugda, yani 0-in A, operatorunun maxsusi adadi olmadig1 halda miimkiindiir.
Ogor bu sort 6danilorsa, onda (1) gostarilisini

A =[" e*dF, @

soklindo yazmaq olar. Burada {F,| spektral ailesi {E,} ilo F,=E,
boraboarliyi ilo baglidir.
A=[" tddF,  6z-6ziine qosma operatoru daxil edok. Ogor m>0 iss, onda A
mohdud operatordur. 4 >logM oldugda F,=1 oldugundan bu operator
yuxaridan mohduddur. Bu halda (2) gostarilisini

A — etA
soklinds gostormak olar.
Noticado A toradici operatoru A, vasitassilo

A:Iim%[Ah—l] 3)

diisturu ilo ifads olunur. Dogrudan da, agor f A operatorunun toyinolunma
oblastina daxil olarsa, onda

E(Ah—l)—A}f

2

= F e 1)

2
h dJF. 1] o

¢iinki h—0 sortinds inteqralalti funksiya sifra yaxinlagir. Ona gora do (3)
borabarliyinin sag tarofi A operatorunun genislonmasi oldugundan va hoar iki
torof simmetrik oldugundan, bu operator A ilo tist-listo diismalidir.

Qeyd edok ki, bu teorem ixtiyari normal operatorlar qrupu vo
yarimqruplart halinda S.Nad torofindon isbat olunmusdur. Hilbert vo Banax
fozalarinda imumi sokildo xotti mohdud operator yarimqruplari mixtolif
miialliflor torafindon Gyronilmis vo analizin eloco do ehtimal nazariyyasinin
miixtolif masalolorinds totbiglori verilmisdir.
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Operatorlar qrupu vo yarimqruplari, onlarin totbigi ilo bagli olan
E.Hillin “Funksional analiz i poluqrupp1”, M.1951 monoqrafiyasindan otrafli
sokilda tanis olmaq miimkiindiir.
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XXIV FOSIL
BANAX FOZASINDA DIiFERENSIAL TONLIiKLOR VO ONLARIN
HOLLI USULLARI

Banax fozalarinda diferensial tonliklor nazariyyssi miiasir funksional
analizin mithiim vo tothigi oshomiyyati olan sahslorindon biridir. Bu
nazariyyonin asaslart XX asrin ortalarinda Hille vo losida torafindon qoyulmus
Vo Banax fozasinda sabit geyri-mohdud operator omsalli diferensial tonliklor
t¢clin Kosi masalasinin hallinin varligi teoremlori isbat edilmisdir. Banax
fozasinda diferensial tonliklor {igiin  Kosi mosalosinin  halli  operator
yarimqruplar1 nozoariyyasi ilo slagolondirilmis vo inkisaf etmoys baslamisdir.
Sonralar bu nozoriyyo miistoqil todgigat istigamotine c¢evrilmis vo bu
istigamatdo fundamental naticolor alinmisdir. Baxilan masalalorin halli ti¢iin
Qalyorkin tisulu, forglor sxemi, kicik parametr iisulu, inteqral ¢evrilmolor iisulu
Vo digor metodlar islonmayas baslamigdir.

24.1. Mahdud operatorlu birinci tartib xatti tanliklar
1. Kosi masalasinin qoyulusu. Korrektlik. E Banax fozasinda

dx
i @
diferensial tonliyino baxag. Burada A E-do hor yerdo six D(A) toyin oblastina
malik xatti operatordur.
Toarif 1. (1) tonliyinin [O,T] parcasinda halli elo X(t) vektor-funksiyasina
deyilir ki, 1) istonilon te [0, T] ticlin X(t) funksiyasinin qiymoatlori A
operatorunun D(A) toyin oblastina daxil olsun; 2) istonilon te [0, T]
noqtasinds x(t) funksiyasmin x'(t) giiclii toramasi olsun; 3) t [0, T] biitiin
giymatlorinde x'(t)= Ax(t) tonliyi Sdonilsin. Aydindir ki, x(t) holli [0, T]
parcasinda kosilmoz funksiyadir.
[0, T] pargasinda (1) tenliyi iiciin Kosi masolesi dedikda tonliyin elo hallinin
tapilmasi basa diistliir ki, homin hall ii¢lin

x(0)=x, € D(A) ¥y
olsun.
Tarif 2. Ogor asagidaki sartlor 6donarss, bu halda (1)-(2) Kosi masalasi korrekt
qgoyulmus moasalo adlanir:
l. istonilon X, € D(A) tictin masalonin yeganas halli vardir,
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[I.  bu holl baslangic  verilonlordon  kosilmoz  asihidir,  yani
x,(0)—0 (x,(0)e D(A)) oldugda uygun x,(t) hellori istonilon t €0, T] iigiin
X, (t)— O sortini 5dosin.

Qeyd. A operatorunun sabit olmasi sartindon alinir ki, ogor Kosi masalasi
[0, T] parcasinda korrekt iso, onda mosalo biitiin [0, c0) yarimoxunda
korrektdir.

Hor bir X, € D(A) elementina qars1 Kosi masalasinin X(t) hallini qars1
goyan U(t) operatoru toyin edok. ©gor Kosi mosoalosi korrekt qoyulmussa,
onda U(t) operatoru D(A) goxlugunda toyin olunmusdur. Tonlik Xatti
oldugundan U(t) additiv, bircins vo kosilmoz operatordur. D(A)=E

oldugundan onu kosilmoazliys gora biitiin E fozasinda toyin olunmus xatti
operatora gadar genislondirmok olar. Alinmis operator da U (t) ila igara olunur.

U (t) operatorlari t(O <t< oo) parametrindoan asili yarimqrup toskil edir.

Asagidaki teorem dogrudur:
Teorem 1. Ogor (1)-(2) Kosi masalasi korrektdirsa, onda onun halli

x=U(t)x,, X, €D(A) 3)

barabarliyi ilo tayin olunur. Burada U(t) t >0 tg¢iin giiclii kosilmoz operatorlar
yarimqrupudur.
Bu hall x(t)=e"x, soklinda do gostorilir. e* operator-funksiyas

2
eM =1 +tA+%A2+...+A”+...

soklinda toyin edilir. Bu sira t-nin har bir giymotinds (t >0) normaya goro
yigilandir. Siranin har bir haddini giymatlondirmoklo

e

oldugunu almagq olar. ” -nin siranin comi soklinds giymotlondirilmasi nisbaton
kobud giymatlondirmadir. Bu giymatlondirme yalmz ||A| kemiyystinden asilidr

vo A operatorunun spektri nozoro alinmir. Asagidaki daha giicli toklif
dogrudur: Ogar A operatorunun spektrinin biitiin néqtalarinin haqiqi hissalori
o ododini asmirsa, onda

HeAtH <c-.e°t
giymatlondirmosi dogrudur. Daha doagiq giymatlondirmoalor A operatorunun
spektrindon asili olaraq tapilir.
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2. E-nin Hilbert fazasi oldugu hal.
Tutaq ki, %: Ax bircins tonliyino H Hilbert fozasinda baxilir. ©gor A 6z-

6ziino qosma operator olarsa A" = A, onda e” operatoru da 6z-6ziino qosma
miisbat-miioyyon operator olar. Ogor A=IiBolarsa, belo ki, B* = B 6z-6ziino

qosmadir, bu halda €™ unitar operator olar. Bu halda bircins tenliyin biitiin
hallorinin haqigi oxda moahdud olmas: tigiin zoruri vo kafi sort A operatorunu

iB (B* = B) operatoruna oxsar olmasidir, yoni A= Q(iB)Q_1 olmasidir. Burada
Q vo Q' mohdud operatorlardir. Amma biitin  hollorin 0<t <o

yarimintervalinda mohdud olmasi ii¢iin kafi sort A-nin spektrinin biitiin agiq sol
yarimmiistovida yerlosmasidir.

Hilbert fozasinda Lyapunov teoreminin iimumilosmosi olan asagidaki meyari
gostarmak olar:

A operatorunun spektrinin agiq sol yarimmiistovida yerlosmasi tiglin zaruri va
kafi gsort elo mohdud, 6z-6ziino qosma, miisbot-miisyyon W operatorunun

varhigidir ki, WA+ A"W operatoru moanfi-miioyyan olsun. Basqa sozlo desak, A-
nin spektrinin agiq sol yarimmiistovido yerlosmasi ti¢iin zoruri vo kafi sort
(WX, X) miisbat-miiayyan formasinin olmasidir ki, istonilon X(t) halli ti¢iin

%ﬁ:x)g_ﬂ(x,x) sorti 6donilsin. (3 >0).

3. Dayisan operator amsall bircins tanlikloar.
E Banax fozasinda % = A(t)x tonliyino baxag. Burada A(t) E Banax fozasinda

tosir edon mohdud operatordur vo t parametrindon kasilmoz asilidir. Bu tonlik
ti¢lin X(O): X, Kosi mosoalasinin yegana halli vardir vo bu holl asagidaki
integral tonliyin hallidir:
X(t)= X, + [, Ar)x(zr)dz

Bu tonlik ardicil yaximlasma iisulu ilo holl edilir. Tonliyin hollini x(t)=U(t)x,
soklindo gostarmok olar: Burada

U(t)=1 +f; A(r)dr+J'(; Ar)[; Alz,)dz, +.
Sirasinin comidir vo bu sira normaya goro yigilandir. U(t) operatoru Ugun
asagidaki qiymatlondirma dogrudur:

max | A(7)
||U (tmgetosmHA H
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()operatoruna P Altlu, u(0)= 1 Kosi moasolasinin halli kimi do baxmaq

olar.
t-nin hor bir giymotinds V(t)=U(t) mohdud tors operatoru vardir. Bu

operator

dd—\t/:VA(t), V(0)=1

Kosi masalasinin hallidir. Bu masalo avvalki masals ilo qosma olan masala
adlanir. ©gar daha timumi Kosi masalasine baxilarsa, yani t =0deyil, istonilon
t, noqtosine baxilarsa, onda baslangic sort x(t,)= X, olar vo bu halda Kosi

masalasinin halli x(t)=U@)U™t,)x =U(t.t,)x, kimi  yazlar.
U(t,t,)=U({)U™(t,) holledici  operator  adlamrr. =~ Bu  operator
U (t, S)U (S, z') =U (t, r) vo U (t, t) = | sortlorini 6doayir.

A(t)= A sabit operator olarsa, U(t,z)=e"""") olar. ©gor A(t)-nin miintozom
mahdud, yani ||A(t)| <M (0<t <o) oldugunu forz etsok, tonliyin halli iigiin

Xt} <e™ -[x(O)

qiymetlendirilmgsinin dogru oldugunu alariq.

—'|| t)

t~>oo

komiyyatino hallin eksponensial artma gdstoricisi deyilir.
Goriindiiyti k1m1 o <M . Biitiin halloro uygun o adadlorinin doqiq yuxari

. - - o InfU (t
sorhadino yitksok gosterici deyilir vo o kimi isara olunur. o, = lim ”t m
t—>o

diisturu dogrudur.
Tonliyin  digor bir xarakteristikasi moxsusi  gostorici  adlanan  vo

o' = !I_m M kimi isara edilon kamiyyotdir.
r,t,r—o -7

Tonliyin hor bir halli ti¢iin
x| < Nel o) It )| (E=t,)

dogrudur. Burada ¢ >0 istonilon miisbot odaddir vo N, - yalniz &-dan asilidir.
Yiiksok vo moxsusi gostoricilor arasinda o, < o* miinasiboti dogrudur. Xisusi
halda A(t) sabit operator oldugda bunlar barabar olur.
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4. Sabit operator amsalli geyri-bircins xatti tanliklar iigiin Kosi masalasi.

Tutaq ki, X -Banax fozasi, Aec L(X ) xatti kosilmoz operator, x, € X verilmis
element, f(t) giymotlori X fozasmna daxil olan, istanilon te[O,T] ticiin
kasilmaz funksiyadir. [O,T] pargasinda birinci tartib geyri-bircins tonlik ti¢iin
Kosi masalasine baxaq:

dx
E:Ax+f(t) (4)

X(to ) =Xo )

(4)-(5) Kosi masalasinin halli giymotlori X Banax fozasina daxil olan, istonilon
te[0,T] tigiin kesilmoz diferensiallanan elo x(t) funksiyasina deyilir ki, bu
funksiya (4) tonliyini eyniliys ¢evirsin va (5) baslangic sortini 6dasin. Bu halli
askar sokilds do yazmagq olar.

Owvalco forz edak ki (4)-(5) masalasinin X(t)hglli vardir. Bu halli (4)
tonliyindo yazaq vo alinmis eyniliyi e -ys vurag. Daha sonra bu beraborlikda
t doyisonini silo avaz etsok, alariq:

% e x(s)]=e*(s), s [0.T] (6)

(6) eyniliyini [O,T] parcasinda s doyisanino gors inteqrallasaq, alariq:
e Mx(t)=x, + [;e* f(s)ds @)

e ™ =(eAt )71 oldugundan (4) boarabarliyinin hor torofino e* operatorunu totbiq

etsok, alarq:

X(t)=e"x, + [ e f(s)ds (8)
Beloliklo, aliriq ki, agor (4)-(5) masalasinin halli varsa, onda bu hall hokman
(8) diisturu soklindo gostorilir. Bu, xiisusi halda (4)-(5) Kosi mosalasinin
hallinin yeganoliyini gostorir. Baxilan masalonin hallinin varligini gostormok
tgiin (8) diisturu ilo toyin olunan funksiyanin (4) tonliyini vo (5) sortini
Ododiyini gostormok lazimdir. Ogor (8) boraborliyini t -yo nazoron
diferensiallasaq vo bu zaman

d t  Alt=s t _ At-s
et (s)as)= 1)+ AL 1 (s)as ©

oldugunu nozoro alsaq, (8) diisturu ilo toyin olunan X(t) funksiyasinin (4)
tonliyini va (5) baslangic sortini 6dadiyini gorarik.
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Qeyd. (4)-(5) masalasinin hoallini gostoran (8) diisturunun sado qurulusa malik

olmasina baxmayaraq, adadi hesablamalar zamani e* soklinda operatordan
asil1 funksiyanin hesablanmasi va bu tipli ifadslorin inteqgrallarini tapmaq lazim
golir. Bunlar iso oldugca miirokkob hesablamalar tolob etdiyi {igiin (4)-(5)
mosalasinin halli tiglin basqa toqribi tisullardan istifado olunur. Bunlardan
bozilori asagida nozordon kegirilir.

24.2. Qalyorkin vo Furye iisullarimin tatbiqi

24.1-do baxilan (1)-(2) mosalasinin togribi hallini tapmaq ti¢lin
Qalyorkin tisulunu tatbiq edok.
Tutag ki, {o} elementlor sistemi X Banax fozasinda xotti asili

olmayan sistem, {i,} iss X~ fozasindan bu sistemlo biortogonal olan
funksionallar sistemidir.

P, = iz;x-,wi o &)

ortoqonal proyeksiya operatorlari daxil edak.
Forz edok ki, f(t) vektor funksiyasi ona yigilan Qalyorkin sirasina
ayrilmisdir:

()= 2Cth. G0 =(1 ) @

Eyni zamanda X, baslangic elementinin do ¢, sistemino nazeron siraya
ayrilmasini forz edok:

Xo = Z§0k¢k » Sok =<'!‘//k> (3)
k=1
Bu halda (2) vo (3) sortlorini
P f(t)— f(t), Px, = X%, n—o0

kimi yaza bilorik.
(1)-(2) Kosi masalasinin tagribi hallini

n
X ()= &0 (4)
k=1
soklinds axtaraq. Qalyorkin metoduna gora X, (t) funksiyasini tapmagq tiglin

dx
d_tn = I:)nAXn + I:)n f (t) (5)
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Xn |t=0 =P (6)

Kosi moasalasini aliriq.
24.1 yarimfaslinds alinmig naticaya gora (5)-(6) masalasinin yegans
hoalli vardir vo asagidaki diistur vasitasilo toyin edilir:

t
X, (t) =™ P %, + J‘eF’”A(t*S)Pn f(s)ds ©)
0
Forz edak ki, P, proyeksiya operatorlari
IRJ<C (8)
sortini 6dayilor. Onda (7) barabarliyindon aliriq:
max 0] K(T )[Rl + max £ ) ©

burada

e gt @4 —1}
«(r) { A

Alinmig (9) boerabarsizliyi (5)-(6) Qalyorkin sxeminin dayaniqli oldugunu
gostarir.
A operatoru mohdud oldugu iigiin vo (8) serti 6dendiyindon x(t) halli
ugun
lim Px(t) = x(t)
nN—o0
Bu halda (1)-(2) masalasinin (5)-(6) vasitasilo approksimasiya edilmasi sartlori
odanar.
Xiisusi halda, X — Hilbert fozasi olarsa, bu halda {g }={y,} tam

ortonormal sistem olar vo yuxaridaki sortlor 6donilor. Ogor A— separabel H
Hilbert fozasinda 6z-6ziino qogma tamam kosilmoz operator olarsa, onda {(pk}

sistemi olaraq A operatorunun moxsusi vektorlari sistemini gétiira bilorik. Bu
halda P,AP, matrisi diagonal soklinds olar va (4) ayrilismm & (t) emsallar

d
% = A8k +’7k(t)

ffk(o)z $or k=12,..,n
tonliklorindon tapilir. Burada A4, — A operatorunun moxsusi ododlaridir. Bu
gayda ilo biz malum Furye tisuluna galirik.
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24.3. Banax fazasinda farglar sxemi

24.1 yarmmfaslinds gostorilon (1)-(2) Kosi mosalasinin halli ii¢lin
asagidaki kimi forglor sxemindon istifads edilir. Tutaq ki, {kz}_,—[0,T]
par¢asinda miintozom sobokadir. A operatorunu miintozom yigilma monada
(normaya gors) A € L(X) operatorlar ardicilligi ilo approksimasiya edok.

Aydindir ki, elo C sabiti vardir ki, istonilon 7 tigiin

[Al<c (@)
sorti 6danir.
Asagidaki farglor sxemins baxaq:
Ut o) U _ p ) f(tse), te kel @
T
u(0) =% )

Forglor sxeminin approksimasiyasinin iimumi nazoriyyasina asason (2)-(3)
forglor sxeminin dayaniqli olmasi yoxlanir. (2)-(3) forglor sxemi agkar sokildo
hall edilir va onun halli

k-1
u(ke)=(1+7A ), ”ZO(' + A ) fl(k—s)] (@)
diisturu ilo verilir,
Buradan
k-1

Ju(kz)| < @+zC)" ||X0||+TS§)(1+TC)S max|| f (I (5)

alinq.
ogor

(L+7C) <(+7C) =(1+7C)r <€,

_ cT
Tki(1+ rC) < e -1
s=0 C

borabarsizliklorini nazars alsaq va (5) barabarsizliyini davam etdirsak, naticada

alariq:
CT

e 1
Jute) < x|+ ===l (6)

Sonuncu barabarsizlik (2)-(3) forglor sxeminin dayanigli vo yigilan oldugunu
gostarir.
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24.4. Kicik parametr iisulu

X Banax fozasinda ¢, |¢|< S kicik parametrindon asili birinci tortib
diferensial tonlik ti¢iin Kosi masalasins baxaq:

dx.
dt

= Ale)x, + f(t,e) (1)

Xel_o =a(e) (2)

Forz edok ki, A(g) operator funksiyasi, f(t,g) funksiyasi vo baslangic
sorto daxil olan a(g) funksiyalar1 £ =0 noqtesi otrafinda & doyigonino gora

analitik funksiyalardir, belo ki, bu funksiyalar tgiin asagidaki ayrilislar
dogrudur:

S A, f(te)=3 f (X, ale)= " ®
k=0 k=0 k=0

Bu siralardan har birinin p radiuslu dairs daxilinds yigilan oldugu forz edilir.

Yuxarida 24.1 yarimfaslindo gordiik ki, (1)-(2) Kosi masalasinin halli
asagidaki sokilda verilir:

x.(t)=e*ka(z) I e )ds (4)

Buradan gériiniir ki, X, (t) funksiyasi da & -a nozoron analitik funksiyadir vo
l¢| < p oldugda

(t)= éxk (t)e" ©)

yigilan sirast soklinda gostorilo bilor. Bu halli kigik parametr isulu ilo almaq
olar. Bunun tgiin (5) hallini (2) baslangic sartini nozars almagla (1) tonliyindo
yerino yazarag, & -un eyni doracalorinin omsallarimi boraborlosdirsok, X, (t)

omsallarim1 tapmaq Ug¢iin asagidaki rekkurent Kosi masalolori ardicilligini
alariq:

492



Qeyd edok ki, A, operatorunun daxil oldugu birinci tenlik ti¢iin Kosi

moasalasinin hallini arasdirmaq sads olarsa, bu halda ki¢ik parametr {isulundan
istifado etmok daha effektiv olur.

24.5. Qeyri-mahdud operator daxil olan tanlik ii¢giin
Kosi masalosinin Laplas ¢evirmasi
vasitasila halli

Forz edok ki, A operatoru X Banax fozasinda D(A)= X hor yerds six

toyin oblastina malik, qiymotlori X fozasina daxil olan funksiyalarda tayin
edilmis xatti qapali geyri-mohdud operatordur.
Asagidaki Kosi masalosine baxaq:

%:AX,O<t<+oo 1)
dt

X|t:0 = XO : (2)

(1)-(2) mosalasinin halli dedikde giymatlori D(A)-ya daxil olan elo miicarrad
X(t) funksiyas1 basa disilir ki, [O,+oo) intervalinda kosilmoz, (0,+oo)

intervalinda koasilmoz diferensiallanan, (1) tenliyi vo (2) baslangic sortini
O0domis olsun.

Holalik forz edok ki, (1)-(2) masalasinin halli vardir, hall yeganadir va
elo M >0, o sabitlori vardir i,

[x(t)] < Me®*. (3)

(3) sortini 6doyan, [0,4+0) intervalinda kesilmoz olan her bir x(t) funksiyasina
garst p kompleks doyigonindon asili, geyri-moxsusi inteqral soklindo toyin
edilon )‘(( p) funksiyasini qars1 qoyaq:

0

i(p):je‘p‘x(t)dt (4)
0
)_((p) funksiyasina X(t)-nin surati (yaxud tosviri), X(t) funksiyasma iso X(p)-

nin asli (orijinali) deyilir. (4) ¢evirmasine miicarrad x(t) funksiyasinin Laplas
cevirmasi deyilir vo

X(p)=L[x(t)] (5)
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kimi isars edilir.

Asanligla gérmok olar ki, Laplas ¢evirmasi Xotti ¢evirmadir vo (4)
geyri-moxsusi inteqrali Re p > @ yarimmiistovisinde miitloq yigilandir. Ona
gora do )_((p) funksiyasi bu yarimmiistavido toyin edilmis funksiyadir. Eyni
zamanda gostora bilarik ki, (4) geyri-moxsusi inteqralin1 formal olaraq p -ya
nozoren diferensialladiqdan sonra alinan inteqral da Rep >, > ® soklindo
istanilon yarimmiistavido p -ys goro miitlog vo miintozom yigilandir. Ona gors
do buradan alinir ki, )‘((p) funksiyasi Rep>® yarimmiistovisinds
diferensiallanan vo analitik funksiyadir. Hissa-hisso inteqrallama diisturunun
komoyi ilo gostarmok olar ki, x'(t) funksiyast [0,+00)-da kosilmoz funksiya iso
Va (3) sortini 6dayirse, onda X(t) funksiyasi da (3) sortini 6dayir vo

L[x'(t)]= p-x(p)-x(0) (6)

boraboarliyi dogrudur.

Isbat olunmusdur ki, x(t) funksiyas1 gostorilon sortlori 6dodikda X(p)
tosvirino goro X(t) funksiyasmni birqiymatli olaraq asagidaki formul toyin
etmok olar:

1 a+ioo
x(t)=— |e”x(p)d 7
0= [e"x(p)p ™
Burada integrallama istonilon Re p=a, a> o diiz xoatti boyunca aparilr.

Indi iso (7) formulundan istifade edorok (1)-(2) mosalosinin hallini
tapag. (1) tonliyinin hor tarafino Laplas ¢evirmasini totbiq etsok vo bu zaman
(2) sortindon va (6) barabarliyindan istifads etsok, alariq:

px(p)- L[AX(t)]= %,
A operatoru ilo L g¢evirmasinin kommutativ oldugunu forz etsok, yaza bilarik:
[A-p1]x(p)=—x
Forz edok ki, Re p> @ yarimmiistovisi A operatorunun rezolvent g¢oxluguna
daxildir. Onda A operatorunun

Rp(A)=(A-pI)™
rezolventasi vardir. Bunu nazars alsaq

X(p)=-{A~pI] % =R, (A
alariq. Sonuncu berabarlikden (7) formuluna osason x(t) funksiyasini toyin edo
bilarik
1 a+io
t
x(t)= - J'ep R, (A)x,dp (8)

a—ioo
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Belalikla, (1)-(2) masalasinin hallinin inteqral soklinda gostarilisini aldiq.

(8) diisturu ils toyin edilmis X(t) funksiyasinin baxilan masalonin halli
olmasi iigiin A operatoru mioyyan olava sortlori 6domalidir. Bu sortlor
mohdud operatorlarin giiclii kasilmoz yarimqruplar1 anlayisi ilo six baghdir vo
Banax fozalarinda diferensial tonliklor nozariyyasino hosr edilmis daha
milkommal monografiyalarda sorh edilmisdir. (mos. S.Q.Kreyn [24],
S.Y.Yakubov [8], A.A.Dezin [32]).
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XXV FOSIL
STURM-LIUVILL OPERATORUNUN SPEKTRAL NOZORIYYOSI
HAQQINDA

25.1. Sturm-Liuvill operatoru

Tutaq ki, L hor hansi fozada toyin edilmis xotti operatordur. Ly = Ay
baraborliyini 6doyon y # 0 elementi L operatorunun moxsusi elementi, 4 isd

operatorun moxsusi ododi adlanir.

Miihiim totbigloro malik olan on sads operatorlardan biri
2

d
=g )

soklindo operatordur. Burada q(x) miloyyon [a, b] parcasinda kosilmoz olan
haqiqi qiymsotli funksiyadir. L operatorunun toyin oblastt miioyyon
differensiallama sortlorini 6doyon vo [a, b] pargasinin uc noqtalorindo miioyyon
sortlori 6doyan funksiyalardan ibaratdir.

L operatoru li¢lin parcanin uc noqtalorindoki sorhod sortlori mosslon,
asagidaki sokillordo ola bilor:
. y(a)cosa +y'(a)sina =0,

y(b)cos B+ y'(b)sina =0.

1. y(a)=y(b). y'(a)=y'b).

Asagidaki sorhad masalasine baxaq:

Ly =-y"+d(x)y = Ay (1)
y(a)cosa + y'(a)sina =0, )
y(b)cos B+ y'(b)sina =0, @

(1)-(2) Sturm-Liuvill mosolosi adlanir. Ogor [a, b] pargast sonlu, q(x)
funksiyas1 iso bu parcada comlonon funksiya olarsa, Sturm-Liuvill masolosi
requlyar masalo adlanir. Oks halda, yani [a, b] parcast sonsuz olduqda, yaxud
q(x) funksiyast bu intervalda comlonon olmadigda Sturm-Liuvill maosalasi

sinqulyar masolo adlanir.
Qeyd edoak ki, daha iimumi

d dy
& P2 10y artely - (a=x=b) ®
soklindo ikinci tortib tonliklori do (1) soklino gotirmok miimkiindiir. Burada
p(x) vo r(x) funksiyalari [a,b] parcasinda miisbot funksiyalardir. Ogor p(x)-
in birinci tortib, p(x)-r(x)-in ikinci tortib kesilmoz toramosi oldugunu farz

etsok, onda
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=220, u=eetoley, =i

(X 1/2
-5 -

ovazlomolarinin kdmayi ilo (3) tonliyini (1) sokline gotirmok miimkiindiir. Bu
halda (1) tonliyindo A parametrini u ila,

)= 218210 )= (ol

C0) T rx)
ovoz etmok lazimdir.
Bu ¢evirmolar zamani [a, b] parcasi [0,7[] pargasina ¢evrilir, amma (2)

sorhod sortlori 6z soklini doyismir. Ona goro do ovvolcodon a=0, b=7x
gotiirmok olar.
Forz edok ki, A parametrinin hor hansi A=4 qiymatinds (1)-(2)

sorhod mosalasinin y(x,4;)# 0 holli vardir. Yuxarida verdiyimiz torifo géro bu

halda A4, verilmis sorhod mosalosinin moxsusi odadi, y(x,ﬂl) iso uygun

moxsusi funksiyasi adlanir. (1)-(2) sorhod mosslosinin moxsusi adadlori vo
moxsusi funksiyalarinin asagidaki xassolorini geyd edok.
Lemma 1. (1)-(2) sorhoad masolesinin miixtalif A4 # 4, moxsusi

odadloring uygun y(x,ﬂi) \6) y(X,/lz) moxsusi funksiyalar1 ortoqonaldir, yoni

[Y(x Ay, 2 )k =0 (4 2,)

isbati. Tutag ki, f(x) vo g(x) iki dofo kesilmoz diferensiallanan
funksiyalardir.
Lf = £"(x)—q(x)f(x)
isaro edok.

Iki dofa ardicil hisse-hissa inteqrallama diisturunu totbiq etmoklo alariq:

[Lig(x)ix W, {F, g} -Wy{F g} [ £ (x)Lgox (4)

0

f(x) g(x)
W,if,gf= .
dnai=l0) g
Tutag ki, f(x)=y(x,2), g(x)=y(x,4,). (2) serhad sortlorinden alinir
ki, Wo{f g} {f gs=0. Bunu nazors alsaq (4) boraborliyindon

burada
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(A= 2] Y% Ay, 25 Jix =0

A, # A, oldugundan lemmanin dogru oldugunu alariq.

Lemma 2. (1)-(2) sarhad moasalasinin maxsusi adadlari haqiqidir.

Isbati. Oksini forz edok. Forz edok ki, mosolonin 4 =u+iv kompleks
moxsusi aododi do vardir. q(x) funksiyasinin vo ¢, odadlorinin hoqiqi
olmasindan A, =4, =u—iv ododinin do sorhad masolasinin moxsusi adadi
oldugunu alariq. ©gor 4 moxsusi adadine uygun moxsusi funksiya y(x,ﬂi)
iso, onda 4, moxsusi oadodino uygun moxsusi funksiya y(x,ﬂl) olar. Onda
birinci lemmaya goro

T

J|y(x,ﬂi)|2dx:0

0

vo buradan y(x,21)=0 alarigq. Bu iso y(x,ﬂi)-in moxsusi funksiya olmasi
sorting ziddir. Demoli 4 =u+iv kompleks ododi moxsusi adad ola bilmoz.

Teorem 1. Ogor q(x) funksiyast [a,b] parcasinda kesilmoz funksiya
189, onda istonilon ¢ ti¢ilin (1) tonliyinin

pla,1)=sina, ¢, (a,1)=—cosa

sortlorini 6doyan yegano gp(x,l) halli vardir. Istenilon X e [a, b] uglin (p(x,ﬂ,)
funksiyasi A -dan asili tam funksiyadir.

isbat. ¢,(x,1)=sina—(x—a)cosa qobul edok vo istonilon n>0
uglin

X

on(x,2)= 0o(%,2)+ [{a(x) = 2}y 4 (t, 2)x— that

diizoldok. q(x) kesilmoz oldugundan Vx e[a,b] iiiin |g(x} <M .
Tutaq ki, ||<N. Onda vx e[a,b] iigiin |g00(x,/1j£ K. Bunu noazoro
alsaq, yaza bilorik:

(%, 2) = (%, 24) < ')|£(M +N)K(x—t)t =

=%K(M+N)(x—a)2

n>2 olduqda alariq:

X

oa (%, 2) = 9 2(x 2) = [{alt) - AHen 26, 2) - o0 ot )} (x ~ )t

a

498



2 (%, 2) = p_1(x, 2) < (M + N b - a).)ﬁq)n—l(t’ 2)= pn_o(t A)dt

Buradan

02(x,2) = @(x,2) < ; —afdt=

_K(M+Ny(b—a)x-a)
3

K(M + N)Z(b—a)I(t

Umumi halda
K(M+N)'(b-a)*(x—a)"™

|¢n(x,i)—(pn_1(x,/1)| < (n +1)!
Buradan aliriq ki,
(%, 2)= @o(x, 2)+ D A (%, 2) = 91 (%, A)} (5)
n=1
sirast A -ya goro |i| <N d{glin vo X-o goro a<x<b ig¢in miintozom
yigilandir.
n>2 olduqda

X
(0;1()( ﬂ“ (Dn 1 X /1 :I (Dn -1 t /1) ¢n72(t,ﬂ,)}dt,
a

o1 (6 )= gh 2 (6 A) = {a(x) = Afien 1(x 2) = 2, (X, A,

oldugu tigiin (5) sirasinin bir va iki dofs diferensiallanmasindan alinan siralar
da miintozom yi1g1landir. Naticads

0% 2)= S {6 2)- gt a (%, A} =

n=1

= g%, A) = gy(x, )+ > Apn(x, A) - g4 (x, A)} =
n=2

=(a(x)- >{¢o X, A) +Zj;[¢>n ; gon_z(x,/l)]}:
=1{a(x)— Ajp(x, 1)

Buradan ¢(X,ﬂ) funksiyasinin (1) tonliyinin 6dadiyini aliriq. (p(x,ﬂ,)
funksiyasinin sorhoad sortlorini 6domosini do yoxlaya bilorik. (5) sirasinin
miintozom yigilmasindan vo ¢@,(x,4) funksiyasmm xassolorindon ¢(x, 1)

funksiyas1 A -ya nazaron tam funksiya olmasini da alirq.
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25.2. Sturm-Liuvill masalosinin maxsusi adadlori vo
moaxsusi funksiyalar iiciin asimptotik
diisturlar

Asagidaki sorhod masalosine baxaq:
Ly =-y"+a(x)y =2y (1)

y(0)cosa + y'(0)sina =0 } @
y(z)cos g+ y'(z)sin g =0
ctga =—h, ctgf =H qobul edok. Onda (2) sarhad sortlorini
/000 | o
y'(z)+Hy(z)=0

soklindo yazmagq olar.

(o(x,l) ilo (1) tonliyinin ¢(0,/1)=1, ¢'(O, i)z h sortlorini 6doyan
hallini, y(x,1) ilo— hemin tonliyin ¥(0,4)=0, w'(0,1)=1 sortlorini 6doyon
hallini isars edok.

Lemma 1. Tutaq ki, A=s. Onda ¢(x,4) vo w(x,1) funksiyalari iiiin
asagidaki miinasibatlor dogrudur.

o(x, 1) = cossx + M ginsx+ %]Esin s(x — 7)q(z)p(z, A)d7 (4)
S 0
w(x,A)= SinSSX +%X8in s(x—7)a(z w(z,A)dz (5)

0
Isbati. Dvvalco (4) boraborliyini isbat edok. go(x,/l) funksiyasimin (1)
tonliyini 6domasindan istifade edorok, alariq:

[sins(x — 2)a(ehplr, 2)dz = [sins(x— )’ (r, e +

X
+ szj.sin s(x—7)p(z,A)dz
0
Sag torafdoki birinci inteqrala iki dofo hisse-hisso inteqrallama diisturunu totbiq
etsok vo bu zaman go(O, ﬂ) =1, go'(O,ﬂ,) = h sortlorini nozars alsaq, naticado

X

Isin s(x—7)q(z)p(z, 2)d 7 = —hsin sx + sp(x, 1) — scos sx

0
alariq. Buradan (4) boraborliyinin dogru oldugunu alariq. (5) beraborliyi do
analoji lisulla gostarilir.
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Lemma 2. s=o+it isaro edok. Onda elo s, >0 ododi vardir ki,
|s|> s, oldugda

olx,)=0"). wix.2)-0fs o) ©)
yaxud daha doqiq olan
(p(X, /1) = COS SX + O([s|_1e‘t‘X ) )
i [t}
¢/(X,ﬂ):: SIN SX +'C) € 2 . (8)
3 i

qiymatlondirmsalori dogrudur. Gostorilon bu qiymstlondirmolor 0<x<7x
sortini 0doyan biitiin X -lor liglin miintozon olaraq 6danilir.

isbati. go(x, ﬂ) = emXF(X) gobul edok. Onda (4) baraborliyindon istifada
etmoklo alariq:

F(x)= {cos SX+ gsin sx}etX +

X
+ 1J.Sin S(X - r)ef‘t‘(xfr)q(z')F (r)d T
5o
Tutaq ki, ¢ = max |F x] Onda sonuncu borabarlikdon

0<x<r
|— EJ- T)df,
" |o
yaxud
l+|h|
I
|J. )|d2'
| >
burada

5 >I|q(f)|df

oldugu forz edilir. Belsliklo, ¢(X,}t) funksiyas1 ii¢lin (6) giymotlondirmasinin
dogru oldugu alinir. Eyni qayda ilo (5) boraborliyindon istifado etmoklo l//(X, /1)
funksiyasi {ig¢iin do (6) miinasibatinin dogrulugunu gostora bilarik. (7) va (8)
barabarliklarinin dogru oldugunu gdstormak {igiin (6) giymatlondirmalorini (4)
va (5) borabarliklorinin sag torofindoki inteqrallarda nozors almaq lazimdir.

Aydindir ki, q)(x,l) \E) l//(X, ﬂ,) funksiyalarinin s -0 nazaron asimptotik
ayrilislarin1 almagq ti¢iin bu prosesi ardicil tokrar etmok lazimdir.
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Indi iso gp(x,ﬂ,) \6) l//(x,/l) funksiyalar1 {i¢iin aldigimiz asimptotik
baraborliklorden istifado edorok moxsusi odedler vo moxsusi funksiyalar ti¢iin
asimptotik formullar1t miioyyon edok. Forz edok ki, h# o vo H #o0o. Istonilon
A lgiin (p(x, ﬂ,) funksiyas1 (2) sorhad sortlorindon birincisini 6dayir. Ona gors
do moxsusi odadlori toyin etmok ii¢lin (p(x,ﬂ) funksiyasini1 ikinci sorhod

sortinds yerino yazmaq lazimdir. (1)-(8) sorhad masalasinin moxsusi adadlori
haqiqi oldugundan Ims =t =0. Ona gors ds (7) barabarliyi

o(x, 1) =cossx + O@j (9)

soklino  diisiir. (5) boraborliyini  X-o nozoron diferensiallayib  (9)
borabarliyindon istifado etsok

@, (x,1)=—ssinsx + hcos sx + O(Ej (10)
S
alariq.  @(x,4) vo @[(x,4) funksiyalar1 {igiin almmis (9) vo (10)
borabarliklorini (3) sorhad sortlorindon ikincisindo yazsaq, asagidaki tonliyi
alanq:

—ssinsz+(h+ H)coss;z+0(%j:0 (11)

s -in kifayat qador boylik qiymatlorinds (11) tonliyinin halli vardir va bu hallor
tam odadlorin yaxin otradinda yerlosirlor. Buradan baxilan sorhod masalasinin
sonsuz sayda moxsusi odadlorinin olmast alinir.

Gostorak ki, kifayot qodor bdyiik tam n odadinden baglayaraq hor bir
tam n ododinin yaxim otrafinda (1) tonliyinin yalniz bir kokii yerlosir. Bu
maqsadla (11) tonliyinin sol torofini S -3 nazaron diferensiallasaq, alariq:

—sinsz —zscossz — z(h+ H)sinsz + O(1)
Bu ifadoni doqiq aragdirdigda onun S-in bdyiik tam ododlors yaxin
qiymatlorinds sifra borabar olmadigini gostormak olar.

Tutaq ki, s,— (11) tonliyinin n-ci kokiidiir. Gostorak ki, S, koki n
natural ododinin otrafinda yerloso bilor, hor hansi basqa tam odoad otrafinda
yerloso bilmaz. Yuxarida geyd etdik ki, moxsusi adadlor

o7, 2)+ Hoj(7.2)= &(1)=0
tonliyinin kokloridir. 4 =s” qobul edok. Onda @(4)=ay(s). (5) formulundan

alimr ki, e(s) s-don asii tam funksiyadir. (9) vo (10) asimptotik
diisturlarindan ¢ixir ki, sinsz = 0 oldugu hallarda

wy(s)=—ssin s;r{u o(é} . (12)
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S— miustovisi Uzorinda radiusu R=N +%, (N — natural ododdir) olan Dpg
dairasi gotiirok. (12) asimptotik diisturundan Ruse teoremino osason aliriq ki,
Dy dairasi daxilinde @y(s) ve ssinsz funksiyalarinin sifirlari say1 barabordir
\6) (2N +1) -dir. a)l(s) ciit funksiya oldugundan onun yalniz miisbat koklorino
baxmagq olar. a)l(s) -in hor bir miisbat kokiino bir moxsusi adod uygundur.

Onda N +% ododinden kigik olan moxsusi odedlorin sayr S, =N +1 olar.

Buradan ¢ixir ki, S, {iglin asimptotik diistur
S, =n+o(1) (13)
kimi olmalidur.
Dogrudan da, forz edok ki, s, =m, +0(1), m, #n. Onda, bir torofdon

s, -don kicik moxsusi ododlor say1 s, =n+1 (k :O,l,...,n). Digor torofdon,
ovvelda gordilyiimiiz radiusu m, +% olan dairs daxilinde @(s) funksiyasinin

koklori sayr 2m, +1 olar. Bu halda s,-don kigik moxsusi odadlor say1 s,
m,+1#n+1 olar. Alinmis ziddiyyst (13) boraborliyinin dogru oldugunu

gostorir.
S, =N+, qabul edak. Bu halda (11) tonliyi agagidaki soklo diiser:

(n+8,)sin,z+(h+H)cos s,z +0(1)=0

sing, 7 = O(%) , yaxud o, = O( 1}

Buradan ¢ixir ki,

n

Belolikls, aliriq ki, n-in boyiik qiymatlori {igiin (11) tonliyinin koklori
S, =N+ OGJ : (14)

soklindo olar.

Ogor (1) tonliyino daxil olan q(x) potensiali miioyyon hamarlq
sortlorini 6doyorso, bu halda (14) asimptotik diisturunu dogiglosdirmok
miimkiindiir. Belos ki, agor q(x) funksiyast mohdud téromoys malik olarsa, bu
halda

%=n+3+oﬂ%) (15)
n n
diisturunu almagq olar; burada

1 17
C= ;[h +H +E-([q(T)de
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Bgor q(x)e C?[0,z] oldugunu forz etsok, bu halda
sn=n+g+cl+0(i), (16)

n n n*

olar. Burada ¢ va c; sabit kamiyyatlordir.

Indi iso moxsusi ododlor ii¢iin (15) asimptotik diisturundan istifada
edorak (X, 1,)=@,(x) moxsusi funksiyalar iigiin asimptotik diisturlar alaq.
Ogor (5) boraborliyindo (o(x,/l) funksiyasinin yerino onun (7\) ifadosini yazsaq
Vo q(x) funksiyasinin diferensiallanan olmasi sortindan istifads etsok, alariq:

X
¢(x,2) = cossx+ gsin SX+ %_[sin s(x—z)(c)dr + O(%} =
s

0

- X
_ cossx+ Msinsx+ SN J.q(r)dr + O(iz)
S 2s S
Bu boraborlikds s -in yerino (16) ifadesini yazsaq, alariq:
sinnx

2n

(p(x,ﬂh):gon(x):cosnx—%sin nx+%sin X + X

xij(r)dr+0(i2j = COS nx+@sin nx+0[n—12j, (17)

0 n n
burada

B(x)=—cx+h +%£q(r)dr.

Baxilan mosolonin normalagmis moxsusi funksiyalarinin asimptotik ayrilisini
almagq ti¢lin

ol = J.q)ﬁ (x)dx = I cos? nxdx + %I B(x)sin 2nxdx +
0 0 0

1 V4 1
+0| = |==+0| = |,
[nzj 2 (nzj
2Bl
o, T n V2 n
oldugunu nazors alsaq

v (X)= aigon(x): \/%{cos nx+@sin nx}+0[n—12j (18)

Asagidaki xiisusi hallara baxaq:

alariq.
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a) Ogar h=o00, H #oo olarsa, (h#o, H =00 hali t=7—X ovozlomosinin
komayi ilo ovvalki hala gotirilo bilir) birinci sorhad sorti y(O)=O soklindo
diigor. Bu halda gostormok olar ki, mosalonin moxsusi adadlori vo normalasmis
moxsusi funksiyalari lislin asagidaki asimptotik diisturlar dogrudur:

1 H 1 1%
sn=n+§+(—11j+0(?j, H1=H+§ICI(T)dr (19)
7 n+E 0

un(x):ainy/n(x):Esin(n+%}x+0(%) (20)

b) Ogor h=0, H =0 olarsa, bu halda sarhad sortlori
y(0)=y(z)=0
soklinds olar.
Moxsusi adadlor vo normalasmis moxsusi funksiyalar agagidaki kimi
olar:

l/Z'
_n+& 9) Lo = 21
Sy n+n+ ( j o= zﬂ_([q (21)

un(e)= | Zsi e of )

25.3. Maxsusi funksiyalarimin sifirlar1 haqqinda

Yuxarida baxilan (1)-(2) sarhad masalasinin moxsusi funksiyalarinin
sifirlarinin dorindon Gyronilmasi bu sorhod masalesinin sonsuz sayda moxsusi
adadlorinin varligini isbat etmaya imkan verir.

Bu masoloni dyronmok {igiin avvalco asagidaki sads sorhod masalosine
baxagq:

y'+4y=0,
y(0)=y(z)=0.

Asanligla goérmok olar ki, bu mosslonin moxsusi odadlori Ay =0,
A =12, A, = 22,...,211 = nz,..., uygun moxsusi funksiyalar1 iso, (po(x):l,
@ (x)=cosx, @,(X)=0c082X,..., @,(x)=Ccosnx,... funksiyalaridir. Goriindiiyii

kimi masalonin maxsusi funksiyalarinin sifirlar1 asagidaki xassalora malikdir:
1) n-ci moxsusi funksiyanin [O, 7z] pargast daxilindo n sayda sifirlar1 vardir.
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2) n-ci vo (n +l)-ci moxsusi funksiyalarin sifirlart névbalagir, yoni, n-ci
moxsusi funksiyanin istonilon iki ardicil sifirlar1 arasinda (n +1)-ci maoxsusi

funksiyanin bir sifr1 yerlosir.
Gostormok olar ki, moxsusi funksiyalar iigiin bu xasso imumi halda da
dogrudur.
Bu tipli masalolorin hollindo Sturm torofindon isbat edilmis asagidaki
teorem mithiim shamiyyato malikdir.
Teorem 1. Tutaq ki,
u"+g(xu=0, 1
v"+h(x)p=0. )
tonliklori verilmisdir. Ogor [a,b] pargasinda g(x)<h(x) serti ddenilirsa, onda
birinci tonliyin istonilon hallinin iki ardicil sifirlar1 arasinda ikinci tonliyin hor
bir hallinin he¢ olmazsa, bir sifr1 yerlosir.
Isbati. (2) tonliyini v-ys, (1) tonliyini iso U-ya vurub torof-torofo
¢1xsaq, alariq:

u"v-o'u :%[u’u—u’u]:[h(x)—g(x)]w 3)

u(x) funksiyasinin iki ardicil sifirlarint X, X, ilo isars edok. (3) berabarliyini
[Xl, x2] par¢asinda inteqrallasaq, alariq:

[Wo-u U']ilz = U'(%, Jo(xy ) —u'(x ol ) =

X1
Forz edok ki, v(x) funksiyasi (x,X,) intervalinda sifra gevrilmir.
Umumiliyi pozmadan farz edok ki, [x,X,] pargasi daxilindo u(x)>0,
U(X)>0. Onda aydindir ki, boraborliyin sag torofi miisbat olar. Sorto goro
u(x)>0, onda u(x) x, noqtesindo artandir vo u'(x )> 0. Eyni miilahizoys goro

u'(x,)< 0. Buradan
U'(% ol )~ u'(x Jolx) < 0
alirig. Alinmis bu ziddiyyst gosterir ki, forziyys dogru deyildir, yoni U(X)-in
(Xl, X2) daxilinda sifr1 vardir. Teorem isbat edildi.
Natica. Ogor
y'+9(x)y=0 (~o<a<x<h<x) (4)
tonliyindo g(x) <-m? <0 olarsa, bu halda tonliyin birden artiq sifr1 ola bilmoz.
Dogrudan da y" —m?y =0 tonliyinin holli y=e™ funksiyasinin heg bir
sifr1 yoxdur. Onda teorema gors (3.4) tonliyinin istonilon hallinin ixtiyari solu
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parcada birden artiq sifr1 ola bilmaz. ©ks halda yani iki sift1 olsaydi, bu sifirlar
arasinda ™ -in bir sifr1 olmali idi. Bu iso miimkiin deyil.

Teorem 2. (miiqayisa teoremi). Tutaq ki, u(x) (1) tenliyinin

u(a)=sina, u'(a)=—cosa (5)

sortlorini 6doyon halli, U(X) 150 (4) tonliyinin eyni sortlori 6doyan holloridir.
Eyni zamanda farz edok ki, istonilon x € [a,b] iigiin g(x)< h(x). Bu halda, ogar
u(x) funksiyasmin a < x <b intervalinda m sayda koklori varsa, onda U(X)-in
da homin intervalda m-do az olmayan sayda sifirlar1 vardir vo o(x)-in k -c1
sifr1 u(x)-in k -c1 sifrindan kigikdir.

Isbati. x, ilo u(x)-in a noqtosino yaxin sifrini isaro edok. Ovvoalki
teoremo osason v(x) funksiyasmmn [a,x ] parcas: daxilinde he¢ olmazsa bir

sifrinin oldugunu gostormak kifaystdir. Oksini forz edok. Forz edok ki, bu
parca daxilindo U(X) -in heg bir sifr1 yoxdur.

Tutag ki, xe[a,x] tgin u(x)>0, v(x)>0. u(x)=0 oldugundan ¥
otrafinda u(x) azalandir. Onda u'(%)<0. (3.3) eyniliyini [a,x,] parcasinda

inteqrallasaq, alariq:
X

u'(x Jo(x) = [[h(x)- g (xJulx)olx)dx
a

Sorto goro [a,x] pargasinda o(x)>0,u(x)>0, h(x)>g(x) oldugundan
boraborliyin sag torofi miisbotdir. Amma boraborliyin sol torofi monfidir.
Almmis ziddiyyst forziyyonin dogru olmadigini gostorir. Demali, U(X)-in
[a, Xl] daxilindo he¢ olmazsa, bir sifr1 vardir. Teorem isbat edildi.

Forz edok ki, ¢(x,4) (1) tonliyinin ¢(0,4)=1, ¢(0,4)=h sortlorini
0doyan holloridir.

p(x,4)=0, a<x<b

tonliyino baxaq. Aydindir ki, bu tonliyin koklori A parametrindon asil
funksiyalardir. Asagidaki lemma bu tonliyin kdklorini A -dan kosilmoz asili
oldugunu gostorir.

Lemma 1. Ogor %, (a<X,<b) ¢(Xy,4)=0 tonliyinin sifridirsa, onda

A —A| <5 oldugda
(yoni Ay <d<A<Ay+9) go(x,ﬂ,)z 0 tonliyinin |X — Xo| <¢& sortini 6doyon

istonilon kicik & >0 oadadi iigiin elo & >0 adadi vardir ki,

(yoni, X, —& < X< X, +¢& intervalina daxil olan) diiz bir holli vardir.

Bu lemmadan asagidaki miihiim natico alinir:
Notica. A parametri doyisdikdo (p(x,l): 0 tonliyi o zaman koklor itiro

bilor vo ya olave koklora malik ola bilor ki, A parametri @ vo b sorhod
noqtalorindon intervala daxil olsun vo ya intervaldan konara ¢ixsin.
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Strum torafindon isbat edilmis asagidaki teorem (3)-(4) moasaloasinin
sonsuz sayda moxsusi adodlarrinin varligini gostorir.

Teorem 3. (ossilyasiya teoremi). (1)-(3) sorhod masalasinin geyri-
mohdud olaraq artan sonsuz sayda Ay, 4;,4,,..., 4,,... maxsusi oadadlor ardicilligt

vardir. Belo ki, bu halda hor bir A, moxsusi ododino uygun moxsusi

funksiyanin (a,b) intervalinda diiz m sayda sifirlar1 vardir.

Sonuncu lemma 3.1 vo teorem 3.3-iin isbatin1 [22] monogqrafiyasindan
oxumagq olar.

25.4. Sturm-Liuvill masalosinin maxsusi funksiyalari
sisteminin tamhg.
Mboxsusi funksiyalara gors ayrilis teoremi

Y +{2—-q(x)ly =0 (1)
y(0)cosar + y'(0)sine =0 ,
y(7)cos B+ y'(z)sin g =0 @)
sorhod mosolosine baxaq. Yuxarida (1)-(2) sorhod maosolosinin  moxsusi
odadlarinin vo moxsusi funksiyalarinin bozi xassalorini gostordik, bazi hallarda
onlarin asimptotik gostorilisi diisturlarin1  yazdiq, moxsusi funksiyalarin
sifirlarinin xassoalorini géstordik vo bunlardan istifado edorok moxsusi adadlorin
sonsuz sayda olmasini vo sonsuz artan ardicilliq toskil etdiyini qeyd edok.
Qeyd edilon bu mosalalor Sturm va Liuvill torafindon isbat edilmis vo hortorafli
Oyronilmigdir. Amma onlar baxilan mosslonin moxsusi funksiyalar sisteminin
tamlig1 mosolosini arasdirmamiglar. Bu masalo gérkomli rus alimi, akademik
B.A.Steklov torofindon dyronilmisdir.

Hazirda (1)-(2) mosolasinin moxsusi funksiyalar sisteminin tamliginin
isbat1 iiclin miixtolif tisullar verilmisdir. Bu metodlar igorisinde sonlu forqglor
isulunu, kontur inteqral metodunu vo inteqral tenliklor iisulu, yaxud Qrin
funksiyas1 tisulunu geyd edo bilorik.

Baxilan masaloni dyronmok ii¢lin oan miinasib hesab edilon inteqral
tonliklor (Qrin funksiyasi) iisulundan istifade edok. Bu mogsadlo geyri-bircins

y'+{2—d(ly=f(x), f(x)%0. 3)
tonliyina baxagq.

Tutaq ki, 1 qeyd edilmis kompleks adaddir. u(x,1) ilo (1) tenliyinin
u(0,1)=sina, u'(0,4)=-cosa sertlorini 6doyen hallini, v(x,1) ilo homin
tonliyin

v(z,A)=sin B, v'(z,A)=—cos B
sartlorini 6doyan hollini isars edok.
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Ogor u(x,A) vo v(x,4) funksiyalari xotti asili deyilss, onda u(x,4)
(eloco do u(x,/i)) funksiyalar1 (1)-(2) mosalosinin moxsusi funksiyalari
olmazlar va onlarin Vronski determinanti
v

u
W(U,U): uy U'

#0.

Ogor har hanst A {iglin Vronski determinant1 sifir olarsa, bu halda u=cuoolar,
yani u(x,ﬂ) funksiyasi (1)-(2) sarhad moasoalasinin moxsusi adadlarinin Vronski
determinantini sifirlari ilo iist-iisto diisdiiyiinii aliriq. (1) tonliyino birinci tortib
toromo daxil olmadigi iiglin molum Liuvill disturundan aliriq ki, W(u,u)
Vronski determinant1 X -don asil1 deyildir.

W(u,0)=a(1).
Asagidaki kimi funksiya daxil edok:

——u(x,(t, 1), x<t,
G(x,t;4)= ol2)
i), x=t

(4)
G(x,t;l) Qrin funksiyasi adlanir. Bu funksiya X vo t-ya nozoron simmetrikdir
va A -nin haqiqi qiymatlorinds haqiqi qiymatlor alir. Gostorak ki,

y(x,A)= TG(x,t;i)f (t)dt (4)

funksiyasi (2)-(3) sorhad masalasinin hallidir. Dogrudan da

X

y(x,/I)zﬁ{u(x,}t)ju(t,i)f(t)du

0

+u(x,2)[olt, 2) (t)dt} (5)
X
borabarliyinden istifads edorak, alariq:

y'(x,A)= iﬂ){u”(x, A)Tu(t, A)f (t)dt +

3

+U"(x, A)| olt, 2) f (t)dt +0'(x, u(x, 1) f (x)-

<

(Aol A)f (x)} =7 [a(x) - )

a)(ﬂ,

N—"
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{ (x}L)Xu( dt+ux/1ifu }
+ £ (xalx) - 2ly(x.2)+ (x)
y" +{A-a(x)jy = f(x).

Bilavasito yoxlamagq olar ki, y(x, /1) funksiyasi (2) sorhad sortlorini 6dayir.

Beloliklo, aliriq ki, agor A (1)-(2) bircins tonliyinin moxsusi adadi
deyilsa, onda (2)-(3) geyri-bircins tonliyinin istonilon f(x) funksiyas1 tiglin
halli vardir. Bu halda geyri-bircins masalonin holli (4) diisturu vasitasilo verilir.
Ogor A— (1)-(2) bircins masolonin moxsusi adodi iso, onda qeyri-bircins
masalonin timumiyyatls halli yoxdur.

Ogor A bircins masalonin moxsusi adadi deyilso, onda qgeyri-bircins
masolonin yegana halli vardir.

Dogrudan da, geyri-bircins mosalonin iki hallinin forqi bircins
masolonin moxsusi funksiyasi olar. Sarto géro 4 moxsusi adod olmadig tigiin
bu funksiya sifra borabor olmalidir.

Forz edo bilarik ki, 4 =0 bircins tonliyin moxsusi adadi deyildir. Oks
halda geyd olunmus 7 adadini se¢ak va asagidaki sarhad mosalosine baxagq:

y'+{(A+n)-alx)ly=0,
y(0)cosa + y'(0)sinex =0,
y(B)cos B+ y'(z)sin =0.
Bu masalonin moxsusi funksiyalart (1)-(2) masalasinin moxsusi funksiyalari ilo
eynidir. Sadoco olaraq biitiin moxsusi adodlor 7 qodor saga siiriismiisdiir.

Buradan

Aydindir ki, 1 adadini els segmak olar ki, sifir adedi yeni masalonin moxsusi
odadi olmasin. G(x,t;0)=G(x,t) isaro edok. Onda

= TG(x,t)f (t )it (6)

0
funksiyasi y”—q(x)y= f(x) tonliyinin (2) sortlorini 6doyon hallidir. Qeyri-
bircins (3) tonliyini asagidaki kimi yazaq:

y"—q(x)y = f(x)-
Onda (2)-(3) moasalasinin
y+ 2] G(x )y (et = [G(t) ()t = g(x)
0

ekvivalent inteqral tonliyi soklinds yazmagq olar.
Xiisusi halda bircins masalo ( f(x)=0)
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T

y(x)+ lIG(x,t)y(t)dt =0 @)
0
inteqral tonliyina ekvivalentdir.
. A4 A Ay ilo (1)-(3) mosalosinin - moxsusi  adadlerini,

0o(X), (%), 05 (X),... ilo uygun normalasmis moxsusi funksiyalar sistemini
isara edok.

()= 522000

n=0 j“n

niivasina baxaq. 15.2-do (1)-(3) mosolosinin moxsusi adadlori vo maxsusi
funksiyalar tigiin alinmig asimptotik diisturlardan istifado edorok alariq ki,
H(X,é) iclin yazilmig sira miintozom vo miitloq yigilandir, ona goérs do

H (X, ﬂ) kasilmozdir.
Indi iso

Qx,&)=G(x &)+ H(x,&)=G(x &)+ 2%

niivosine baxaq. Bu niivo kosilmoz vo simmetrikdir. Inteqral tenliklor
nazoriyyssindon molumdur ki, eyniliklo sifra borabor olmayan hor bir
simmetrik Q(x,f) niivesinin he¢ olmazsa, bir moxsusi adodi vardir, yani elo

Ao odadi vo u(x)#0 funksiyast vardir ki,

u(6)+ 2 [ Qx E () =0 ©

Ogor biz Q(X,é) niivosinin he¢ bir moxsusi ododi olmadigini gostorsok,
naticado Q(x, (f) =0 oldugunu alariq, yoni

G(x.£)= _z% . ©)

Bu ayrilisdan moxsusi funksiyalar sisteminin tamligin1 asanligla almaq olar.
(7) inteqral tonliyindon alariq:

TG(X,f)un(ﬁ)dé = —}un(x)

n

Bundan istifada etsok
[Qx &y (€ =0
0

oldugunu, yoni Q(x,cf) niivasinin (1)-(2) sorhad masalasinin biitiin moaxsusi
funksiyalarina ortoqonaldir.
Tutaq ki, u(x) (8) inteqral tonliyinin hallidir.
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Gostorak ki, u(x) biitiin v, (X) funksiyalarina ortoqonaldir. Dogrudan
da (8) tonliyindon ¢ixir ki,

T

0= I u(x o, (x)dx + %Tun (x){]TQ(x, é)u(é)df}dx =

T

= U, () + 4 I u ){TQ(X,f)Un(é)dé}d&
Tu(x))n (x)dx

Buradan
0= )+ 2o Qx, EM(ENZ = u()+ 1o Glx, ()

aliriq, yani u(x) funksiyasi (1)-(2) mosoalasinin moaxsusi funksiyalaridir. u( )
biitiin v,(x) funksiyalarina ortoqonal oldugundan u(x)=0, yaxud Q(x,&)=0
alirig. Demali, (9) baraborliyi dogrudur.

Teorem 1. (ayrihs haqqinda teorem). Ogor f(x) funksiyasi ikinci
tortib kosilmoaz toéromoys malik funksiya isa vo (2) sorhad sortlorini 6dayirsa,
onda f(x) funksiyasint (1)-(2) sorhad masalasinin moxsusi funksiyalarina

nazoran miintozom vo miitloq y1gilan Furye sirasina ayirmaq olar.
v

Za va(x), a, = I f (x)o, (x i (10)

0
isbati. f”(x)—q(x)f(x):h(x) qobul edok. Onda (4) vo (9)
boraborliklorine asason alariq:

- TG(X, EN(E)de = _20“ ()
«Joulehen =3 a0

v, (X) funksiyalar sistemi ortoqonal vo normalagmis oldugundan

= ]E f (x)o, (x)dx

aliriq.
Teorem 2. [0,7] pargasinda kvadrat: ilo integrallanan istonilon f ()
funksiyasi liclin Parseval baraborliyi dogrudur
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T f2(x)dx = iaﬁ (11)
n=0

Isbati. Ogor f(X) funksiyas1 1 teoreminin sortlorini 6doyorss, onda

(11) borabarliyi (10) sirasinin miintozom yigilmasindan alinir. Dogrudan da, bu
halda

Tf X)dx = Zaj. X )dx = Za (12)
0

alarig. Parseval boraborliyinin 1st9n119n kvadrati ilo 1nteqrallanan funksiyalar
ticlin dogru olmas1 asagida gostorilon qaydada isbat edilir.

Tutag ki, f(x) [0,7] pargasinda kvadrat: ilo inteqrallanan istonilon
funksiyadir. Molum oldugu kimi, f(x) funksiyasina orta kvadratik monada
yigilan ikinci tortib kosilmoz toromosi olan (hotta sonsuz diferensiallanan)
fk(x) funksiyalar ardicilligt tapmaq olar. Hesab etmok olar ki, fk(x)

funksiyalar1 X=0 vo X = ndqtalari otrafida eynilikls sifra ¢evrilirlor. Onda
(12) barabarliyins asason

j{fk( x)2dx = o) —a™ (13)

0 n=0
Burada

I f, (X, (x )

Ogor Kk, — +oo olarsa, bu halda (13) barabarliyinin sol torafi sifra yaxinlagar.
Onda Dboraborliyin sag torofindo sifra yaxinlasar. Kosi-Bunyakovski
baorabarsizliyina gors alariq:

1/2

f,(x) ardiciligt  f(x)-o orta kvadratlk monada yigilan oldugundan

lim a( ) = =a,, n=012,... aling. N>0 ilo geyd edilmis tam miisbot ododi

k—o0

isara edok. (13) borabarsizliyindon aliriq:

o) _amP < [ 2
Zan —a, S_[{fk(x)_ fm(x)} dx.
n=0 0
k — oo limito kegsok, alariq:
N 5 T
<1100~ 0P,
n=0 0

Buradan N — oo sortindo
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a, —am < T{f (x)— f, ()P dx .

n=0 0

Bu barabarsizlikdon, xiisusi halda Zaﬁ sirasinin yigilan olmasi alinir.
n=0
Asagidaki kimi forqo baxagq:

Za —z{ f

n=0

>[a "

n=0

][a +a,(1m)]
(m) (m)

o 1/2 © 1/2
2 2
< m m
_( n n J ( n n J 4
n=0 n=0

Bu borabarsizliyin sag torofi m — oo sortinds sifra yaxinlasdigindan

> e

n

<

m)[2

aliriq.
Digor torafdon f, (X)-in f (X) -5 orta kvadratik y1gilmasindan

£2(x) dx - | £2(x)x

O —y

aliriq. Ona gora do

If X) dx = Z[a ]2

baorabarliyinde m — o sartlnda limito keg:sak (11) borabarliyini alariq. Teorem
ishat olundu.
I11.Yuxarida baxdigimiz

y(2)= [Gx LA (et (14)

diisturunu gotiirak. Bu borabarliyin sag torofi rezolventa adlanir. Malum oldugu
kimi rezolventa yalniz A -nin moxsusi adadlordon forqli qiymatlorinds vardir.
Indi iso f(x) -in moxsusi funksiyalara goro ayrilist molum olduqda A -
nin maxsusi adadlardan forgli qiymatlords rezolventanin moxsusi funksiyalara
nazoran Furye sirasina ayrilisini yazagq.
(14) disturu ilo toyin edilon y(x,ﬂ,) funksiyasi (2) sorhod sortlorini
0dadiyindan istifada etsak, hissa-hissa inteqrallanmanin komayi ils alariq:
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O 3

(Y (6.2)~ )y, 2y ()~
T{vé’ (%)~ a(x)on (x)}y(x, A)dx =
Y0 Ay (0 =—2,0, (1) (5

Tutaq ki,
y(X’ ﬂ“) = Zdn(/l)un (X)’ a, = _[ f (X)-)n (X)dX
n=0 0
y(x,4) funksiyast y"+{1—q(x)ly = f(x) tonliyinin halli oldugundan (15)
barabarliyindan istifado etsok, alariq:

a, = [{y"~[2~a()ly o, (x)dx = =2, (2) + 2, (2),

0

buradan
a,(1)=—n_.
n ﬂ, _ /1n
Onda rezolventanin ayrilis1 asagidaki kimi olar
4 . 0 a
y(x,A)= ! G(x,t;2)f (t)dt = n; -~ _“ﬂn 0, (X) (16)

Bu ayrilisdan istifado etmoklo Karleman formulu adlanan ¢ox miihiim diistur
almaq olar.
(16) borabarliyinin sag torsfindo a, =J. f(th,(t)dt qiymotini yazsagq,
0
alariq:

[G(xt:A)f (bt = ZU“—(X)j f(t), (t)t,
0 n=0 A- ﬂ'n 0
Buradan f (t)-nin ixtiyari funksiya olmasindan istifado etsok
G(X,t; Z) — i bn (X)Un (t)
n0 £~ ﬂh
Ogor bu boraborlikdo t=Xx qobul edorok hor torofi [0, 72] parcast Uizro

inteqrallasaq vo bu zaman v, (X) moxsusi funksiyalarinin normallasmis
oldugunu nazars alsaq
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]ZG(X, X, Z)dx = i 1 17

0 n—0Z— ;Ln
alariq. N(4)= Zl qobul edok. N(A4)- mosalonin verilmis 1 adedindo kigik
0< 2 <A
olan moxsusi adadlorinin saymni gostorir. N (l)-ya moxsusi oadadlorin paylanma

funksiyasi da deyilir.
Bunu nazoros alsaq, (17) diisturunu

T _&dN(2)
E|).G(x,x,z)jx_nzzéﬁ

soklindo yazmaq olar. Bu diistura Karleman diisturu deyilir. Bu diisturdan
istifado edorok verilmis masalonin Qrin funksiyast molum olduqda bir ¢ox
hallarda moxsusi ododlorin paylanma funksiyast N(4)-min asimptotik
istifadasini almaq olur.

25.5. Sturm-Liuvill operatorunun requlyarlasmis
izinin hesablanmasi

Asagidaki sorhad masalasine baxaq:

y'+{A-q(x)ly=0 (0<x<7), 1)
/(0)-hy(0)-0, @
y'(7)+Hy(z)=0, )

burada q(x)eC?[0,7] vo h,H— sonsuzluga borabor olmayan hoaqiqi
ododlordir. Ay, A4y, 4,,..., 4,,... 110 bu mosalonin moxsusi ododlorini isaro edok.
Yuxarida 15.2 yarimfaslinds gostorilmisdir ki,
c 1
A, =nN+—+0| — |, 4
Vi =n+o [nj )
asimptotik boraborliyi dogrudur, bels ki,

C=£[h+ H +qu(x)dx} (5)
T 24
(4) barabarliyindon alinir ki,
A, =n®+c+ o(izj
n

Ona gors do

> (4 —n?—c)< . )

n=0



(6) sirasina Sturm-Liuvill operatorunun requlyarlagsmis izi deyilir.

o0

S ZZ(ﬂn‘“Z—C)

n=0
isara edok.
Isbat edilmisdir ki,

diisturu dogrudur.

25.6. Sturm-Liuvill operatorunun spektrinin
diskretliyi sartlori hagqinda malumat

[O,+oo) yarimoxunda asagidaki sorhad masalosine baxaq:
y"+{A-a(x)ly=0, (1)
y(0)cosa + y'(0)sinex =0 )

Bu bélmads biz (1)-(2) sorhad mosalasinin spektrinin diskretliyi ligiin
bozi kafi sortlori gostoracayik.

Lemma 1. (1)-(2) sorhod mosolasinin spektrinin diskret olmasi {igiin
kafi sort, A-nin hor bir geyd olunmus qiymotinds (1) tonliyinin istonilon
hollinin [0,+00) intervalinda sonlu sayda sifirlarinin olmasidir.

q(x) = +00, X —> 400 (3)
oldugda 1 lemmasinin sotlori 6donilir vo masalonin spektri diskret olur.

Asagidaki lemma gostorir ki, q(x) funksiyasi (3) sertindon daha yiingiil
sortlori 6dodiyi halda da mosalo diskret spektra malik olur.

Lemma 2. Tutaq ki, q(x) funksiyasi asagidaki sortlori 5doyir:

1% Elo ¢ > 0 sabiti vardir ki, istonilon X iigiin

q(x)>-c (4)
2°. Istonilon @ > 0 iigiin
X+w
lim - [q(t)dt = o0 (5)
X

Onda A -nin har bir geyd olunmus qiymatinds (1) tonliyinin istonilon hollinin
(0,00) intervalinda sonlu sayda sifirlar1 vardir vo demali 1 lemmasina gore (1)-
(2) masalasinin spektri diskretdir.
A.M.Molganov isbat etmisdir ki, (4) sorti daxilinds (5) sortinin
0donmasi (1)-(2) masalasinin spektrinin diskret olmasi {igiin zoruri vo kafidir.
Bu faktin isbatin1 I.M.Qlazmanin [25] monogqrafiyasindan oxumagq olar.
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Sturm-Liuvill masalasinin diskret spektrini xarakterizo edon asagidaki
mihiim teoremi do geyd edok.

Teorem 1. ©gor A, noqtesi (1)-(2) serhod mosalosinin diskret spektri
iso va ¢(x,4,) uygun moxsusi funksiya ise, onda ¢(x, 4, ) e L,(0,0).
Teorem 2. Tutaq ki, q(x) asagidaki sortlori 6doyir:
1% x>0 iciin g(x)<0, g'(x)<0
2°. x — oo oldugda g(x)— —oo
3°. X -in bdyiik qiymotlorinda q"(x) 0z isarasini saxlayir

4°, J. |q(xl_1/2dx yigilir.
0

Bu halda (1)-(2) masalasinin spektri diskretdir vo spektrin yegana limit ndqtosi
sonsuzlugdur.
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