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Funksiyalar nəzəriyyəsi və funksional analiz fənninə həsr olunmuş bu 

kitab müəllifin 40 ildən artıq bir müddətdə respublikanın müxtəlif 

universitetlərində, əsasən son illərdə Bakı Dövlət Universitetinin Tətbiqi 

Riyaziyyat və Kibernetika Fakültəsində oxuduğu mühazirələr əsasında tərtib 

edilmişdir. 

 Kitabda nəzəri hissənin mənimsənilməsinə kömək məqsədi ilə hər 

bölməyə aid misal və məsələlərin həlli nümunələri, hər fəslin sonunda isə 

sərbəst işləmək üçün tapşırıqlar verilmişdir. 

 Kitabdan Universitetlərin riyaziyyat ixtisaslarında təhsil alan bakalavr 

və magistr tələbələr, doktorantlar, müəllimlər, elmi-tədqiqat institutlarının 

əməkdaşları da istifadə edə bilərlər. 
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ÖN  SÖZ  
 

 Həqiqi dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsi və funksional analiz müasir 

riyaziyyatın mühüm və sürətlə inkişaf edən bir sahəsidir. Ona görə də bu 

fənnin riyaziyyat fakultələrinin tələbələrinə tədrisi çox vacibdir. Bu fənnin 

tədrisi prosesində tələbələr riyazi analiz kursundan məlum olan bəzi 

anlayışların ümumiləşməsi və daha mücərrəd formaları ilə tanış olur, daha 

dərin biliklər sisteminə yiyələnirlər. “Analiz III” adı altında birləşən həqiqi 

dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsi və funksional analizin vahid bir kurs şəklində 

tədris olunması ideyasını ilk dəfə XX əsrin böyük riyaziyyatçılarından biri 

A.N.Kolmogorov irəli sürmüş və 1946/47-ci tədris ilindən başlayaraq Moskva 

Dövlət Universitetinin mexanika-riyaziyyat fakültəsində bu fənni tədris 

etmişdir. 

 Bu fənnin proqramı onun rəhbərliyi ilə görkəmli riyaziyyatçıların 

iştirakı ilə tərtib edilmiş, 1954-cü ildə S.V.Fomin ilə birlikdə bu fənn üzrə ilk 

dəfə dərs vəsaiti hazırlanmış və nəşr edilmişdir. Bu dərs vəsaiti demək olar ki, 

həmin vaxtdan etibarən Sovetlər birliyində həmin fənn üzrə əsas vəsait 

olmuşdur. 

 Məlum olduğu kimi, çoxluqlar və funksiyalar nəzəriyyəsi XIX əsrin 

sonlarında təşəkkül tapmağa başlamışdır. Bu sahənin inkişafında görkəmli 

fransız riyaziyyatçısı Anri Lebeq mühüm rol oynamışdır. Onun tərəfindən 

çoxluqların ölçüsü və ölçülən funksiyalar nəzəriyyəsi, Lebeq inteqralı və digər 

mühüm sahələr inkişaf etdirilmişdir. 

 Funksional analiz, keçən əsrin 30-40-cı illərindən başlayaraq inkişaf 

etmiş, riyazi analiz, həndəsə və xətti cəbrin ideya və metodlarının qarşılıqlı 

əlaqəsi və sonsuz ölçülü fəzalara ümumiləşməsi nəticəsində təşəkkül tapmışdır. 

Funksional analizin bir elm kimi formalaşmasında görkəmli polyak 

riyaziyyatçısı S.Banaxın misilsiz xidmətləri olmuşdur. Onun “Funksional 

analiz kursu” adlı monaqrafiyası 1948-ci ildə ukrayna dilinə tərcümə 

edilmişdir. Keçmiş Sovetlər Birliyində funksional analizə aid ilk monoqrafiya 

1949-cu ildə görkəmli azərbaycan riyaziyyatçısı akademik Z.İ.Xəlilov 
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tərəfindən yazılmışdır. Belə bir əsərin nəşri bu fənnin inkişafında mühüm rol 

oynamışdır. Yaranma tarixinin nisbətən qısa olmasına baxmayaraq, keçən 

müddət ərzində bu elm sahəsi xeyli sürətlə inkişaf etmişdir. Bu inkişaf əsasən 

iki istiqamətdə aparılmışdır: bir tərəfdən klassik analiz vasitəsi ilə həll 

olunmayan bir çox mühüm məsələlərin həlli, digər tərəfdən isə funksional 

analizin klassik nəzəriyyəsinin ümumiləşməsi, daha mücərrəd şəkildə tətbiq 

edilmişdir. 

 Müasir dövrdə funksional analizin metodları  nəzəri və tətbiqi 

riyaziyyatın müxtəlif sahələrində müvəffəqiyyətlə tətbiq edilir. Funksional 

analiz üsulları tətbiq edilmədən diferensial tənliklər nəzəriyyəsi, idarəetmə 

nəzəriyyəsi, hesablama üsulları və digər mühüm elm sahələrinin son illərdəki 

sürətlə inkişafı mümkün olmazdı. Ona görə də müasir dövrdə funksional analiz 

riyazi təhsilin əsas elementlərindən biridir və onun əsaslarının tədrisi 

universitetlərin riyaziyyat ixtisaslarının tədris planlarına daxil edilmişdir. 

 Funksional analiz fənninə aid azərbaycan dilində ilk dərslik 1978-ci ildə 

prof. Ə.S.Həbibzadə tərəfindən yazılmışdır. Kitabın nəşrindən keçən müddətdə 

həm bu fənnin tədrisində yaranmış dəyişikliklər, həm də respublikada aparılmış 

təhsil islahatı ilə əlaqədar olaraq yaranmış vəziyyət azərbaycan dilində yeni 

dərs vəsaitlərinin yaranması zərurətini yaratmışdır.  

 Təqdim edilmiş dərs vəsaiti yaranmış bu boşluğu qismən doldurmaq 

məqsədi ilə yazılmışdır. 

 Məlum olduğu kimi dərslik və ya dərs vəsaitinin yazılması kifayət 

qədər mürəkkəb və çətin bir məsələdir. Vəsaitin məzmununun necə olması, 

quruluşu, dili son nəticədə bu fənnin tədrisini və gələcək riyaziyyat 

müəlliminin hazırlıq səviyyəsini təyin edir. 

 Müasir dövrdə tələbə hazırlığının əsas şərti tələbələrin sərbəst işinin 

təşkili olduğu bir dövrdə keyfiyyətli dərs vəsaitinin olması mühüm amildir. 

Ona görə də tədrisin keyfiyyətinin yüksək olmasını təmin etmək üçün tələbənin 

ixtiyarında bütün fənni əhatə edən bir neçə dərs vəsaiti olmalıdır. Aydındır ki, 

yalnız bir vəsait predmeti tam əhatə edə bilməz.  

 Qeyd edək ki, rus dilində funksional analiz fənninə aid çoxlu sayda 

dərslik və dərs vəsaiti mövcuddur. A.N.Kolmoqorov və S.V.Fomin 

“Funksiyalar nəzəriyyəsinin elementləri və funksional analiz”, L.A.Lüsternik 

və V.İ.Sobolev “Funksional analizin elementləri”, L.V.Kantoroviç və 

Q.P.Akilov “Funksional analiz”, V.A.Trenoqin “Funksional analiz” və digər 

müəlliflərin funksional analizə aid kitabları vardır. 

 Dərs vəsaiti tərtib edilərkən müəllif tərəfindən göstərilən 

ədəbiyyatlardan geniş şəkildə istifadə edilmişdir. Bütün bunlara baxmayaraq 

təbii ki, funksional analizin bir çox bölmələri vəsaitə daxil olmamışdır. 

Ümumiyyətlə, hesab edirəm ki, funksiyalar nəzəriyyəsi və funksional analizə 

aid olan bir vəsaitdə geniş bir elmi sahəni tam əhatə etmək çətin bir vəzifədir. 
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 Funksiyalar nəzəriyyəsi və funksional analizə aid nəzəri materialların 

şərh edildiyi yuxarıda adları çəkilən monoqrafiyalar olmasına baxmayaraq 

praktik məşğələlər üçün A.B.Antonoviç, P.H.Knyazyeva, Y.V.Radino 

“Funksional analizə aid məsələ və tapşırıqlar”, A.A.Kirillov və A.D.Qvişiani 

“Funksional analizə aid toerem və məsələlər”, V.A.Petrov, N.Y.Vilenkin 

“Funksional analizin elementləri məsələlərdə” V.A.Trenoqin, B.M.Pisarevskiy, 

T.S.Soboleva “Funksional analizə aid məsələ və tapşırıqlar”, Y.S.Ocan “Riyazi 

analizdən məsələlər”, S.A.Telyakoski “Həqiqi dəyişənli funksiyalar 

nəzəriyyəsindən məsələlər”, V.V.Qorodetskiy, N.İ.Naqnibida, P.P.Nastasiyev 

“Funksional analizdə məsələ həlli üsulları” dərs vəsaitləri dəyərli vasitələrdir. 

Təqdim edilmiş dərs vəsaiti iki hissədən ibarətdir. 

Birinci hissə doqquz fəsildən ibarətdir və çoxluqlar nəzəriyyəsi və 

funksiyalar nəzəriyyəsinə həsr edilmişdir.  

Birinci fəsildə çoxluqlar nəzəriyyəsinin əsas anlayışları verilmiş, onlar 

üzərində əməllər, çoxluqların ekvivalentliyi və onun xassələri, çoxluğun gücü 

və güclərin müqayisəsi, kontinium güclü çoxluqlar, Kantor çoxluqları və digər 

anlayışlar hərtərəfli şərh edilmişdir. 

İkinci fəsildə ədəd oxu üzərində açıq və qapalı çoxluqlar, onların əsas 

xassələri, quruluşu haqqında əsas teoremlər verilmişdir. 

Üçüncü fəsildə çoxluqların ölçüsü anlayışı verilmiş, Lebeq mənada 

ölçülən çoxluqlar sinifi müəyyən edilmişdir. Çoxluqlar nəzəriyyəsinin bəzi 

problemləri göstərilmiş, çoxluğun Jordan ölçüsü anlayışı verilmişdir. 

Dördüncü fəsildə ölçülən funksiyanın tərifi, ölçülən funksiyaların əsas 

xassələri verilmişdir. Ölçülən funksiyalar ardıcıllığının limiti və onun xassələri 

verilmiş, ölçülən funksiyaların quruluşu haqqında Riss, Yeqorov, Luzin 

teoremləri göstərilmişdir. 

Beşinci fəsildə Lebeq inteqralı anlayışı verilmiş, onun əsas xassələri isbat 

edilmişdir. Lebeq inteqralı altında limitə keçmə teoremi, Riman və Lebeq 

inteqralları müqayisə edilmişdir. 

Altıncı fəsildə cəmlənən və kvadratı ilə cəmlənən funksiyalar sinifləri 

təyin edilmiş, onların əsas xassələri göstərilmişdir. Cəmlənən funksiyalar 

ardıcıllığının ölçüyə görə, orta, orta kvadratik mənada yığılması, onların 

müqayisəsi verilmişdir.         fəzasında ortoqonal sistemlər, qapalı və tam 

sistemlər təyin edilmişdir.              fəzası təyin olunmuşdur. 

Yeddini fəsildə monoton funksiyanın kəsilmə nöqtələri haqqında teorem, 

sıçrayış və Kantor funksiyaları, məhdud variasiyalı funksiyalar və onların əsas 

xassələri, Riman-Stiltes və Lebeq-Stiltes inteqralları, onların xassələri və 

hesablanması üsulları verilmişdir. 

Səkkizinci fəsildə çox mühüm funksiyalar sinifi olan mütləq kəsilməz 

funksiyalar, onların əsas xassələri verilmiş, mütləq kəsilməz funksiyaların 

diferensial xassələri öyrənilmişdir. Qeyri-müəyyən Lebeq inteqralı və onun 

mütləq kəsilməzliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir. 
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Doqquzuncu fəsildə Sobolev tipli fəazalar və daxilolma teoremləri 

öyrənilmişdir. Ümumiləşmiş törəmələr  və onların adi törəmələrlə əlaqəsi və 

əsas xassələri isbat olunmuşdur. Daxilolma operatorunun məhdudluğu və 

kompaktlığı haqqında teoremlər verilmişdir. 

Kitabın ikinci hissəsi on beş fəsildən ibarətdir və bu fəsildə funksional 

analizin nəzəri və praktik məsələləri şərh edilmişdir. 

Onuncu fəsildə xətti fəzalar, xətti fəzalara aid əsas anlayışlar, xətti 

fəzanın bazisi, xətti fəzanın ölçüsü, xətti altfəzalar və xətti çoxobrazlılar, xətti 

fəzanın altfəzaların düz cəminə ayrılışı, xətti fəzaların izomorfluğu, qabarıq 

çoxluqlar mövzuları şərh edilmişdir. Xətti fəzalara aid çox sayda çalışmalar 

verilmişdir. 

On birinci fəsildə metrik fəzalar, metrik fəzalarda ardıcıllıqların limiti, 

separabel fəzalar, tam metrik fəzalar, metrik fəzaların tamamlanması, bir-birinə 

daxil olan kürələr haqqında teorem, kompakt çoxluqlar və topoloji fəzalar 

haqqında məlumat verilmişdir. Metrik fəzalara aid çox sayda məsələlər həll 

edilmiş və tapşırıqlar verilmişdir. 

On ikinci fəsildə xətti normalaşmış fəzalar, Banax fəzaları, normalaşmış 

fəzaların izomorfizmi, normalaşmış fəzalarda kompakt çoxluqlar və digər 

məsələlər şərh edilmişdir. Fəslin sonunda məsələ həlli nümunələri və 

tapşırıqlar verilmişdir. 

On üçüncü fəsili Hilbert fəzalarının öyrənilməsinə həsr edilmişdir. Bu 

fəsildə skalyar hasil, onun xassələri, ortonormal vektorlar sistemi, Bessel 

bərabərsizliyi, qapalı sistemlər, altfəza, ortoqonal tamamlayıcı və düz cəm 

anlayışı haqqında məlumat verilmişdir. Evklid fəzası olmayan normalaşmış 

fəzalara misallar göstərilmişdir. Hilbert fəzasına aid məsələ həlli nümunələri və 

tapşırıqlar göstərilmişdir. 

On dördüncü fəsildə xətti məhdud və xətti kəsilməz operatorlar 

nəzəriyyəsi verilmişdir. Çoxsaylı məsələlər tərtib edilmişdir. 

On beşinci fəsildə tərs operatorlar, tərs operatorun varlığı şərtləri və tərs 

operatorlara aid məsələ həlli nümunələri verilmişdir. 

On altıncı fəsildə xətti funksional analizin əsas prinsipləri, müntəzəm 

məhdudluq prinsipi, Banax-Şteynhauz teoremi, xətti operatorların davamı 

haqqında teoremlər isbat edilmiş, operatorlar ardıcıllıqlarının güclü və zəif 

mənada yığılması anlayışları şərh edilmişdir. Məsələ həlli nümunələri 

verilmişdir. 

On yeddinci fəsildə qapalı operatorlar, operatorun qrafiki, qapalı qrafik 

haqqında Banax teoremi və digər anlayışlar verilmişdir. 

On səkkizinci fəsildə xətti funksionallar, funksionallar ardıcıllığının 

yığılması, qoşma fəzalar, Hilbert fəzasında xətti funksionalın ümumi şəkli 

haqqında teorem, refleksiv fəzalar və digər anlayışlar verilmişdir. Xətti 

funksionallara aid nümunələr və tapşırıqlar verilmişdir.  
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On doqquzuncu fəsildə öz-özünə qoşma operatorlar nəzəriyyəsinin əsas 

anlayışları, unitar operatorlar, ortoqonal proyeksiya operatorları və digər 

anlayışlar şərh edilmişdir. 

İyirminci fəsildə tamam kəsilməz operatorlar, onların əsas xassələri, 

Banax fəzasında tamam kəsilməz operatorların sonlu ölçülü operatorlarla 

yaxınlaşması haqqında teorem isbat edilmişdir.  

İyirmi birinci fəsildə xətti operatorların məxsusi ədədləri və məxsusi 

funksiyaları, xətti operatorların rezolventası və spektri, öz-özünə qoşma 

operatorların spektral ayrılışı, öz-özünə qoşma operatordan asılı fnksiyalar, 

qeyri-məhdud öz-özünə qoşma operatorların spektral ayrılışı haqqında 

teoremlər verilmişdir. 

Nəzəri məlumatların mənimsənilməsi məqsədi ilə məsələlər həll 

edilmişdir. 

İyirmi ikinci fəsildə sıxılmış inikas prinsipi, onun ümumiləşmələri 

haqqında teorem isbat edilmiş, cəbri tənliklərə və xətti tənliklərin həllinə, 

diferensial tənliklər üçün Koşi məsələsinin həllinə və digər məsələlərin həllinə 

tətbiqləri göstərilmişdir. 

İyirmi üçüncü fəsildə operatorlar qrupu və yarımqrupların öyrənilməsinə 

həsr edilmişdir. Operatorlardan asılı eksponensial funksiyalar qrupu təyin 

edilmiş, onun bəzi xassələri öyrənilmişdir. Banax fəzasında    yarımqruplar 

sinfinin əsas xassələri öyrənilmiş, Hill-İosida teoreminin isbatı verilmişdir. Hər 

bir yarımqrupun törədici operator vasitəsilə birqiymətli təyin olunması isbat 

edilmişdir. Sürüşmə tip operatorlar qrupunun doğuran operatorunu 

diferensiallanma operatoru olması göstərilmiş, onun funksiyanın ayrılmış 

fərqləri ilə əlaqəsi müəyyən edilmişdir. Unitar operatorlar qrupu və 

yarımqrupları öyrənilmiş, Stoun teoremi isbat edilmişdir. Fəslin sonunda öz-

özünə qoşma operatorlar qrupu və yarımqrupları haqqında məlumat verilmiş 

S.Nad və Hille teoremi isbat olunmuşdur.   

İyirmi dördüncü fəsildə Banax fəzalarında diferensial tənliklərin həlli 

üsulları haqqında məlumat verilmişdir. Qalyorkin və Furye üsulları, fərqlər 

sxemi, kiçik parametr üsulu, Laplas çevirməsi üsulunun tətbiqləri verilmişdir.  

İyirmi dördüncü fəsildə Şturm-Liuvill operatorunun spektral nəzəriyyəsi 

haqqında məlumat verilmişdir. Ştrum-Liuvill operatorunun məxsusi 

ədədlərinin və məxsusi funksiyalarının əsas xassələri göstərilmiş, məxsusi 

funksiyaların sıfırları haqqında teorem isbat edilmişdir. Şturm-Liuvill 

məsələsinin məxsusi funksiyalarının məxsusi funksiyalara görə ayrılış 

teoremləri isbat edilmişdir. Operatorun requlyarlaşmış izi üçün düstur verilmiş, 

spektrinin diskretliyi üçün kafi şərtlər göstərilmişdir.  

Dərs vəsaiti müəllifin respublikanın müxtəlif ali məktəblərində 40 illik 

pedaqoji fəaliyyəti, əsasən son illərdə Bakı Dövlət Universitetinin tətbiqi 

riyaziyyat və Kibernetika fakultəsində oxuduğu mühazirələr əsasında 

yazılmışdır. 
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Müəllif elmi fəaliyyəti dövründə az-çox qazandığı uğurlara görə və 

kitabın yazılmasında göstərdiyi mənəvi dəstəyə görə elmi rəhbəri və kitabın 

elmi redaktoru, tanınmış riyaziyyatçı professor Məmməd Bayramoğluna 

dərindən təşəkkür etməyi özünə borc bilir. Kitab haqqında öz dəyərli rəylərini 

bildirmiş professor Həmzağa Orucova, professor Sabir Mirzəyevə, professor 

Elşad Eyvazova və professor Ədalət Axundova öz dərin minnətdarlığımı 

bildirirəm. 

Sonda, mənim sağlamlığımın qayğısını çəkən, mənə mənəvi köməyini 

əsirgəməyən cəfakeş və vəfalı həyat yoldaşım doktor Elza xanıma ürəkdən 

təşəkkür etməyi özümə borc bilirəm. 

Kitab haqqında öz tənqidi fikirlərini bildirən bütün oxuculara əvvəlcədən 

öz təşəkkürümü bildirirəm. 
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I HİSSƏ 
I FƏSİL. SONSUZ ÇOXLUQLAR 

 

1.1 Çoxluq anlayışı. Çoxluqlar üzərində əməllər. 

 

Çoxluq riyaziyyatın ilkin anlayışlarından biridir və ona dəqiq tərif 

verilmir. Çoxluq dedikdə müəyyən xassayə malik olan əşyalar və ya elementlər 

külliyatı (toplusu) başa düşülür. Məsələn auditoriyadakı tələbələr çoxluğu, 

kitbxanadakı kitablar çoxluğu və s. Riyazi analiz kursunda natural, rasional və 

həqiqi ədədlər çoxluğu, kompleks ədələr çoxluğu, həndəsə kursunda eyni 

mərkəzə malik çevrələr çoxluğu, diferensial tənliklər kursunda hər hansı 

diferensial tənliyin bütün həllər çoxluğu ilə tanışıq. 

Çoxluqları adətən böyük           hərfləri ilə, onların elementlərini isə 

kiçik         yaxud         kimi işarə edirik. Hər hansı   elementinin   

çoxluğunun elementi olması faktını, yəni   elementinin   çoxluğuna daxil 

olması     kimi işarə olunur.  elementinin   çoxluğuna daxil olmaması isə 

  ̅  , yaxud      kimi işarə olunur.  ,...,...,3,2,1 nN  ilə natural ədədlər 

çoxluğunu işarə edirik. Aydındır ki, N5 amma 
4

3
 ̅   √  ̅  . Q ilə bütün 

rasional ədədlər çoxluğu işarə edilir. Q çoxluğunun elementləri bütün 

Nnmn
n

m
 ,,0, şəklində ədədlərdən ibarətdir. R ilə bütün həqiqi ədədlər 

çoxluğu işarə olunur. Heç bir elementi olmayan çoxluqlara boş çoxluq deyilir. 

Məsələn 012 x tənliyinin bütün həqiqi köklərindən ibarət olan çoxluq boş 

çoxluqdur. Boş çoxluq   kimi işarə edilir. Əgər   çoxluğuna daxil olan hər bir 

element eyni zamanda   çoxluğuna da daxil olarsa, onda   çoxluğu   

çoxluğunun alt çoxluğu adlanır və     kimi işarə edilir. Məsələn,     
   . Eyni elementlərdən düzəlmiş çoxluqlar bərabər çoxluqlar adlanır və 

    kimi işarə edilir. Əgər      və      münasibələri olarsa, bu halda 

    hesab edilir. Yəni,   çoxluğuna daxil olan hər bir element   çoxluğuna, 

eləcədə    çoxluğuna daxil olan hər bir element   çoxluğuna daxildir. 

Məsələn,  4,3A və   çoxluğu  01272  xx tənliyinin köklərindən ibarət 

olarsa, aydındır ki,    . 

Tərif 1. Tutaq ki,   və   çoxluqları verilmişdir.   və   çoxluqlarına 

daxil olan bütün elementlərdən təşkil edilmiş və başqa heç bir elementə malik 

olmayan   çoxluğuna bu çoxluqların birləşməsi yaxud cəmi deyilir.        

və ya       kimi işarə edilir. 

İstənilən sayda çoxluqların cəmi də bu qayda ilə təyin olunur və 

aşağıdakı kimi işarə olunur: 

nAAAC  ...21 yaxud nAAAC  ...21  
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Məsələn,    9,7,5,4,3,2,8,6,3,1  BA  çoxluqlarının birləşməsi 

 9,8,7,6,5,4,3,2,1 BAC  
kimidir. 

Asanlıqla görmək olar ki, əgər BA olarsa, bu halda BBA  olar. 

Xüsusi halda BA olarsa, onda AAA  olar. 

Tərif 2. Tutaq ki,   və   çoxluqları verilmişdir.   və   çoxluqlarının hər 

ikisinə daxil olan ortaq elementlərdən təşkil edilmiş və başqa heç bir elementə 

malik olmayan   çoxluğuna bu çoxluqların kəsişməsi yaxud hasili deyilir. 

      və ya      kimi işarə edilir. 

Məsələn,  ,,...2,...,8,6,4,2 nA   ,...3,...,9,6,3 nB   olarsa, 

 ,....6,...,18,12,6 nBAC   olar. 

Tərif 3. Tutaq ki,   və   çoxluqları verilmişdir.   çoxluğunun    

çoxluğuna daxil olmayan bütün elementlərindən ibarət olan və başqa heç bir 

elementə malik olmayan  çoxluğa   və    çoxluqlarının fərqi deyilir və 

      və ya       kimi işarə edilir. 

Məsələn,    6,5,4,3,4,3,2,1  BA  çoxluqları üçün 

   6,5|,2,1|  ABBA  
kimidir. 

Tərif 4. Tutaq ki,   və   çoxluqlar verilmişdir.      və       

çoxluqlarının birləşməsindən ibarət olan çoxluğa bu çoxluqların simmetrik 

fərqi deyilir və     kimi işarə edilir. Tərifə görə 

)|()|( ABBABA   

Yuxarıda baxdığımız    6,5,4,3,4,3,2,1  BA misalında 

   6,5|,2,1|  ABBA olduğunu nəzərə alsaq, onda  6,5,2,1BA  

olduğunu alarıq. Eləcədə    6,3,4,0  BA olarsa, bu halda 

  6,4|,3,0|  ABBA olduğunu görərik. Nəticədə   6,43,0 BA

alarıq. 

Tərif 5. Tutaq ki,   çoxluğu və bu çoxluğa daxil olan    çoxluğu 

verilmişdir SA .    çoxluğuna     çoxluğunun   çoxluğuna kimi 

tamamlayıcı çoxluğu deyilir və ACS  kimi işarə olunur. Məsələn, 

   ecAedcbaS ,,,,,,   olarsa, göründüyü kimi SA və  dbaACS ,,

olar. Eləcədə    2,1,3,0  AS olarsa, onda   3,21,0 ACS olar. 

İkilik prinsipi adlanan aşağıdakı münasibətlər doğrudur: 

Əgər SBA ,  çoxluqları verilmişsə, bu halda 

a)   BCACBAC SSS   

b)   BCACBAC SSS   

Çoxluqlar üzərində göstərilən əməlləri Eyler-Venn diaqramı adlanan 

aşağıdakı sxem vasitəsilə də təsvir etmək olar. 
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1) Alt çoxluq BA  

 

 

 

 

 

2) Çoxluqların birləşməsi BA  

 

 

 

 

 

3) Çoxluqların kəşisməsi BA  

 

 

  

 

 

 

4) Çoxluqların fərqi BA |  AB |  

 

 

 

 

 

 

 

5) Simmetrik fərq BA  

 

 

 

 

 

 

 

6) Tamamlayıcı çoxluq ACB  

 

 

 

 

 

 

A 

B 

A B 
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1.2. Çoxluqların ekvivalentliyi. 

 

Çoxluqları hərtərəfli öyrənmək üçün əvvəlcə sonlu və sonsuz çoxluq 

anlayışlarını müəyyən etmək lazımdır. 

Tərif 1. Əgər verilmiş çoxluğun elementləri sayı hər hansı natural ədədlə 

ifadə edilə bilərsə, onda həmin çoxluq sonlu çoxluq adlanır. Bu halda həmin 

natural ədədin məlum olub-olmamasının əhəmiyyəti yoxdur. Məsələn, verilmiş 

kitabın vərəqləri sayı, hər hansı kitabxanada olan bütün kitablar səhifələri sayı, 

teleskop vasitəsilə görünən bütün ulduz və planetlər, yük vaqonunda aparılan 

qum dənələri sonlu çoxluqdur.  

Riyaziyyatda bəzi hallarda sonlu olmayan çoxluqlara da rast gəlinir. Belə 

çoxluqlar sonsuz çoxluqlar adlanır. Sonsuz çoxluqların elementləri sayını heç 

bir natural ədədlə ifadə etmək mümkün deyildir. Məsələn, bütün rasional 

ədədlər çoxluğu, müstəvi üzərindəki bütün nöqtələr çoxluğu, bütün kəsilməz 

funksiyalar çoxluğu, bir nöqtədə kəsişən bütün düz xətlər çoxluğu və s.  

Fərz edək ki,   və   hən hansı sonlu çoxluqlardır. Bu çoxluqların 

elementlərini saymaqla onların eyni sayda, yaxud müxtəlif sayda elementə 

malik olub olmadığını müəyyən etmək olar. Bu məsələni baxılan çoxluqların 

elementlərini saymadan da müəyyən etmək olar. Tutaq ki,  edcbaA ,,,, və 

  ,,,,B . Bu çoxluqların elementlərini aşağıdakı kimi yazaq: 

 

A  a  b  c  d  e  

B            

 

Heç bir sayma aparmadan belə bu çoxluqların eyni sayda elementə malik 

olduğunu görürük. Eyni qayda ilə sinifdəki şagirdlər ilə sinifdəki stulların 

sayının eyni olub-olmadığını bilmək üçün hər şagirdi bir stulda əyləşdirmək 

kifayətdir. Eləcədə hər bir oğlanın arxasında bir qız dayanmaq şərti ilə 

olimpiadada iştirak edən şagirdləri düzməklə onların sayını heç bir sayma 

aparmadan da müqayisə etmək olar. Bu üsul müqayisə üsulu adlanır.  

Göründüyü kimi sayma üsulu yalnız sonlu çoxluqlar üçün tətbiq edilə 

bilər. Bu üsul sonsuz çoxluqlar üçün mümkün deyil. Amma müqayisə üsulu 

həm sonlu, həm də sonsuz çoxluqlar üçün tətbiq edilə bilər. Müqayisə 

üsulunun əsas mahiyyəti ondan ibarətdir ki, bu halda hər hansı bir çoxluğun hər 

bir elementinə qarşı digər çoxluğun yeganə elementi qarşı qoyulur və tərsinə 

digər çoxluğun hər bir elementinə əvvəlki çoxluğun yeganə elementi qarşı 

qoyulur. Bu üsulun gücü onun sonsuz çoxluqlara da tətbiq oluna bilməsidir. 

Məsələn, bütün natural ədədlər çoxluğu N ilə Nn
n

,
1

şəklində bütün ədədlər 

çoxluğu M -in elementlərinin “sayı” bərabərdir. Buna N və M çoxluqların 

elementlərini aşağıdakı şəkildə yerdəyişməklə əmin olmaq mümkündür: 
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M  1 2 3 4 5 … 

N  1 

2

1
 

3

1
 

4

1
 

5

1
 

… 

 

Tərif 2. Tutaq ki,   və   çoxluqlar verilmişdir. Əgər istənilən Aa  
elementinə qarşı yeganə Bb elementi qarşı qoyularsa və eləcə də istənilən 

Bb  elementi yeganə Aa elementinə qarşı qoyularsa, onda   qaydası   və 

  çoxluqları arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq adlanır. 

Tərif 3. Əgər  və   çoxluqları arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq 

yaratmaq mümkün olarsa, onda bu çoxluqlar ekvivalent yaxud eynigüclü 

çoxluqlar adlanır və     kimi göstərilir. 

Tərifdən alınır ki, iki sonlu çoxluq o zaman ekvivalent olar ki, onlar eyni 

sayda elementə malik olsunlar. Buradan görünür ki, çoxluqların eynigüclülüyü 

anlayışı sonlu çoxluqların eyni sayda elementə malik olması anlayışının 

ümumiləşməsidir. 

Ekvivalent çoxluqlara bəzi misallar göstərək: 

1.  ,...,...,3,2,1 nN   natural ədədlər çoxluğu və  ,...2,...,6,4,2 nM  cüt 

ədədlər çoxluğu ekvivalentdir. Bu çoxluqlar arasında qarşılıqlı birqiymətli 

uyğunluq yaratmaq üçün istənilən Nn ədədinə Mn2 ədədini qarşı qoymaq 

lazımdır. 

M  1 2 3 … n  … 

N  2  4  6  … 
n2  … 

 

2. Tutaq ki,   və   paraleloqramın paralel qarşı tərəfləri üzərindəki 

nöqtələr çoxluğudur 
 

Aa  nöqtəsindən qarşı tərəfə perpendikulyar 

çəkilmiş düz xəttin qarşı tərəflə kəsişmə nöqtəsi 

olan Bb  nöqtəsini a -ya qarşı  qoyaq.  

Asanlıqla     olduğunu alırıq. 

 

 

 

 

3.  Tutaq ki,   və   iki konsentrik  

çevrə üzərində yerləşən nöqtələr çoxluğudur.  

Əgər bu çevrələri “düzləndirsək”, 

onda bunlar biri digərindən qısa  

olan düzxətli parçalara çevrilərlər. 

İlk baxışda daha uzun parçadakı                                                       Şəkil 2 
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nöqtələr çoxluğunun digər parçadakı nöqtələrdən daha “çox” olduğunu düşünə 

bilərik. Amma əslində bu belə deyildir. Hər iki parşadakı nöqtələr çoxluğu bir-

birinə ekvivalentdir. Bunlar arasındakı qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq şəkil 2-

də göstərilmişdir.                                                                                                                                                     

4. Hər  hansı düzbucaqlı üçbucaq götürək.   ilə hipetonuzun üzərindəki 

nöqtələr çoxluğunu,   ilə hər hansı katet üzərindəki nöqtələr çoxluğunu işarə 

edək. Əgər bu kateti hipetonuz üzərinə qoysaq, onda   çoxluğunun  -nın bir 

hissəsi olduğunu alarıq. Yəni     və    .   çoxluguna  -nın düzgün 

hissəsi deyəcəyik. Bu halda biz öz alt hissəsinə ekvivalent olan çoxluq ilə 

qarşılaşırıq. Məlumdur ki,   və   sonlu çoxluqlar olarsa, belə bir hal mümkün 

deyil. Sonlu çoxluq öz alt hissəsinə ekvivalent ola bilməz. Onda belə nəticəyə 

gəlirik ki, yalnız sonsuz çoxluqlar belə xassəyə malik ola bilərlər. Yəni sonsuz 

çoxluq öz alt hissəsinə ekvivalent ola bilər. Sonralar görəcəyik ki, hər bir 

sonsuz çoxluq özünə ekvivalent olan alt hissəyə malikdir.  

 

 

 

 

 

 

 

 Ekvivalentlik anlayışının aşağıdakı xassələrini qeyd edək: 

I.  İstənilən   çoxluğu üçün     (eynilik), 

II.  Əgər     isə, onda     (simmetriklik), 

III. Əgər     və     isə, onda     (tranzitivlik), 

IV. Tutaq ki,                   ,        ,        ,     

               
k

kAA  , 
k

kBB  işarə edək. Bu halda     olar. 

Aşağıdakı teoremləri də qeyd edək. 

Teorem 1. Tutaq ki,       və    . Onda    . 

Teorem 2. Tutaq ki,   çoxluğu   çoxluğunun hər hansı       alt 

çoxluğu,   çoxluğu isə   çoxluğunun      alt çoxluğuna ekvivalentdir. Bu 

halda   və   çoxluqları ekvivalentdirlər.  

Bu teorem Kantor-Bernşteyn teoremi adlanır. 

 

 

1.3. Hesabi çoxluqlar və onların əsas xassələri. 

 

 ,...,...,3,2,1 nN   natural ədədlər çoxluğu götürək. 

Tərif 1. Natural ədədlər çoxluğuna ekvivalent olan çoxluqlara hesabi 

çoxluqlar və ya hesabi güclü çoxluqlar deyilir.  
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Verilmiş çoxluğun hesabi gücə malik olması faktını  ̅̅    kimi işarə 

edirlər. Aydındır ki, bütün hesabi güclü çoxluqlar bir-birinə ekvivalentdirlər və 

onları bütün natural ədədlərin köməyi ilə nömrələmək mümkündür. Yəni 

hesabi çoxluqları  ,...,...,, 21 naaaA 
 
ardıcıllığı şəklində göstərmək olar.   

  ,...,...,16,9,4,1 2
1 nA   

     ,...,...,64,27,8,1 3
2 nA   

 ,...2,...,8,6,4,21 nA   

     







 ,...
1

,...,
4

1
,

3

1
,

2

1
,14

n
A  

Bu çoxluqlardan hər biri hesabi güclü çoxluqdur.  

Teorem 1. Hər bir sonsuz   çoxluğundan hesabi alt çoxluq ayırmaq olar. 

Isbatı:   çoxluğundan hər hansı    elementini götürək.   {  }  sonsuz 

çoxluq olduğundan bu çoxluqdan   -dən fərqli hər hansı    elementi götürmək 

olar. Yenidən   {     }  çoxluğundan     və    elementlərindən fərqli hər 

hansı    elementini götürək və prosesi bu qayda ilə sonsuz davam etdirək. 

Nəticədə ayrılmış elementlərdən ibarət sonsuz  ,...,...,, 21 naaaD   hesabi 

çoxluğunu almış oluruq. 

Teorem 2. Hesabi   çoxluğunun hər bir sonsuz alt     çoxluğu 

hesabidir. 

İsbatı:   çoxluğunu   ,...,...,, 21 naaaA   kimi göstərək.   

çoxluğunun elementlərini ardıcıl olaraq nəzərdən keçirək. Bu elementlərdən   

çoxluğuna daxil olan birinci elementi  
11 nab   kimi nömrələyək.  -nın   

çoxluğuna daxil olan ikinci elementini )( 122 2
nnab n   kimi işarə edək və 

prosesi bu qayda ilə sonsuz davam etdirək. Beləliklə  -nin bütün elementlərini  

,...,...,,, 321 kbbbb  şəklində nömrələyə bilərik, belə ki ,...3,2,1,  kab
knk

....)....( 321  knnnn    sonsuz çoxluq olduğundan onun elementləri 

bütün natural ədədlər vasitəsilə nömrələnmiş olur. Bu isə   çoxluğunun hesabi 

olduğunu göstərir.  

Nəticə: Hesabi çoxluqdan sonlu çoxluğu atdıqdan sonra alınan çoxluq da 

hesabi çoxluqdur. 

Məsələn, cüt natural ədədlər çoxluğu, eləcədə tək natural ədədlər çoxluğu 

hesabi çoxluqlardır. 

Teorem 3: Sonlu və hesabi çoxluğun birləşməsi də hesabi çoxluqdur. 

İsbatı: Tutaq ki,  ,,...,, 21 naaaA    mbbbB ,...,, 21  belə ki,  

BACBA  .  işarə edək və onu   ,...,...,,,,...,, 2121 mn bbbaaaC   

kimi göstərək. Bu çoxluğu yenidən   ,...,...,,,...,, 121 mnnn cccccC   yenidən 

nömrələyək, belə ki,  
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








 ,...,2,1,

,...,2,1,

nnib

nia
c

ni

i

i   

Nəticədə C çoxluğunun hesabi çoxluq olduğunu alırıq. 

Teorem 4: Sonlu sayda cüt-cüt kəsişməyən hesabi çoxluqların birləşməsi 

də hesabi çoxluqdur. 

 İsbatı: Teoremi üç sayda hesabi çoxluqlar üçün isbat edək. 

 CBAD   belə ki,   ,...,...,,, 321 naaaaA  

 ,...,...,,, 321 mbbbbB     ,...,...,,, 321 nccccC    

D çoxluğunun elementlərini   ,...,,,,,, 3222111 acbacbaD   şəklində göstərək 

və yenidən nömrələyək. Bu halda D  -nin hesabi çoxluq olduğunu alarıq. 

Eyni üsulla hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən sonlu çoxluqların 

birləşməsinin də hesabi çoxluq olduğunu almaq olar. 

Teorem 5. Hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən hesabi çoxluqların 

birləşməsi də hesabi çoxluqdur. 

İsbatı: Tutaq ki, ,...,...,, 21 kAAA
 
hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən 

hesabi çoxluqlardır. 

Bu çoxluqları aşağıdakı kimi göstərək: 

 ,...,, )1(
3

)1(
2

)1(
11 aaaA 

 

 ,...,, )2(
3

)2(
2

)2(
12 aaaA 

 

 ,...,, )3(
3

)3(
2

)3(
11 aaaA   

......321  kAAAAD  çoxluğunun elementlərini aşağıdakı kimi 

düzək. Əvvəlcə )1(
1a  elementini, sonra )1(

2a və )2(
1a  elementlərini, daha sonra 

)1(
3

)2(
2

)3(
1 ,, aaa  və bu qayda ilə indekslərinin cəmi 5 olan elementlər olmaqla 

indekslər cəminin artma istiqamətində düzək. Nəticədə D çoxluğu aşağıdakı 

kimi göstərirlər: 

 ,...,,,,,, )1(
4

)3(
1

)2(
2

)1(
3

)2(
1

)1(
2

)1(
1 aaaaaaaD  . 

Bu qayda ilə bütün natural ədədlər vasitəsilə yenidən nömrələmək olar. 

Nəticədə  D çoxluğunun hesabi olduğunu alarıq.  

Bu teoremlərdən istifadə edərək bütün rasional ədədlər çoxluğunun 

hesabi olduğunu göstərə bilərik. Məlum olduğu kimi istənilən rasional ədəd 
q

p
 

şəklində göstərilə bilər, beləki, p və q tam ədədlərdir. Məxrəci q olan bütün 

,...
3

,
2

,
1

qqq  şəklində bütün ədədlər çoxluğu hesabidir.  q   məxrəci özüdə 

hesabi sayda         natural qiymətlərini ala bilər. Nəticədə teorem 5-i tətbiq 

etməklə baxılan çoxluğun hesabi olduğunu alarıq. Əgər bu çoxluqdan bütün 

ixtisar olunan kəsrləri atsaq, alınan çoxluq 2-ci teoremə görə hesabi olar. Bu 
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qayda ilə bütün müsbət rasional ədədlər çoxluğu olan Q çoxluğunun hesabi 

olduğunu alırıq. Bütün mənfi rasional ədədlər Q  və Q çoxluqları ekvivalent 

olduğundan     QQQ 0  çoxluğunun da hesabi olduğunu alırıq.  

Nəticə.  l,0 segmenti daxilindəki bütün rasional ədədlər çoxluğu 

hesabidir. Doğrudan da  l,0  seqmenti daxilində yerləşən bütün rasional 

ədədlər çoxluğunu 1P  ilə işarə edək. Məlumdur ki, 








 ,...
1

...,,
3

1
,

2

1
,12

n
P

çoxluğu hesabidir və 12 PP  . 1P  çoxluğu isə bütün rasional ədədlər 

çoxluğunun altçoxluğudur. Onda QPP  12 . Məlum teoremə görə 2P   Q  

olduğundan 1P   Q  olduğunu alırıq. Yəni 1P  çoxluğu hesabidir. 

Xüsusi halda     NNZ 0  bərabərliyindən bütün tam ədədlər 

çoxluğunun da hesabi olduğunu alırıq. Burada  N  və N  uyğun olaraq 

müsbət və mənfi tam ədədləri göstərir. 

Teorem 6. Əgər sonsuz   çoxluğuna sonlu və ya hesabi   çoxluğu əlavə 

etsək, onda   çoxluğu ilə eynigüclü çoxluq alınar, yəni AM     olar. 

İsbatı:   çoxluğundan hər hansı hesabi   çoxluğu ayıraq. PDM   

işarə edək. Onda DPM  olar. 

Buradan  

  )( ADPADPAM   

P  P  və AD  D  olduğundan AM   M münasibətini alırıq. 

Bu teoremdən alınır ki, hər hansı sonsuz çoxluğa sonlu və ya hesabi 

çoxluğun əlavə olunması bu çoxluğun gücünü dəyişməz.  

Teorem 7. Əgər sonsuz M çoxlugu qeyri-hesabi isə və A onun sonlu və 

ya hesabi alt hissəsidirsə, onda 

AM \  M  

olar. 

İsbatı: AMB   çoxluğu sonlu ola bilməz, çünki bu halda M  çoxluğu 

sonlu və ya hesabi çoxluq olardı. 

Onda teorem 6-ya əsasən   AB   A  olduğundan  

M  AM   
alarıq. 

Buradan aşağıdakı nəticə alınar: 

Nəticə: Hər bir sonsuz çoxluğun özünə ekvivalent olan düzgün hissəsi 

vardır. 

Buradan da alırıq ki, sonsuz çoxluqdan istənilən sonlu alt çoxluğun 

atılması onun gücünü dəyişmir.  

Qeyd etdiyimiz kimi sonlu çoxluqlar bu xassəyə malik deyildir. Ona görə 

də aşağıdakı tərifi verə bilərik. 
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Tərif: Əgər verilmiş çoxluq özünə ekvivalent alt hissəyə malik isə, ona 

sonsuz çoxluq deyilir. 

Teorem 8. Hər biri digərindən asılı olmayaraq hesabi çoxluqda dəyişən   

sayda indekslə təyin edilən elementlərdən ibarət  

   nkxxxaA kkkxxx n
,...,3,2,1,...;, )2()1(

,...,, 21
  

çoxluğu hesabidir. 

İsbatı: Teorem riyazi induksiya metodu ilə isbat edilir. 1n
 
olduqda 

teorem aydındır. 

Fərz edək ki, teorem mn   üçün doğrudur. Teoremin lmn   olduqda 

doğru olduğunu göstərək. 

Tutaq ki,  
121 ,,...,, 


mm xxxxaA  . 











)(
121 ,,...,,

i
mm xxxxi aA       işarə edək. 

Fərziyyəyə görə iA çoxluqlarından hər biri hesabi çoxluqdur. 





1i

iAA

olduğundan məlum teoremə görə A -nın hesabi çoxluq olduğunu alırıq. 

Teorem isbat olundu. 

Bu teoremdən aşağıdakı nəticələri almaq olar.  

1) Müstəvi üzərində rasional koordinantlı ),( yxM  nöqtələri çoxluğu 

hesabidir. 

2)   sayda natural ədədlərlə təyin edilən ),...,,( 21 knnn  şəklində toplular 

çoxluğu hesabidir.  

3) Tam əmsallı nn
nnn axaxaxaxa  


1
2

2
1

10 ...  şəklində 

çoxhədlilər çoxluğu hesabidir. 

Tərif. Əgər hər hansı bir ədəd tam əmsallı cəbri çoxhədlinin kökü olarsa, 

onda cəbri ədəd deyilir. Cəbri olmayan ədədlərə transendent ədədlər deyilir. 

n

m
 ( Zm  tam ədəd Nn ) şəklində ədədlər tam əmsallı birdərəcəli 

0mnx  cəbri tənliyin kökü olduğundan bütün rasional ədədlər (xüsusi 

halda natural və tam ədədlər) cəbri ədədlərdir. Istənilən 2n  və m  natural 

ədədləri üçün n m  şəklində olan bütün ədədlər rasional yaxud irrasional 

olmasından asılı olmayaraq tam əmsallı cəbri tənliyin kökləri olduğundan 

onlarda cəbri ədədlərdir. 

Isbat olunmuşdur ki,   və e  ədədləri heç bir tam əmsallı cəbri tənliyin 

həlli deyillər. Bu ədədlər transendent ədədlərdir. 

Teorem 9. Bütün cəbri ədədlər çoxluğu hesabdir. 

İsbatı:  Tam əmsallı bütün cəbri çoxhədlilər çoxluğu hesabi olduğundan 

onları ),...(),...,(),(),( 321 xPxPxPxP n  kimi nömrələmək olar. Hər bir 
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,...)2,1()( kxPk  çoxhədlisinin sonlu sayda kökləri vardır. Əvvəlcə )(xPi  

çoxhədlisinin, sonra )(2 xP  çoxhədlisinin )(1 xP -in köklərindən fərqli köklərini 

və s. kimi düzsək, köklərdən ibarət ardıcıllıq alarıq. Bu isə cəbri ədədlər 

çoxluğunun hesabi olduğunu göstərir.  

 

1.4. Çoxluğun gücü anlayışı. Güclərin müqayisəsi. 

 

Tutaq ki, hər hansı   çoxluğu verilmişdir.   çoxluğu ilə bərabər   ilə 

ekvivalent olan bütün çoxluqlara baxaq. Tranzitivlik xassəsinə görə bütün bu 

çoxluqlar öz aralarında ekvivalent çoxluqlardır. Belə çoxluqlar külliyatı öz 

aralarında ekvivalent olan çoxluqlar sinifi adlanır. Sonralar görəcəyik ki, 

sonsuz sayda öz aralarında ekvivalent olan çoxluqlar sinifləri vardır. Asanlıqla 

görə bilərik ki, iki müxtəlif sinifə daxil olan iki çoxluq heç zaman ekvivalent 

ola bilməzlər. 

Hər bir öz aralarında ekvivalent olan çoxluqlar sinfinə qarşı   

simvolunu qarşı qoyaq. Bu simvola baxılan sinifə uyğun kardinal ədəd, yaxud 

bu sinifə daxil olan çoxluqların gücü deyilir.  

Beləliklə görürük ki, çoxluğun gücü anlayışı öz aralarında ekvivalent 

olan bütün çoxluqlara aid olan ümumi bir keyfiyyət, yaxud xassədir. Bu halda 

biz çoxluğa daxil olan elementlərin konkret keyfiyyətini və çoxluğun sonlu və 

ya sonsuz olmasını nəzərə almırıq.  

Ekvivalent çoxluqlar sinfinə qarşı qoyulan bu simvol həmin çoxluqların 

gücünü göstərir.  

Əgər 1A  və 2A  ekvivalent olmayan çoxluqlar isə və bu çoxluqlara uyğun 

simvollar 1  və 2  ( 21   ) isə, onda bu çoxluqlar müxtəlif gücə malik 

çoxluqlar adlanırlar. 

 Çoxluğun gücünü A  kimi işarə edirik. Əgər müxtəlif çoxluqlara uyğun 

kordinal ədədlər (simvollar)   və   olarsa, bu halda   ,,

münasibətlərindən yalnız biri ola bilər.  

Bütün yuxarıda deyilənlərdən görünür ki, çoxluğun gücü anlayışı 

çoxluğun elementləri sayının ümumiləşməsidir. Sonlu çoxluqlar üçün 

çoxluqların elementləri sayı ilə çoxluğun gücü anlayışları üst-üstə düşürlər. 

Sonsuz şoxluqlar üçün “elementlərin sayı”  anlayışının mənası yoxdur. Bu 

halda yalnız çoxluğun gücü anlayışından danışmaq olar. Çoxluğun gücü 

anlayışı elementlərin sayı anlayışının təbii ümumiləşməsidir.  

Tutaq ki, A  və B  çoxluqları verilmişdir. Əvvəlcə fərz edək ki, A  və B

sonlu çoxluqlardır. Belə ki, A çoxluğu m  elementə, B  isə n  elementə 

malikdir. Aydındır ki, m və n arasında aşağıdakı üç münasibətdən biri ola 

bilər: 

1) nm  ,     2) nm  ,     3) nm    
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Birinci hal o zaman mümkündür ki, A  və B ekvivalentdir və onlar 

arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaratmaq olar.  

İkinci halda A  və B  çoxluqları ekvivalent deyildirlər, onlar arasında 

qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yoxdur. Amma B çoxluğu ilə ekvivalent olan 

AA 1 çoxluğu vardır. 

Üçüncü halda A  və B  çoxluqları ekvivalent deyildirlər, onlar arasında 

qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yoxdur. Amma A  çoxluğu ilə ekvivalent olan 

BB 1 çoxluğu vardır. 

Beləliklə alırıq ki, sonlu çoxluqları müqayisə etmək üçün ya onların 

elementlərini saymaq lazımdır, ya da bu çoxluqlar və ya onların alt çoxluqları 

arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaratmaq lazımdır.  

A  və B  çoxluqları sonsuz olduğu halda onların elementlərini saymaq 

mümkün deyildir. Bu halda onları müqayisə etmək üçün yalnız ikinci üsuldan 

istifadə etmək lazımdır. 

 Bu halda aşağıdakı hallar ola bilər: 

1) A  ,1B ,1 BB   amma B  çoxluğu A -nın heç bir alt çoxluğuna 

ekvivalent deyildir.  

2) B  ,1A AA 1 , amma A  çoxluğu B -nın heç bir alt çoxluğuna 

ekvivalent deyildir.  

3) A ,1B BB 1  və B  ,1A AA 1 . 

Tərif. Əgər A və B  çoxluqları arasında 1) münasibəti varsa bu halda 

deyirlər ki,  BA  , yəni A  çoxluğu B -dən zəif güclü çoxluqdur. Əgər 2)  

münasibəti varsa,  BA  , yəni A  çoxluğu B -dən daha güclü çoxluqdur. 3) 

halı ödəndikdə,  BA  . (Bu halda Kantor-Bernşteyn teoreminə görə  A  və B  

çoxluqları ekvivalent olur). 

Çoxluqların güclərini müqayisə etmək üçün aşağıda göstərilən teoremlər 

mühüm əhəmiyyətə malikdir.  

Teorem 1. (Aralıq çoxluğunun gücü haqqında). Tutaq ki, 21 AAA    

və  A 2A . Onda  A 1A . 

Teorem 2. (Kontor-Bernşteyn). Əgər A və B  çoxluqlarından hər biri 

digərinin hər hansı hissəsinə ekvivalent isə, onda bu çoxluqlar özləri də 

ekvivalentdirlər. Yəni  A BB 1  və B  AA 1  isə, onda A B . 

Yuxarıda qeyd etdik ki, sonsuz sayda müxtəlif ekvivalentlik sinifləri 

vardır və buna uyğun olaraq sonsuz sayda müxtəlif güclər vardır. Sonsuz 

çoxluqlar işərisində ən sadə quruluşa malik olan çoxluqlar hesabi çoxluqlardır. 

Hesabi çoxluqların gücünü aA   kimi işarə etməyi şərtləşmişik.  

Aşağıdakı təbii sual ortaya çıxır. Sonsuz çoxluqlar işərisində ən böyük 

gücə malik olan çoxluq varmı? Aşağıdakı teorem göstərir ki ən böyük gücə 

malik olan çoxluq yoxdur.  
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Teorem 3. İstənilən boş olmayan A  çoxluğunun bütün alt çoxluqlar 

çoxluğunun gücü verilmiş çoxluğun gücündən böyükdür.  

 

1.5. Kontinium güclü çoxluqlar. 

 

 Yuxarıda göstərilən Teorem 3-dən nəticə olaraq alınır ki, ən böyük gücə 

malik olan çoxluq qurmaq mümkün deyildir. Çünki, verilmiş çoxluğun alt 

çoxluğunun gücü həmişə verilən çoxluğun gücündən böyük olur. Onda yenə də 

təbii sual yaranır. Ən kiçik gücə malik olan sonsuz çoxluq varmı?  

 ,......,,3,2,1 nN   natural ədədlər çoxluğunu götürək. Tutaq ki, M  hər 

hansı sonsuz çoxluqdur. M çoxluğundan, hər hansı element götürək və onu 

1m  ilə işarə edək. Yenidən başqa bir element götürək və onu 2m  ilə işarə edək. 

M sonsuz çoxluq olduğundan bu prosesi sonsuz davam etdirmək olar. Nəticə 

də M çoxluğundan sonsuz 1M çoxluğu ayırmış olarıq. 1M çoxluğunun 

elementləri bütün natural ədədlər vasitəsi ilə nömrələndiyindən o hesabi 

çoxluqdur. Yəni 1M  N . Nəticə də alırıq ki, aM  . 

Deməli, istənilən sonsuz çoxluğun gücü hesabi gücdən kiçik deyildir. 

Onda hesabi gücün sonsuz çoxluqların gücü arasında ən kiçik güc olduğunu 

alırıq.  

Teorem 1.  1,0  parçasına daxil olan bütün həqiqi ədədlər çoxluğu 

hesabi çoxluq deyildir. 

İsbatı:  1,0  işarə edək. Fərz edək ki,   parçasının nöqtələri hesabi 

çoxluq təşkil edir. Onun bütün nöqtələrini natural ədədlər vasitəsilə 

nömrələmək olar: ,...,...,, 21 nxxx  

  parçasını üç bərabər hissəyə bölək. ,
3

1
,0 







.1,

3

1
,

3

2
,

3

1
















 1x  

nöqtəsini öz daxilinə almayan hissəni 1  ilə işarə edək. 1  parçasını yenidən 

üç bərabər hissəyə bölək. Bu hissələrdən 2x nöqtəsini öz daxilində saxlamayan 

hissəni 2  ilə işarə edək. Prosesi bu qayda ilə sonsuz davam etdirək. Nəticədə 

bir birinə daxil olan sonsuz 

......21  n  

parçalar ardıcıllığı alarıq, belə ki, istənilən n  üçün n  parçası nx  elementini 

öz daxilində saxlamır. 
nn

3

1
  olduğundan n  şərtində .n  Onda 

Kantor teoreminə görə bu parçaların hər birinə daxil olan yeganə   nöqtəsi 

vardır. Bu nöqtə  1,0  parçasına daxildir. Digər tərəfdən   ədədi  nx  

nöqtələrindən heç biri ilə üst-üstə düşmür. Əgər  ədədi bu nöqtələrdən biri ilə 
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üst-üstə düşsəydi, onda    ədədi qurmaya görə  n  parçalarından birinə daxil 

olmazdı.  

Alınmış bu ziddəyyət göstərir ki,   parçasının nöqtələri hesabi çoxluq 

təşkil etmir. Bu nöqtələr çoxluğu qeyri hesabi sonsuz çoxluqdur. Teorem isbat 

olundu. 

Tərif:  1,0 parçasına daxil olan həqiqi ədədlər çoxluğunun gücünə 

kontinium güc deyilir.  1,0  parçası ilə ekvivalent olan bütün çoxluqlara isə 

kontinium güclü çoxluqlar deyilir. Kontinium güc cA   kimi işarə olunur. 

Məlumdur ki,   1,0 parçasına daxil olan rasional ədədlər çoxluğu hesabi 

çoxluqdur. Bu parçanın digər  bütün nöqtələri irrasional ədədlərdir. Yuxarıda 

isbat edilən teoremdən alınır ki, irrasional ədədlər rasional ədədlərə  nisbətən 

daha çoxdur və irrasional ədədlər çoxluğu hesabi olmayan çoxluqdur və c  

gücünə malikdir. 

axaby  )( funksiyası  1,0  və  ba,  parçaları arasında qarşılıqlı 

birqiymətli uyğunluq yaradır. Ona görə də istənilən  ba;  parçası da kontinium 

güclü çoxluqdur. Məlum olduğu kimi sonlu sayda element əlavə etməklə və ya 

atmaqla çoxluğun gücü dəyişmir. Onda alırıq ki,istənilən  ba, intervalı, yaxud 

 ,,ba  ab,  yarımintervallarıda kontinium güclü çoxluqlardır.  

Teorem 2. Sonlu sayda cüt-cüt kəsişməyən kontinium güclü çoxluqların 

birləşməsi də kontinium güclü çoxluqdur.  

İsbatı: Tutaq ki, nAAA ,...,, 21  çoxluqlarından hər biri c gücünə malikdir, 

jiAA ji  , . 
n

k
kAB

1

  işarə edək.  1,0 yarımintervalını götürək və 

onu 1...0 1210   nn aaaaa  nöqtələri ilə  kk cc ,1  nk ,...,2,1  

yarımintervallarına bölək. kA  çoxluqlarından hər biri c güclü olduğundan bu 

çoxluqlar ilə uyğun  kk aa ,1 yarımintervalları arasında qarşılıqlı birqiymətli 

uyğunluq yarada bilərik.  

Nəticədə B  çoxluğu ilə  

   
n

k
kk aa

1
1,1,0


  

yarımintervalları arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaratmış oluruq. Bu 

isə B çoxluğunun kontinium güclü çoxluq olması deməkdir. Teorem isbat 

olundu. 

Teorem 3. Hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən kontinium güclü çoxluqların 

birləşməsi də kontinium güclü çoxluqdur.  

İsbatı: Tutaq ki, ,...,...,, 21 nAAA kontinium güclü çoxluqlardır.  
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jiAAAB ji
k

k 




,,
1

 . 

 1,0  yarımintervalını ......0 110   nn aaaa  1lim 


n
n

a  nöqtələri vasitəsilə 

 kk aa ,1  yarımintervallarına bölək.  kA  və   ,...2,1,,1  kaa kk çoxluqları 

arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaratsaq nəticədə B  çoxluğu ilə  1,0  

arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaratmış olarıq. Bu isə B  çoxluğunun 

kontinium güclü olması deməkdir. Teorem isbat olundu. 

Nəticə 1.  Bütün həqiqi ədədlərdən ibarət Z  çoxlugu kontinium güclü 

çoxluqdur.  

Bu faktın doğruluğu  

Z     
n

k
kkkk

1
1,,1


  

bərabərliyindən alınır.  

Nəticə 2. Bütün irrosianal ədədlər çoxluğu kontinium güclü çoxluqdur. 

Nəticə 3. Transendent ədədlər çoxluğu boş deyil.  

Bəzi mühüm çoxluqların kontinium güclü çoxluq olduğunu göstərmək 

üçün  1,0  parçasına daxil olan ədədlərin ikilik kəsr şəklində yazılışından 

istifadə olunur. 

Hər hansı  1,0 ədədini götürək. Məlumdur ki, bu ədədi  

...
2

...
222 3

3
2
21 

k
k

  

sırası şəklində göstərə bilərik. Bunu qısa şəkildə   

...,0 321    

şəklində yazaq. Buna   ədədinin ikilik şəklində yazılışı deyilir. Burada 

...,, 321   0 və ya 1 qiymətlərindən ala bilər. Əksinə, ikili kəsr şəklində 

yazılmış hər bir ədəd  1,0  parçasına daxildir. Ona görə də ikilik kəsr şəklində 

yaza bilən ədədlər çoxluğu ilə  1,0  parçasındakı ədədlər çoxluğu 

ekvivalentdirlər.  1,0  parçasına daxil olan bəzi ədədlərin ikilik kəsr şəklində 

yazılışını göstərək. Məsələn,  

..10011001,0
7

5
...,0111,0

2

1
...,111,01 

 ...011000,0
8

3
  və ya ......10111,0

8

3
  

 1,0  parçasındakı ədədlərin ikilik kəsr şəklində yazılışından istifadə 

edərək onu üç növ çoxluğa ayıra bilərik. Birinci çoxluğa ikilik kəsr şəklində 

yazılışında sonsuz sayda sıfırlar və sonsuz sayda vahidlər olan ədədləri daxil 

edirik. Bu ədədlər irrasional ədədlərdir. İkinci çoxluq ikilik kəsr şəklində 

yazılışına sonlu sayda sıfırlar daxil olan ədədlərdir. Üçüncü çoxluq isə ikilik 
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kəsr şəklində ayrılışına sonlu sayda vahidlər daxil olan ədədlərdir.  Bunlar 

rasional ədədlərdir. 

Teorem 4. Hər bir həddi sıfır və vahidlərdən ibarət olan bütün 

ardıcıllıqlar çoxluğu kontinium güclü çoxluqdur.     

İsbatı: Hər bir həddi sıfır və vahidlərdən ibarət olan  ......,,, 21 naaa  

ardıcıllığına ikilik yazılışı n ...,0 21 ədədini qarşı qoyaq. Məsələn 

 ,...1,0,1,0,0  ardıcıllığına qarşı ...0101,0 ədədini qarşı qoyaq. İkilik kəsr 

şəklində göstərilən ədədlər çoxluğu ilə  1,0 parçasına daxil olan ədədlər 

çoxluğu ekvivalent olduğundan baxılan ardıcıllıqlar çoxluğunun kontinium 

güclü çoxluq olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 5. Natural ədədlərdən təşkil edilmiş bütün artan ardıcıllıqlar 

çoxluğu kontinium gücə malikdir. 

İsbatı: Tutaq ki,   ...)(...,, 321321  kkkkkk  istənilən artan 

ardıcıllıqdır. Bu ardıcıllığa qarşı elə  ...,, 321 aaa  ardıcıllığı qarşı qoyaq ki, 

1......
21


nkkk aaa , qalan yerlərdə yerləşən ia  hədləri isə sıfırlar olsun. 

Bu qayda ilə  ...,...,, 21 nkkk  ardıcıllığı ilə hədləri yalnız sıfır və vahidlərdən 

ibarət olan ardıcıllıqlar çoxluğu arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq 

yaratmış olarıq. Teorem 4-ə əsasən bu çoxluğun kontinium güclü çoxluq 

olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 6. Bütün natural ədədlər ardıcıllıqlarından ibarət olan çoxluq 

kontinium güclüdür.  

İsbatı:  Hər bir natural  ...,...,, 21 knnn  ədədlər ardıcıllığına artan 

...,, 321321211  nnnmnnmnm  

natural ədədlər ardıcıllığını qarşı qoyaq. Onda teorem 5-ə əsasən bu çoxluğun 

kontinium güclü olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu.  

 Teorem 7. Həqiqi ədədlərdən təşkil edilmiş bütün ardıcıllıqlar çoxluğu 

kontinium güclü çoxluqdur. 

 İsbatı:  ...,...,, 21 n 
 
kimi işarə edək.  1,0n  olduğunu fərz 

edək. n  
ədədlərinin ikilik kəsr şəklində ayrılışını götürək və hər bir i  

ədəddinə qarşı artan  ,...,, 321 iii ppp  natural ədədlər ardıcıllığını qarşı qoyaq: 

 

 

 

................................

................................

,...,,

,...,,

,...,,

3332313

2322212

1312111

ppp

ppp

ppp













 


 
simvoluna qarşı dioqonal üsulu ilə  ,...,,,,, 312213122111 pppppp  natural ədədlər 

ardıcıllığını qarşı qoyaq. 
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Beləliklə, hər bir   simvoluna bir natural ədədlər ardıcıllığı qarşı 

qoyulur. Əksinə hər bir natural ədədlər ardıcıllığına qarşı bir 
 
simvolu qarşı 

qoymaq olar. Nəticədə teorem 7-nin doğru olduğunu alırıq.  

Teorem 8.  ba, parçasında kəsilməyən bütün funksiyalar çoxluğu 

kontinium güclü çoxluqdur. 

İsbatı: Tutaq ki,  ,...,...,, 21 nrrr    ba,  parçasına daxil olan bütün rasional 

ədədlər ardıcıllığıdır. Hər bir kəsilməz  )(xf funksiyasına qarşı bu funksiyanın 

 ,...,...,, 21 nrrr  ardıcıllığına uyğun nöqtələrdə aldığı qiymətlərdən ibarət 

ardıcıllığı qarşı qoyaq  

 ),...(),...,(),(),()( 321 krfrfrfrfxf   

Bu uyğynluq qarşılıqlı birqiymətlidir.  

İki müxtəlif kəsilməz )(xf  və )(xg  funksiyaların uyğun 

 ),...(),..,(),( 21 nrfrfrf  və  ),...(),...,(),( 21 nrrgrg  ardıcıllıqları da müxtəlif olar. 

Bu qayda ilə hər bir kəsilməz funksiyaya qarşı bir həqiqi ədədlər ardıcıllığı 

qarşı qoymaq olar. Onda  baC ,  çoxluğunun gücü kontinium olan həqiqi 

ədədlər ardıcıllıqlarından düzəlmiş çoxluğun alt hissəsi olduğunu alırıq.  

İstənilən  ba,  üçün )(xf  şəklində sabit funksiyalar çoxluğu 

kontinium güclü çoxluq olduğundan Kantor-Bernşteyn teoremə görə  baC ,  

çoxluğu ilə həqiqi ədədlərdən ibarət ardıcıllıqlar çoxluğunun ekvivalent 

olduğunu alarıq. Bu isə  baC , -nin kontinium güclü çoxluq olması deməkdir. 

Teorem isbat olundu. 

Teorem 9.  1,0  parçasında təyin edilmiş bütün həqiqi qiymətli 

funksiyalar çoxluğu kontiniumdan böyük gücə malikdir.  

İsbatı: Bu çoxluğu F  ilə işarə edək. Əvvəlcə göstərək ki, F çoxluğu və 

 1,0  parçasına daxil olan nöqtələr çoxluğu ekvivalent deyildirlər. Əksini fərz 

edək. Fərz edək ki,        F   1,0  Tutaq ki,   F çoxluğu ilə  1,0  arasında hər 

hansı qarşılıqlı birqiymətli uyğunluqdur. )(xft  ilə   uyğunluğu zamanı 

 1,0t  nöqtəsinə qarşı F  çoxluğundan qarşı qoyulmuş funksiyanı işarə edək: 

).(),( xfxtF t  

),( xtF funksiyası 10,10  xt  oblastında təyin olunmuş 

ikidəyişənli funksiyadır.  

1),()(  xxFx  qəbul edək. Bu funksiya 10  x  parçasında təyin 

edilmiş funksiyadır və .)( Fx   

 uyğunluğu zamanı )(x  hər hansı  1,0a  nöqtəsinə uyğundur. Onda 

)()( xFx a  yaxud ),()( xaFx   olar. Başqa sözlə istənilən  1,0x  üçün  
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),(1),( xaFxxF   olar. Bu bərabərlik isə xa   olduqda doğru deyildir. Bu 

ziddiyyət göstərir ki, F  çoxluğu  1,0 parçasına ekvivalent deyildir.  

Əgər   )10(,sin*  ccxF  çoxluğuna baxsaq, görərik ki, FF *

 

və *F   1,0  . 

Bu isə F  çoxluğunun  1,0 -çoxluğundan böyük gücə malik olduğunu 

göstərir. Teorem isbat olundu. 

Qeyd 1. Bu teorem kontinium gücdən daha böyük gücün varlığını 

göstərir. Yuxarıda isbat olunmuşdur ki, boş olmayan istənilən çoxluğun alt 

çoxluqlar çoxluğunun gücü verilmiş çoxluqdan daha böyük gücə malikdir. 

Bütün bunlar bir daha onu göstərir ki, ən böyük gücə malik olan çoxluq 

yoxdur.  

Qeyd 2. Yuxarıda hesabi güclü və kontinium güclü çoxluqları nəzərdən 

keçirdik və onların bir çox mühüm xassələrini göstərdik.  Çoxluqlar 

nəzəriyyəsində ən mühüm məsələlərdən biri də hesabi və kontinium güc 

arasında yerləşən gücün varlığı məsələsidir. Əsrlər boyu bu problem həll 

olunmamış qalmışdır. “Kontinium problemi” adlanan bu məsələ 1966-cı ildə 

amerikan riyaziyatçısı P.G.Koyen tərəfindən həll edilmişdir. İsbat olunmuşdur 

ki, çoxluqlar nəzəriyyəsinin müasir aksiomatikası əsasında bu problemin 

müsbət həlli yoxdur
1
. 

Qeyd 3. Tutaq ki, M  n  elementdən ibarət sonlu çoxluqdur. T  ilə bu 

çoxluğun bütün alt çoxluqlar çoxluğunu işarə edək. T çoxluğuna bir boş 

çoxluq, 
1
nC  sayda birelementli, 

2
nC sayda ikielementli və nəhayət çoxluğun özü 

ilə birlikdə 
nn

n
n
nnn CCCC 2...1 121  

 
sayda alt çoxluq daxildir. 

Bunu nəzərə alaraq aşağıdakı tərifi də vermək olar. 

Tərif.  Əgər M  çoxluğu   gücünə malikdirsə və onun bütün alt 

çoxluqları çoxluğu   gücünə malikdirsə, bu halda .2   

§ 1.4 teorem 3-ə əsasən alarıq ki,  2 . 

Teorem 10. Hesabi və kontinium güc arasında aşağıdakı münasibət 

doğrudur:  aC 2  
İsbatı: T  ilə N  natural ədədlər ardıcıllığının bütün alt çoxluqlar 

çoxluğunu, L  ilə  

 





1

0
,,...,, 321 kaaaa  

                                                           
1
 П.Дж.Коен. Теория множеств и континиум гипотеза, «Мир», 1969. 
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şəklində bütün ardıcıllıqlar çoxluğunu işarə edək. Onda məlum teoremlərə görə 

CLT a  ,2  bərabərlikləri doğrudur.  

İstənilən TN *  elementi götürək. *N  hər hansı natural ədədlər 

çoxluğudur. *N -a qarşı aşağıdakı üsulla düzəlmiş  ,...,, 321 aaa  ardıcıllığını 

qarşı qoyaq: əgər *Nk isə 1ka , əgər *Nk  olarsa, 0ka . Bu qayda ilə  T   

və L  çoxluqları arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaratmış oluruq. 

Nəticədə T  ilə N  çoxluqlarının ekvivalent olduğunu alırıq. Bu isə Ca 2  

deməkdir. Teorem isbat olundu. 

 

 

1.6. Kantor çoxluqları. 

 

 1,0A parçasına daxil olan bütün həqiqi ədədlər çoxluğuna baxaq. 
3

1
 və 

3

2
 nöqtələri vasitəsilə bu parçanı üç bərabər hissəyə bölək və 









3

2
,

3

1
 

intervalını ataq. Qalan 









3

1
,0  və 









1,

3

2
 parçalarını yenidən uyğun olaraq 

9

2
,

9

1
 

və 
9

8
,

9

7
 nöqtələri vasitəsilə üç bərabər hissəyə bölək və ,

9

2
,

9

1

















9

8
,

9

7
 

intervallarını ataq. Daha sonra alınmış 4 parçanı yenidən üç bərabər hissəyə 

bölərək orta intervalları atmaqla bu prosesi qeyri məhdud davam etdirək.  

Nəticədə atılan intervallardan ibarət olan  



































9

8
,

9

7

9

2
,

9

1

3

1
,00G  

çoxluğunu və atılmamış hissələrdən ibarət olan   00 1,0 GP   çoxluqlarını alırıq. 

0G  –Kantorun acıq çoxluğu, 0P  isə Kantorun mükəmməl çoxluğu 

adlanır. 

Bu çoxluqların ədədi xarakteristikalarını öyrənmək üçün ədədin üçlük 

kəsr şəklində ayrılışından istifadə edəcəyik. İlk növbədə atılan 








3

2
,

3

1
 

intervalına hansı nöqtələrin düşdüyünü öyrənək. Aydındır ki, bu ədədlərin 

 2,1,0,...,,,0 321  kaaaax
 
şəklində üçlük ayrılışında 11 a  olmalıdır. 

Bu intervalın üç nöqtələri aşağıdakı kimi üçlük ayrılışlarına malikdir: 











...2000,0

...1222,0

3

2
;

...02222,0

...10000,0

3

1
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 1,0 parçasının digər bütün nöqtələrinin üçlük kəsrə ayrılışında vergüldən 

sonra birinci yerdə vahid ola bilməz.   

Beləliklə, 0G  çoxluğunun qurulması prosesində birinci addımda  1,0  

parçasından elə nöqtələr atılır ki, onun üçlük ayrılışında vergüldən sonra 

hökmən vahid olsun. 

Analoji olaraq göstərə bilərik ki, ikinci addımda elə nöqtələr atılır ki, 

onların üçlük ayrılışında vergüldən sonra ikinci yerdə hökmən vahid olsun. 

Prosesi bu qayda ilə sonsuz davam etdirdikdən sonra atılmayan yalnız o  

nöqtələr qalır ki, həmin nöqtələrin üçlük ayrılışında kaaaa ,...,,,,0 321  

işarələrindən heç biri vahidə bərabər olmasın. 

Beləliklə 0G  çoxluğu o nöqtələrdən ibarətdir ki, onların üçlük ayrılışı 

vahidsiz mümkün deyil. 0P   isə o nöqtələrdən ibarətdir ki, onların ayrılışına 

vahidlər daxil deyildir. 

Nəticə. Kantorun 0P  mükəmməl çoxluğu kontinium gücə malikdir. 

Doğrudan da,  





2

0
,,...,,,0 3210 kaaaaP  olduğundan məlum teoremə görə 

0P -ın c  gücünə malik olduğunu alırıq. 

İlk baxışda belə görünə bilər ki, 0P  çoxluğuna yalnız atılan intervalların 

uc nöqtələri daxildir. Amma uc nöqtələrdən ibarət olan çoxluq hesabi 

çoxluqdur. Ona görə də bu çoxluğa uc nöqtələrdən başqa sonsuz sayda digər 

nöqtələr də daxildir. Məsələn, uc nöqtəsi olmayan belə nöqtələrə ayrılışı 






2

0
,,...,,,0 321 naaaa  

şəklində olan ədədlər də daxildir, belə ki 0 və ya 2 periodik təkrarlanmasın. Bu 

xassə Kantorun 0P  mükəmməl çoxluğunun bir “qəribəliyidir”. 

 

 

1.7. Çoxluqlara aid misallar və tapşırıqlar. 

 

 1.  İstənilən CBA ,,  çoxluqları üçün aşağıdakı münasibətləri isbat 

edin. 

a) AAA   

b) AAA   

c) )()()( CABACBA   

d) )()()( CABACBA   

e) )()()( CBCACBA   

f) )()()( CBCACBA   
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g) )( BAABA   

h) )()()( CABACBA   

i) )()( CBACBA   

j) )()()( CABACBA   

k) )()()( CABACBA   

l) )()()()( BABAABBABA   

m) )()()( CBCACBA   

n) )()()( CABACBA   

2.  BAABBABABA  ,,,
 
çoxluqlarını tapın: 

a)     ;40,14  xxBxxA  

b)    ;06,02 22  xxxBxxxA  

c)   ;0
2

cos,0sin









x

xBxxA


  

d)     ;1),(,1),( 22  yxyxByxyxA  

e)     ;1),(,1,max),(  yxyxByxyxA  

f)       ;222),(,2),(
22
 yxyxByxyxA  

g)     21,1max),(,222  yxyxByxA  

3. Əgər A  və  B  çoxluqlarının dekart hasili   ByAxyxBA  ,,   

kimi təyin edilirsə, aşağıdakı hallarda  BA   -ni tapın:  

a)    ;11,12  yyBxxA  

b)   ,,10 EDBxxA   haradaki
 

    ;30,20  zzEyyB  

c)     ;0sin,  yyBxxA   

d)    .,0sin  yyyBxxA   

4. Natural ədədlər çoxluğu ilə tək ədədlər arasında qarşılıqlı birqiymətli 

uyğunluq yaradın. 

5.  1,0  və  15,7
 
parçaları arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq 

yaradın. 

6. Müstəvi üzərində rasional koordinantlara malik təpə nöqtələri olan 

üçbucaqlar çoxluğunun hesabi çoxluq olduğunu göstərin. 

7. Radiusu və mərkəzinin koordinantları rasional ədədlər olan çevrələr 

çoxluğunun hesabi çoxluq olduğunu göstərin. 
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8. İsbat edin ki, natural ədədlərdən ibarət olan stasionar ardıcıllıqlar 

çoxluğu hesabidir. 

9. Göstərin ki, əgər düz xətt üzərində yerləşən E  çoxluğunun istənilən 

iki nöqtəsi arasında məsafə birdən böyük isə, onda E  çoxluğu sonlu və ya 

hesabidir.  

Göstəriş: Düz xətti ,...3,2,1,0   nöqtələri ilə hissələrə bölmək 

lazımdır.  

10. )1,0(  və ),( 
 
parçaları arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq 

yaradın. 

Göstəriş: tctgx 
 
funksiyasından istifadə edin.  

11.  ba,  parçasını bütün ədəd oxuna qarşılıqlı birqiymətli inikas etdirən 

kəsilməz funksiya vardırmı? 

Göstəriş:  Yox. Kəsilməz funksiyanın xassələrindən istifadə edib 

əsaslandırın. 

  12.
 
 ba,  parçasını    4,31,0 

 
çoxluğuna qarşılıqlı birqiymətli inikas 

etdirən kəsilməz funksiya ola bilərmi? 

Göstəriş:  Yox. Parçada kəsilməz funksiyanın aralıq qiymətləri alması 

haqqında teoremdən istifadə edin. 

  13. Müstəvi üzərində E  çoxluğunun ixtiyari iki nöqtəsi arasındakı 

məsafə a  -dan böyük olarsa ( a
 
-müsbət ədəddir), onda E  çoxluğunun ən 

çoxu hesabi olduğunu göstərin.  

Göstəriş: Müstəvini aralarındakı məsafə 
2

a
 olan cx   və dy   xətləri 

vasitəsilə hesabi sayda kvadratlara bölün və 7-ci misaldan istifadə edin. 

14. Həqiqi ədədlərdən düzəlmiş bütün stasionar ardıcıllıqların kontinium 

güclü olduğunu göstərin. 

15. Həqiqi əmsallı bütün çoxhədlilər çoxluğunun kontinium güclü çoxluq 

olduğunu göstərin.  

16.    ba,  parçasında kəsilməz olan funksiyalardan ibarət ardıcıllıqlar 

çoxluğunun gücünü təyin edin. 

17. İsbat edin ki, əgər E  müstəvi üzərində qeyri-hesabi çoxluqdursa, 

onda mərkəzi koordinant başlanğıcında yerləşən elə dairə vardır ki, E  -nin 

qeyri-hesabi sayda elementini özündə saxlayır.  
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II FƏSİL 

 
ƏDƏD OXU ÜZƏRİNDƏ QAPALI VƏ AÇIQ ÇOXLUQLAR 

 

2.1. Limit nöqtəsi anlayışı. Bolsano-Veyerştrass teoremi. 

 

Tərif 1. Tutaq ki, E   düz xətt üzərində nöqtəvi çoxluqdur. Əgər 0x  

nöqtəsini öz daxilində saxlayan istənilən intervala E  çoxluğunun 0x -dan fərqli 

heç olmazsa bir nöqtəsi daxil olarsa, onda 0x  nöqtəsinə E  çoxluğunun limit 

nöqtəsi deyilir. 

Qeyd edək ki, 0x  nöqtəsi özü E  çoxluğuna daxil olada bilər, olmaya da 

bilər. Əgər 0x  nöqtəsi E  çoxluğuna daxildirsə, amma onun limit nöqtəsi 

deyilsə, onda 0x -a E  çoxluğunun izolə edilmiş nöqtəsi deyilir. 

Göstərə bilərik ki, əgər 0x   nöqtəsi E  çoxluğunun limit nöqtəsidirsə, 

onda bu nöqtəni öz daxilində saxlayan istənilən ),(   intervalına E  

çoxluğunun sonsuz sayda nöqtələri daxildir. Əksini fərz edək. Tutaq ki, 0x  

nöqtəsini öz daxilində saxlayan  ),(    intervalına E  çoxluğunun sonlu sayda 

nöqtələri daxildir;  0x
 
-dan fərqli olan bu nöqtələri n ,...,, 21  işarə edək 

  0002010 ,,,...,,min xxxxx n    götürək və 

),( 00   xx   intervalına baxaq. Göründüyü kimi n ,...,, 21  nöqtələrindən 

heç biri bu intervala daxil deyildir. ),(),( 00   xx
 
 olduğundan bu 

intervala ümumiyyətlə E  çoxluğunun 0x -dan fərqli heç bir nöqtəsi daxil 

olmur. Bu isə 0x  nöqtəsinin E  çoxluğunun limit nöqtəsi olması şərtinə ziddir.  

Aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 1. 0x  nöqtəsinin E  çoxluğunun limit nöqtəsi olması üçün zəruri 

və kafi şərt E  çoxluğunun müxtəlif elementlərindən ibarət olan və 0x
 

-a 

yığılan ,...,...,, 21 nxxx  ardıcıllığının olmasıdır. Yəni 0lim xxn
n




. 

İsbatı: Şərtin kafiliyi bilavasitə ardıcıllığın limitinin tərifindən çıxır. 

Yəni 0lim xxn
n




 varsa, onda 0x -ın istənilən ətrafında sonsuz sayda nx  

elementləri vardır. 

Şərtin zəruriliyini göstərək. Tutaq ki, 0x
 
E  çoxluğunun limit nöqtəsidir. 

Onda )1,1( 00  xx  intervalından 0x -dan fərqli 1x  nöqtəsi seçə bilərik. Eyni 
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qayda ilə 









2

1
,

2

1
00 xx  intervalından E  çoxluğuna daxil olan, 0x  və 

1x  
-

dən fərqli Ex 2  nöqtəsi seçə bilərik. n -ci addımda 









n
x

n
x

1
,

1
00  

intervalından 1210 ,...,,, nxxxx  nöqtələrindən fərqli nx  nöqtəsi seçə bilərik. 

Prosesi sonsuz davam etdirdikdə nəticədə E  çoxluğundan 0lim xxn
n




 şərtini 

ödəyən  nx  ardıcıllığı ayıra bilərik. Teorem isbat olundu. 

Bu teoremə əsaslanaraq limit nöqtəsinin tərifini aşağıdakı kimi də verə 

bilərik: 

Tərif 2. Əgər E  çoxluğundan 0x  nöqtəsinə yığılan müxtəlif nöqtələrdən 

ibarət ,...,...,, 21 nxxx
 
ardıcıllığı ayırmaq olarsa, onda 0x –a E  çoxluğunun limit 

nöqtəsi deyilir. 

Aşağıdakı teorem hansı çoxluqların limit nöqtəsinə malik olduğunu 

göstərir.  

Teorem 2. (Bolsano-Veyerştrass). Hər bir sonsuz məhdud çoxluğun heç 

olmazsa bir limit nöqtəsi vardır (bu limit nöqtəsi çoxluğun özünə daxil ola da 

bilər, olmayada bilər). 

İsbatı:  E  çoxluğu məhdud olduğundan elə  ba,  parçası vardır ki, 

 .,baE   

2

ba
c


  qəbul edək və  ca, ,  bc,  parçalarına baxaq. Bu parçalardan 

heç olmazsa birinə E  çoxluğunun sonsuz sayda nöqtələri daxildir. Həmin 

parçanı  11,ba  ilə işarə edək. 
2

11
1

ba
c


  qəbul edərək  11,ca ,  11,bc  

parçalarından E  çoxluğunun sonsuz sayda nöqtələrini özündə saxlayan parçanı 

 22 ,ba  ilə işarə edək.  

Prosesi bu qayda ilə davam etdirməklə hər biri E  çoxluğunun sonsuz 

sayda nöqtələrini özünda saxlayan bir-birinə daxil olan sonsuz sayda  

        ...,...,,, 2211  nn babababa  

parçalar ardıcıllığını alarıq. 

nnn

ab
ab

2


  olduğu üçün n  şərtində parçaların uzunluqları 

0 nn ab . Bir-birinə daxil olan parçalar prinsipinə görə bu parçaların 

hamısına daxil olan yeganə 0x  nöqtəsi vardır,  belə ki, 0limlim xba n
n

n
n




. 

Göstərək ki, 0x  nöqtəsi E  çoxluğunun limit nöqtəsidir. Bu məqsədlə 0x  
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nöqtəsini öz daxilində saxlayan ),(   intervalını götürək. Aydındır ki, n -in 

kifayət qədər böyük qiymətlərində   ),(, nn ba  olar. Buradan alırıq ki, 

),(   intervalında E  çoxluğunun sonsuz sayda nöqtələri vardır. Bu isə 0x -ın 

limit nöqtəsi olduğunu göstərir. Teorem isbat olundu. 

Qeyd. Teoremdə E  çoxluğunun məhdud olması mühüm şərtdir. Bu şərt 

ödənməzsə, teoremin hökmü doğru olmaz. Məsələn natural ədədlər çoxluğuna 

baxaq. Bu çoxluq sonsuzdur, amma məhdud deyil. Bu çoxluğun heç bir limit 

nöqtəsi yoxdur. 

Bolsano-Veyerştrass teoremini aşağıdakı kimi də ifadə etmək olar. 

Teorem 2
*
.  Hər bir məhdud ,...,...,, 21 nxxx  ardıcıllığından yığılan 

,...,...,,
21 knnn xxx  ......21  knnn  altardıcıllıq ayırmaq olar. 

 

2.2. Qapalı çoxluqlar. Əsas teoremlər. 

 

Əvvəlcə çoxluğun limit nöqtəsi anlayışı ilə sax bağlı olan aşağıdakı 

anlayışların tərifini verək. 

Tərif. Tutaq ki, E  nöqtəvi çoxluqdur.  

1. E  çoxluğunun bütün limit nöqtələri çoxluğuna E  çoxluğunun törəmə 

çoxluğu deyilir və Ekimi işarə edilir. 

2. Əgər EE  olarsa, E  çoxluğuna qapalı çoxluq deyilir. 

3. Əgər EE  olarsa, E çoxluğuna özündə sıx çoxluq deyilir. 

4. Əgər EE  olarsa, E çoxluğuna mükəmməl çoxluq deyilir. 

5. EE  çoxluğuna E çoxluğunun qapanması deyilir və E kimi işarə 

olunur. 

Bu tərifdən görünür ki, çoxluq o zaman qapalı adlanır ki, o bütün limit 

nöqtələrini öz daxilində saxlasın. Özündə sıx çoxluğun heç bir izolə edilmiş 

nöqtəsi yoxdur. Mükəmməl çoxluq qapalı və özündə sıx çoxluqdur.  

Misallar baxaq: 

1.  .0,,...
1

,...,
3

1
,

2

1
,1 









 E
n

E  Çoxluq qapalıdır, amma özündə sıx deyil. 

2.    .,,, baEbaE   Çoxluq özündə sıxdır, amma qapalı deyildir. 

3.    .,,, baEbaE 
 Çoxluq mükəmməl çoxluqdur. 

4. ZEZE  , , bu onu göstərir ki, bütün həqiqi ədədlər çoxluğu 

mükəmməl çoxluqdur. 

5.  0,0,...,
1

,...,
3

1
,

2

1
,1 









 E
n

E ; Çoxluq qapalıdır, amma özündə sıx 

deyil. 
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6. QE   (bütün rasional ədədlər çoxluğu). ZE  ; Çoxluq özündə 

sıxdır, amma qapalı deyil.  

7.  EE ,  yəni boş çoxluq mükəmməldir. 

8. E -hər hansı sonlu çoxluqdur. Aydındır ki, .E  Alırıq ki, sonlu 

çoxluq qapalıdır, amma özündə sıx deyil. 

İndi isə qapalı çoxluqlar haqqında aşağıdakı teoremləri isbat edək. 

Teorem 1. İstənilən nöqtəvi çoxluğun törəmə çoxluğu qapalıdır. 

İsbatı. Əgər E  olarsa, bu halda E  və çoxluq qapalı olar. 

Tutaq ki, E  və 0x  nöqtəsi E  –çoxluğunun limit nöqtəsidir. 

Göstərək ki, Ex 0 . 0x
 

nöqtəsini öz daxilində saxlayan ixtiyari ),(   

intervalını götürək. Limit nöqtəsinin tərifinə görə bu intervalda EZ   nöqtəsi 

vardır. 

Onda alırıq ki, ),( 
  intervalı verilmiş E  çoxluğunun limit nöqtəsini 

öz daxilində saxlayır. Bu halda ),(   intervalı daxilində E  çoxluğunun 

sonsuz sayda nöqtəsi olduğunu alarıq. Beləliklə alırıq ki, 0x  nöqtəsini öz 

daxilində saxlayan hər bir interval E  çoxluğunun sonsuz sayda nöqtəsini öz 

daxilində saxlayır. Deməli 0x  nöqtəsi E  çoxluğunun limit nöqtəsidir, yəni 

Ex 0 . Alırıq ki, E  çoxluğu bütün limit nöqtələrini öz daxilində saxlayır və 

qapalıdır. Teorem isbat olundu. 

Teorem 2. Əgər BA  isə, onda BA   doğrudur. 

İsbatı: Ax 0  nöqtəsi A  çoxluğunun limit nöqtəsidirsə, onda o eyni 

zamanda B  çoxluğunun da limit nöqtəsidir və deməli ,0 Bx   yəni BA  . 

Teorem isbat olundu. 

Teorem 3. İstənilən A  və B  çoxluqları üçün   BABA 


  

doğrudur.  

İsbatı: Teorem 2-yə əsasən ,BAA  BAB   münasibətlərindən 

  BAA ,   BAB alırıq.  

Buradan   .


 BABA  

İndi isə   BABA 


  olduğunu göstərək. 

  BAx0 götürək. Onda BA  çoxluğundan 0lim xxn
n




 şərtini ödəyən 

müxtəlif ,...,...,, 21 nxxx  nöqtələr ardıcıllığı ayırmaq olar. nx  nöqtələrindən 

sonsuz saydası A -ya daxil olduqda BAAx 0 , sonsuz saydası B -yə 
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daxil olduqda isə BABx 0 . Nəticədə ,0 BAx    BABA 




alarıq. Buradan   BABA 


  olması alınır. Teorem isbat olundu. 

Nəticə 1. İstənilən E  çoxluğunun E  qapanması qapalı çoxluqdur. 

Doğrudan da  

        ,EEEEEEEEEEE 






 

yəni   EE 


  və E  qapalıdır. 

Nəticə 2. E  çoxluğunun  qapalı olması üçün zəruri və kafi şərt EE   

olmasıdır. 

Teorem 4. Sonlu sayda qapalı çoxluqların birləşməsi də qapalı 

çoxluqdur. 

İsbatı: Teoremi 21 FF   halı üçün isbat edək. Teorem 3-ə əsasən 

21 FF  . Eyni zamanda ,11 FF   22 FF  olduğundan   alırıq, yəni 

21 FF   qapalıdır. Teorem isbat olundu.  

Ümumi halda teoremi riyazi induksiya üsulu ilə isbat etmək olar. 

Qeyd. Sonsuz sayda qapalı çoxluqların birləşməsi qapılı olmaya da bilər. 

Doğrudan da  ,...3,2,11,
1









 n

n
Fn  çoxluqlarından hər biri qapalı 

çoxluqdur, amma onların birləşməsi 

 1,01,
1

11




















nn

n
n

F  

qapalı çoxluq deyildir. 

Teorem 5. İxtiyari sayda qapalı çoxluqların kəsişməsi də qapalı 

çoxluqdur. 

İsbatı: Tutaq ki, kF  çoxluqları qapalı çoxluqlardır. 
k

kF işarə edək. 

Onda istənilən k  üçün kF  olar. Buradan kF  , nəticədə 

 ,
k

kF , yəni   qapalıdır. Teorem isbat olundu. 

Tərif. Tutaq ki, E  hər hansı nöqtələr çoxluğu,   isə hər hansı intervallar 

sistemidir. Əgər istənilən Ex  nöqtəsi üçün elə    intervalı varsa ki, 

x  olsun, bu halda deyirlər ki, E  çoxluğu   intervallar sistemi ilə 

örtülmüşdür. 

Aşağıdakı mühüm teorem doğrudur: 

Teorem 6 (E.Borel). Əgər qapalı məhdud E çoxluğunu intervalların 

sonsuz    sistemi vasitəsilə örtmək olarsa, onda bu intervallar sistemindən E  

çoxluğunu örtən sonlu *  sistemini ayırmaq olar. 
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Qeyd. Əgər E  çoxluğunun məhdudluğu və ya qapalılığı şərtlərini atsaq, 

teoremin hökmü doğru olmaz. Məsələn, N
 
natural ədədlər çoxluğu qapalıdır, 

amma məhdud deyildir. 

 ,...3,2,1
3

1
,

3

1









 nnn  

intervallar sistemi N  çoxluğunu örtür.    sisteminin hər bir intervalı N  

çoxluğunun yalnız bir nöqtəsini  örtür.   sisteminin heç bir sonlu sistem 

sonsuz  N  çoxluğunu tam örtə bilməz. Deməli, çoxluğun məhdudluğu mühüm 

şərtdir. 

İndi isə 








 ,...
3

1
,

2

1
,1E  çoxluğunu götürək. Bu çoxluq məhduddur, 

amma qapalı deyil. 




























1
)1(2

32
,

)1(2

12

n
nn

n

nn

n
  

intervallar sistemi E  çoxluğunu örtür, belə ki, bu sistemin hər bir intervalı E  

çoxluğunun yalnız bir nöqtəsini örtür. Bu sistemin heç bir sonlu sistemi E  

çoxluğunu örtə bilməz. 

Bu misallar çoxluğun məhdudluğu və qapalılığı şərtlərinin mühüm, vacib 

şərtlər olduğunu göstərir. 

 

 

2.3. Daxili nöqtə anlayışı. Açıq çoxluqlar. 

 

Tərif 1. Əgər 0x  nöqtəsini öz daxilində saxlayan elə ),( 
  intervalı 

varsa ki, tamamilə E  çoxluğuna daxil olsun, bu halda 0x  nöqtəsinə E  

çoxluğunun daxili nöqtəsi deyilir. .),(0 Ex    

Tərifdən aydın görünür ki, çoxluğun daxili nöqtəsi çoxluğun özünə 

daxildir (həmdə müəyyən ətrafı ilə birlikdə). 

 Tərif 2. Əgər E  çoxluğunun bütün nöqtələri daxili nöqtələr olarsa, 

onda E  açıq çoxluq adlanır. 

 Misallara baxaq: 

1) Hər bir ),( ba  intervalı açıq çoxluqdur. 

2) Bütün həqiqi ədədlər çoxluğu Z  açıq çoxluqdur. 

3) Boş çoxluq   açıq çoxluqdur. 

4)  ba,  parçası açıq çoxluq deyildir, çünki onun uc nöqtələri daxili 

nöqtələr deyildir. 

Aşağıdakı əsas teoremlər doğrudur. 

Teorem 1. İstənilən sayda açıq çoxluqların birləşməsi də açıq çoxluqdur. 
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İsbatı: Tutaq ki, ,...,...,, 21 nGGG  açıq çoxluqlardır. 
k

kGG   işarə edək. 

Gx 0  nöqtəsi götürək. Onda müəyyən 0k  üçün 
00 kGx   olar. 

0kG  açıq 

çoxluq olduğundan elə ),(   intervalı vardır ki, 
0

),(0 kGx   . Onda eyni 

zamanda Gx  ),(0   olar. Bu onu göstərir ki, 0x  nöqtəsi G  çoxluğunun 

daxili nöqtəsidir. 0x
 

G çoxluğunun ixtiyari nöqtəsi olduğundan G -nin açıq 

çoxluq olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

Nəticə. Əgər hər hansı çoxluq istənilən sayda intervalların birləşməsi 

şəklində göstərilə bilirsə, onda həmin çoxluq açıq çoxluqdur. Başqa sözlə 

ixtiyari sayda intervalların birləşməsindən ibarət çoxluq açıq çoxluqdur. 

Teorem 2. Sonlu sayda açıq çoxluqların kəsişməsi də açıq çoxluqdur. 

İsbatı: Tutaq ki, ,...,...,, 21 nGGG  açıq çoxluqlardır. 
n

k
kGP

1

  işarə edək. 

Göstərək ki, G  açıq çoxluqdur. Px 0  götürək. Onda istənilən nk ,...,2,1  üçün 

kGx 0  və elə ),,( kk 
 nk ,...,2,1  intervallrı vardır ki, .),(0 kkk Gx    

),...,,min(),,...,,max( 2121 nn    işarə edək. Bu halda 

Px  ),(0  , yəni 0x  nöqtəsi P  çoxluğunun daxili nöqtəsidir. Deməli, P  

açıq çoxluqdur. 

Qeyd. Sonsuz sayda açıq çoxluqların kəsişməsi açıq olmayada bilər. 

Məsələn, ,...3,2,1,
1

,
1









 n

nn
Gn  çoxluqlarından hər biri açıq 

çoxluqdur, amma onların kəsişməsi olan  0
1







n

nG  çoxluğa açıq çoxluq 

deyilir. 

Tərif 3. Tutaq ki, E  və S  iki nöqtəvi çoxluqdur. Əgər SE   olarsa, 

onda ES  çoxluğuna E  çoxluğunun S  çoxluğuna qədər tamamlayıcı çoxluğu 

deyilir və ECS  kimi işarə edilir. Xüsusi halda   ,ZS  olarsa, onda 

tamamlayıcı çoxluq CE  kimi işarə olunur.  

Tamamlayıcı çoxluq anlayışından istifadə etməklə qapalı və açıq 

çoxluqlar arasında əlaqəni müəyyən etmək olar. Bu əlaqə aşağıdakı teorem 

vasitəsi ilə ifadə olunur. 

Teorem 3. Əgər G  açıq çoxluq isə, onda onun tamamlayıcı çoxluğu 

CG  qapalı çoxluqdur. 

İsbatı: Gx 0  nöqtəsi götürək. Onda elə ),(   intervalı vardır ki, 

Gx  ),(0  . Bu intervala CG  çoxluğunun heç bir nöqtəsi daxil deyildir, ona 
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görə də 0x nöqtəsi CG  çoxluğunun limit nöqtəsi ola bilməz. Eləcə də CG  

çoxluğunun limit nöqtəsi olan nöqtə G  çoxluğuna daxil ola bilməz. 

Buradan alınır ki, CG  çoxluğunun bütün limit nöqtələri özünə daxildir. 

Yəni CG  çoxluğu qapalı çoxluqdur. Teorem isbat olundu. 

Teorem 4.  Əgər F  çoxluğu qapalı isə, onda onun tamamlayıcı çoxluğu 

CF  açıq çoxluqdur. 

İsbatı: CFx 0  nöqtəsi götürək. Onda 0x  nöqtəsi F  çoxluğunun limit 

nöqtəsi ola bilməz və elə ),(   intervalı vardır ki, ),(0 x , amma F  

çoxluğunun 0x -dan fərqli heç bir başqa nöqtəsi bu intervala daxil deyildir. 0x
 

nöqtəsi F -ə daxil olmadığından ),(   intervalında F  çoxluğunun heç bir 

nöqtəsi yoxdur və CF),(  . Deməli 0x
 
CF çoxluğunun daxili nöqtəsidir 

və CF  açıq çoxluqdur. Teorem isbat olundu. 

Qeyd edək ki ,bütün həqiqi ədədlər çoxluğu və boş çoxluq qarşılıqlı 

tamamlayıcı çoxluqlardır və eyni zamanda həm açıq, həm də qapalı 

çoxluqlardır. 

Asanlıqla görmək olar ki, G  açıq çoxluqdursa və  ba,  onu öz daxilində 

saxlayan parça isə onda   Gba,  qapalı çoxluqdur. Eləcədə, F  qapalı 

çoxluqdursa və ),( ba  onu öz daxilində saxlayan interval isə, onda Fba ),(  

açıq çoxluqdur. 

Bu təkliflərin doğruluğu  

    CGbaGba  ,,  

və 

    CFbaFba  ,,  

eyniliklərindən alınır. 

Əksinə, əgər F  qapalı çoxluq və  baF ,  isə, onda Fba ),(  çoxluğu 

ümumiyyətlə açıq çoxluq deyildir. Məsələn,      2,0,,1,0  baF  olarsa, bu 

halda      .2,11,02,0    2,1
 
yarımintervalı isə açıq deyildir. 

Qeyd. Tutaq ki, E  boş olmayan məhdud çoxluqdur EbEa sup,inf   

işarə edək.  baS ,  E  çoxluğun öz daxilində saxlayan ən kiçik parça adlanır. 

Aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 5. Əgər S  qapalı məhdud F  çoxluğunu öz daxilində saxlayan 

ən kiçik parça isə, onda  
  FbaFCs , çoxluğu açıq çoxluqdur. 



39 
 

İsbatı: Teoremin doğruluğunu göstərmək üçün   CFbaFCS  ,  

olduğunu göstərmək kifayətdir. 

Tutaq ki, .0 ECx S  Bu o deməkdir ki,  ,,0 bax   FxFx  00 .

olduğundan bxax  00 , . Deməli  bax ,0  . Bundan başqa CFx 0 , ona görə 

də CFbaFCS  ),( . Tərsinə, əgər Fbax  ),(0  olarsa, Sba  ),( , 

Fx 0  , yəni FCx S0  olar. Yəni FCCFba s),( . Nəticədə 

.),( CEbaFCS 
  Buradan isə FCS -in açıq çoxluq olduğunu alırıq. Teorem 

isbat olundu. 

 

2.4. Açıq və qapalı çoxluqların 

 quruluşu haqqında teoremlər. 

 

Tərif 1. Tutaq ki, G  açıq çoxluqdur. Əgər ),( ba  intervalı G  çoxluğuna 

daxil isə, amma uc nöqtələri bu çoxluğa daxil deyildirsə, yəni ,),( Gba   

GbGa  ,   isə onda bu intervala G  çoxluğunun təşkiledici intervalı deyilir. 

Teorem 1. Əgər G  boş olmayan hər hansı açıq çoxluq isə, onda 

çoxluğun hər bir nöqtəsi onun bir təşkiledici intervalına daxildir. 

İsbatı: Tutaq ki, Gx 0 . Onda   CGxF  ,0  çoxluğu qapalı və boş 

olmayan çoxluq olur. F  çoxluğu aşığıdan 0x  nöqtəsi ilə məhduddur. Ona görə 

də F çoxluğunun dəqiq aşağı sərhəddi vardır. Finf . Onda  0x
 olar. 

F  qapalı çoxluq olduğundan F  olar. Gx 0  olduğundan Fx 0  və 

deməli, 0x  olmalıdır.   CGxF  ,0
 olmasından G  olur. Onda 

  Gx ,0  alarıq. Əks halda elə  ,0xy  nöqtəsi vardır ki, Gy  olar. 

Onda Fy  və y  olur. Bu isə   ədədinin təyininə ziddir. Beləliklə, elə   

ədədi var ki, 

1) 0x ,        2)   G ,        3)   Gx ,0   

olur.  

  CGxQ  0,  götürsək və Qsup  işarə etsək, onda  

1) 0x ,        2)   G ,        3)   Gx 0,   

olar.  

Beləliklə, ),(   intervalı Gx 0  nöqtəsini öz daxilində saxlayan 

təşkiledici interval olar.  
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Teorem 2. Tutaq ki, ),(   və ),(   eyni bir açıq çoxluğun təşkiledici 

intervallarıdır. Onda bu intervallar ya kəsişmirlər, ya da üst-üstə düşürlər. 

İsbatı: Tutaq ki, ),(   və ),(   intervalları kəsişirlər: 

),(),(  x  götürək, onda ,  x    x  olar. Burada    

fərz etsək, onda ),(    olar. Bu isə G  olmasına ziddir. Deməli,    

olmalıdır.    olması isə ),(   olması deməkdir. G  olduğundan 

   olmalıdır. Deməli,   . Eyni qayda ilə    olduğunuda ala bilərik. 

Beləliklə, ),(   və ),(   intervalları kəsişirsə, onda onlar üst-üstə düşürlər.  

Nəticə. Açıq məhdud çoxluğun təşkiledici intervallarının sayı ən çoxu 

hesabidir. 

Doğrudan da, hər bir təşkiledici intervaldan bir rasional ədəd götürsək və 

rasional ədədlərin ən çoxu hesabi sayda olduğunu nəzərə alsaq, təşkiledici 

intervalların sayının ən çoxu hesabi olduğunu alarıq. 

Teorem 3. Hər bir boş olmayan açıq məhdud G  çoxluğu sonlu və ya 

hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən təşkiledici intervalların birləşməsindən 

ibarətdir: 

.),(),( GGG kk
k

kk    

Bu teorem ədəd oxu üzərində yerləşən bütün açıq çoxluqlar üçün 

doğrudur. 

İndi isə qapalı F  çoxluğunun quruluşunu öyrənək.  

Tutaq ki, S  qapalı F  çoxluğunu öz daxilində saxlayan ən kiçik parçadır. 

Onda FCS  tamamlayıcı çoxluq açıq olur, FSFCS  . 

Teorem 4. Boş olmayan hər bir qapalı məhdud F  çoxluğu ya parçadır, 

ya da müəyyən bir parçadan sonlu və ya hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən və uc 

nöqtələri F  çoxluğuna daxil olan intervalların atılması ilə alınır.  

İsbatı: Teorem 3-ə əsasən 

),(),( FCFCFC SkSk
k

kkS    

olar. Əgər ),( kkkA   işarə etsək 
k

kS AFC   olar. Onda FF kk   ,  

və 
k

kASF   olar. Bu isə teoremin doğru olduğunu göstərir.  

Məlumdur ki, hər bir mükəmməl çoxluq qapalıdır və onun izolə edilmiş 

nöqtələri yoxdur. 

Mükəmməl çoxluğun quruluşu haqqında aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 5. Hər bir boş olmayan mükəmməl çoxluq ya parçadır, ya da 

müəyyən bir parçadan ortaq uc nöqtələri olmayan və parçanın uc nöqtələri ilə 
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üst-üstə düşməyən sonlu və ya hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən intervalları 

atmaqla alınır. 

Yuxarıda qeyd etmişdik ki, Kantorun .. mükəmməl çoxluğu kontinium 

gücə malikdir. İsbat olunmuşdur ki, bu bütün mükəmməl çoxluqlara xas olan 

bir xassədir.  

Aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 6. Boş olmayan hər bir mükəmməl çoxluq kontinium gücə 

malikdir.  

Teorem 7. (Q.Kantor-İ.Bendikson). Hesabi olmayan hər bir sonsuz 

qapalı E  çoxluğunu APE   şəklində göstərmək olar. Burada P  

mükəmməl çoxluq, A  isə ən çoxu hesabi çoxluqdur. 

Bu teoremdən nəticə olaraq alınır ki, hesabi olmayan hər bir qapalı 

sonsuz çoxluq kontinium gücə malikdir.  

 

 

2.5. Qapalı və açıq çoxluqlara aid məsələlər. 

 

1.  ba,  parçasında verilmiş )(xf  funksiyası üçün )(xf  şərtini 

ödəyən nöqtələr çoxluğunun qapalı olduğunu göstərir ( - istənilən həqiqi 

ədəddir). 

2. İsbat edin ki, hər bir qapalı çoxluq hesabi sayda açıq çoxluqların 

kəsişməsindən ibarətdir. 

3. Göstərin ki, həqiqi ox üzərində ortaq nöqtələri olmayan parçalar 

çoxluğu ən çoxu hesabidir. 

4. İsbat edin ki,  ba,  parçasında verilmiş )(xf  funksiyası üçün 

 )(xfR  və  )(xfR  çoxluqları qapalı olarsa, onda )(xf  kəsilməz 

funksiyadır,  - istənilən həqiqi ədəddir. 

5. Tutaq ki, )(0 xf
 
 1,0  parçasında qeyd olunmuş kəsilməz funksiyadır. 

İsbat edin ki,  1,0  parçasında kəsilməz olan və )()( 0 xfxf   şərtini ödəyən 

bütün funksiyalar çoxluğu E  qapalı çoxluqdur. 

Göstəriş: Hər hansı E  funksiyası götürək. Onda elə  nf  kəsilməz 

funksiyalar ardıcıllığı vardır ki,  1,0).(lim)( 


xxfx n
n

  və istənilən n  

üçün )()( 0 xfxfn   olduğundan )()( 0 xfx   alarıq, yəni E  Deməli, E  

qapalıdır. 

6. Tutaq ki, müstəvi üzərində radiusları ......321  nrrrr  şərtini 

ödəyən konsentrik çevrələr verilmişdir. Bu çevrələrin birləşməsindən ibarət 

çoxluq qapalıdırmı? 
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Göstəriş: Əgər ,...,...,, 21 nrrr  ardıcıllığı qeyri məhdud isə, onda bu 

çevrələrin birləşməsindən ibarət çoxluq qapalı, əgər məhdud isə onda qapalı 

deyildir. Ardıcıllıq məhdud olduğu halda bu çevrəli radiusu n
n

ra


 lim  olan 

çevrə əlavə olunarsa, onda baxılan çevrələrin qapanmasını almaq olar.  

7. Müstəvi üzəində radiusları ......321  nrrrr  olan qapalı dairələr 

ardıcıllığı verilmişdir. Bunların birləşməsi qapalıdırmı? Bu çoxluq açıqdırmı? 

Göstəriş: Əgər 


n
n

rlim
 

olarsa, onda birləşmə bütün müstəvidən 

ibarət olur və çoxluq qapalıdır. Əgər 


arn
n
lim  olarsa, birləşmə çoxluq 

qapalı deyil. Hər iki halda bu çoxluq eyni zamanda açıq çoxluqdur. 

8. Tutaq ki, )(xf  
 ba,  parçasında kəsilməz funksiyadır. nE  ilə  ba,  

parçasının 1)(  nxfn  ,...3,2,1n şərtini ödəyən nöqtələri çoxluğunu işarə 

edək. Göstərək ki, ədəd oxu üzərində ...... 12531  nEEEE
 

 qapalı 

çoxluqdur. 

Göstəriş: nE  çoxluqlarndan hər biri qapalı çoxluqdur. )(xf  parçada 

kəsilməz olduğundan elə N  natural ədədi vardır ki,  baxNxf ,,)(   üçün. 

Onda alırıq ki, Nn   üçün bütün nE -lə r  boş çoxluqdur, NnEn  ,
 

üçün. Ona görə də ...531  EEE  çoxluğu sonlu sayda boş olmayan qapalı 

çoxluqların birləşməsi olar. Bu isə qapalı çoxluqdur. 

9. İsbat edin ki,  ba,  parçasını iki boş olmayan kəsişməyən qapalı 

çoxluqların birləşməsi şəklində göstərmək olmaz. 

Göstəriş: Əksini fərz edək. Fərz edək ki,   ,,  Fba  

 FF ,,
 
F

 
və  qapalıdır. 

F  və   hər ikisi qapalı, boş olmayan aşağıdan məhdud çoxluqlar 

olduğundan onların ən kiçik nöqtəsi vardır.  

Tutaq ki, a  F çoxluğunun ən kiçik nöqtəsi, c  isə   -in ən kiçik 

nöqtəsidir. Onda F  olduğu üçün ac 
 
olar. Bu halda   Fca ,  olar. 

Buradan görünür ki, Fc . Bu isə F  olması şərtinə ziddir. 
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III FƏSİL 

ÖLÇÜLƏN ÇOXLUQLAR 

 
3.1. Açıq məhdud çoxluğun ölçüsü. 

 

Həqiqi dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsində parçanın uzunluğu, müstəvi 

fiqurun sahəsi, fəza fiqurlarının həcmi anlayışlarının ümumiləşməsi olan 

nöqtəvi çoxluqların ölçüsü anlayışı mühüm əhəmiyyətə malikdir. Nöqtəvi 

çoxluqların ölçüsü anlayışı görkəmli fransız riyaziyyatcısı Anri Puankareyə 

məxsusdur. Əvvəlcə ən sadə quruluşa malik olan açıq çoxluqların ölçüsü 

anlayışı ilə tanış olaq. 

Tərif 1. Düz xətt üzərində ),( ba  intervalın ölçüsü dedikdə ab   fərqi 

başa düşülür və  

abbam ),(  

kimi işarə edilir. Aydındır ki, 0),( bam  . 

Lemma. Əgər   intervalı daxilində bir-biri ilə kəsişməyən sonlu sayda 

n ,...,, 21  intervalları yerləşərsə, onda  




mm
n

k
k

1

  

doğrudur. 

İsbatı: Tutaq ki, ),,(),,( kkk baBA   ).,...,2,1( nk  Bu intervalların sol 

uc nöqtələrinin artma sırasında düzüldüyünü fərz edək, yəni naaa  ...21  . 

Bu halda )1,...,2,1(,1   nkab kk  olmalıdır. Əks halda k  və 1k  intervalları 

kəsişərdi. 

Aydındır ki, 

.0)()(...)()( 1121   AabababBq nnn  

Onda qmm
n

k
k  

1

  münasibətindən 


mm
n

k
k

1

  olduğunu alırıq. 

Lemma isbat olundu. 

Tərif 2. Boş olmayan açıq məhdud G  çoxluğunu mG  ölçüsü onun bütün 

k  təşkiledici intervallarının uzunluqları cəminə deyilir: .
k

kmmG 
 

 k  

intervallar çoxluğu sonlu və ya hesabi ola bilər. 
Əgər G  boş çoxluq olarsa, bu halda 0mG  qəbul edilir. 

Əgər   G  açıq çoxluğunu öz daxilinə alan interval olarsa, onda 

mmG  . 

Kantorun açıq çoxluğunun ölçüsünü tapaq: 
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Məlum olduğu kimi, 0G  Kantor çoxluğunu qurarkən birinci addımda 

uzunluğu 
3

1
 olan 









3

2
,

3

1
 intervalı götürülür. İkinci addımda hər birinin 

uzunluğu 
9

1
 olan 









9

2
,

9

1
 və 









9

8
,

9

7
 intervalları götürülür. Üçüncü addımda hər 

birinin uzunluğu 
27

1
 olan daha dörd interval götürülür və proses bu qayda ilə 

sonsuz davam etdirilir. Nəticədə  

1

3

2
1

1

3

1
...

3

2

3

2
1

3

1
...

27

4

9

2

3

1
2

0 


























mG  

olduğunu alırıq. 

Teorem 1. Əgər 1G  və 2G  açıq məhdud çoxluqlar isə və 21 GG   isə, 

onda 21 mGmG   olar. 

Teorem 2. Əgər açıq məhdud G  çoxluğu sonlu və ya hesabi sayda 

kəsişməyən açıq ,...,...,, 21 nGGG  çoxluqlarının birləşməsindən ibarət isə, onda  


k

kmGmG . 

 İsbatı: kG  çoxluqları açıq olduğundan sonlu və ya hesabi sayda 

,...2,1,)( ik
i  təşkiledici intervalların birləşməsindən ibarətdir:  

i

k
ikG )( . 

 Onda .)(
k i

k
i

k
kGG    

 Əgər nmCC nm  ,  olduğunu nəzərə alsaq, 

 ,..2,1,,...2,1,)(  kik
i  intervalları G  çoxluğu üçün təşkiledici intervallar 

olar. Onda  

  









ki
k

k i

k
i

ki

k
i mGmmmG )()(   

alarıq. Teorem isbat olundu. 

 Bu teorem ölçünün tam additivlik xassəsini ifadə edir. 

 

3.2. Qapalı məhdud çoxluqların ölçüsü. 

 

 Tutaq ki, F  boş olmayan qapalı məhdud çoxluqdur və S  bu çoxluğu 

öz daxilində saxlayan ən kiçik parçadır. Məlum olduğu kimi bu halda FCS  

açıq çoxluqdur və onun  FCm S  ölçüsü vardır.  
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 Tərif 1.  FCmabmF S  ədədinə boş olmayan qapalı məhdud F  

çoxluğunun ölçüsü deyilir.  

Misallara baxaq: 

1.  baF , . Bu halda aydındır ki,  baS ,  və FCS , onda alırıq ki, 

  abbam , . 

2. Tutaq ki, F  cüt-cüt kəsişməyən sonlu sayda parçaların birləşməsindən 

ibarətdir, yəni .. 

     nn bababaF ,...,, 2211   
Fərz edək ki, bu parçalar sol uclarının artması istiqamətində düzülmüşlər; 

onda )1,...,2,1(,1   nkab kk  olar. Buradan alırıq ki,  nbaS ,1  və 

     nnS abababFC ,...,, 13221  . 

Nəticədə,  

,)()(
1

1

1
11 






 

n

k
kk

n

k
kkn abbaabmF  

yəni, sonlu sayda cüt-cüt kəsişməyən parçaların birləşməsinin ölçüsü həmin 

parçaların uzunluqları cəminə bərabərdir. 

3. Kantorun 0P  mükəmməl çoxluğunun ölçüsünü tapaq. Bu halda 

 1,0,0  SPF  və 0GFCS   olduğundan 0,011 00  mPmP  yəni, 

Kantorun mükəmməl çoxluğunun ölçüsü sıfra bərabərdir. Maraqlı və təəccüblü 

orasıdır kı, 0P  çoxluğunun ölçüsünün sıfır olmasına baxmayaraq bu çoxluq C  

kontinium gücünə malikdir. Bu fakt çoxluqlar nəzəriyyəsinin paradokslarından 

biridir. 

 

 

3.3 Məhdud çoxluqların xarici və daxili ölçüsü. 

Ölçülən çoxluqlar. 

 

Tutaq ki, E  hər hansı məhdud çoxluqdur. 

Tərif 1. E  çoxluğunu öz daxilində saxlayan bütün G  açıq çoxluqlarının 

ölçülərinin dəqiq aşağı sərhəddinə E  çoxluğunun xarici ölçüsü deyilir və Em*
 

kimi işarə olunur:  

 .inf* mGEm
EG

  

Bu tərifdən alınır ki, hər bir məhdud çoxluğun xarici ölçüsü vardır və  

.0 *  Em  

Tutaq ki,  baS ,  E  çoxluğunu öz daxilində saxlayan ən kiçik parçadır. 
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Tərif 2. E  çoxluğuna daxil olan bütün qapalı F  çoxluqlarının 

ölçülərinin dəqiq yuxarı  sərhəddinə E  çoxluğunun daxili ölçüsü deyilir və 

Em*  kimi işarə edilir 

 .sup* mFEm
EF

  

  SbaE  ,  və ESECS   olduğundan  baECS , . Onda tərifə əsasən  

)(*
* ECmabEm S  

olduğunu alarıq. Buradan abEm  *0  alınır. 

Teorem 1. İstənilən məhdud E  çoxluğunun xarici ölçüsü onun daxili 

ölçüsündən kiçik deyildir, yəni EmEm *
*   . 

İsbatı: E  çoxluğunu öz daxilində saxlayan  baS ,  parçasını götürək. 

Onda ESECS   çoxluğu üçün  baECS ,  və   SbaECE S  ,)(  olar. 

İstənilən 0  ədədi verildikdə dəqiq aşağı və dəqiq yuxarı sərhədlərin 

tərifinə əsasən elə açıq G  və Q  çoxluqları vardır ki, ,GE   QECS   və 

  )(, QGba   olsun. Onda  

2
)(,

2

** 
 ECmmQEmmG S  

Buradan .)(**  ECmEmmQmGab S  

0 ixtiyari kiçik ədəd olduğundan  )(** ECmEmab S
 
olar. Bu 

bərabərsizlikdən  EmECmabEm S
**

* )( 
  

EmEm *
*   olduğunu alırıq.  

Teorem isbat olundu. 

Aşağıda göstərilən mühüm teoremlər də doğrudur.  

Teorem 2.  Hər bir açıq məhdud G  çoxluğu üçün mGGmGm  *
*

  

bərabərliyi doğrudur.  

Teorem 3. Hər bir qapalı məhdud F  çoxluğu üçün mFFmFm  *
*

  

bərabərliyi doğrudur. 

Tərif 3.  Əgər E  çoxluğunun Em*
 xarici ölçüsü və Em*  daxili ölçüsü 

bərabər olarsa, yəni EmEm *
*   olarsa, onda E  çoxluğuna ölçülən çoxluq 

deyilir və onun ölçüsü EmEmmE *
*   kimi təyin edilir. Bu çoxluğun Lebeq 

ölçüsü adlanır.  

Qeyd edək ki, ölçüsü sıfır olan E  çoxluğunun istənilən A  alt çoxluğu da 

ölçüləndir və 0mA . 
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Doğrudan da, EA  olduğundan 0*  mEAm . Digər tərəfdən 

00 *
*  AmAm  olduğundan AmAm *

*   alırıq. Yəni A  çoxluğu ölçüləndir və 

ölçüsü sıfra bərabərdir.  

Tərif 3-ə əsasən teorem 2 və teorem 3-dən alınır ki, hər bir açıq məhdud 

və hər bir qapalı məhdud çoxluq ölçüləndir. 

Teorem 4. Əgər E  məhdud çoxluğu   parçası daxilində yerləşərsə, 

onda E  və ECS  tamamlayıcı çoxluğu eyni zamanda ya ölçüləndirlər ya da 

ölçülən deyildirlər. 

İsbatı. Tutaq ki, E   çoxluğu ölçüləndir. Onda tərifə əsasən  

)(*
* ECmabEm S  

Buradan 

EmabECm S *
* )(                                          (*) 

Digər tərəfdən, E  çoxluğu ECS  çoxluğu üçün tamamlayıcı çoxluq olur. 

Odur ki, 

.)( *
* EmabECm S                                       (**) 

Əgər EmEm *
*   olduğunu nəzərə alsaq, onda  

)()( *
* ECmECm SS   

olduğunu alırıq. Bu o deməkdir ki, ECS  çoxluğu ölçüləndir. Eyni qayda ilə 

ECS  çoxluğu ölçülən olduqda A  çoxluğunun da ölçülən olduğunu göstərə 

bilərik. Əgər E  çoxluğu ölçülən deyilsə, onda EmEm *
*  . Onda (*) və (**) 

bərabərliklərinə əsasən  

.)()( *
* ECmECm SS   

Bu bərabərsizlik ECS  çoxluğunun ölçülən olmadığını göstərir.  

Teorem 5. Hər bir məhdud hesabi çoxluq ölçüləndir və onun ölçüsü sıfra 

bərabərdir. 

İsbatı: Tutaq ki,  ,...,...,, 21 nxxxE  . Kifayət qədər kiçik 0  ədədini 

götürək. Bu çoxluğun hər bir elementini öz daxilində saxlayan intervallar 

sistemi seçək: 

,...
2

,
2

,...,
2

,
2

,
2

,
2

11

3232221211






























 nnnnn xx

xxxx










 



48 
 

Göründüyü kimi istənilən n  üçün ,...2,1,  nx nn  . Onda 





1i

iE   və 

  






 11

*
*

2

1
0

i
i

i
imEmEm  . 

Buradan 0  sonsuz kiçik ədəd olduğundan 00 *
*  EmEm  alırıq. 

Deməli 0*
*  EmEm . Teorem isbat olundu. 

Teorem 6. Əgər məhdud E  çoxluğu cüt-cüt kəsişməyən sonlu və ya 

hesabi sayda ölçülən çoxluqların birləşməsindən ibarət isə, 

,,, kkEEEU kk
k

k
  

onda E  çoxluğu da ölçüləndir və  


k

kmEmE   

bərabərliyi  doğrudur. 

İsbatı. Teoremin isbatı aşağıdakı bərabərsizliklərdən alınır: 

.**
**  

k
k

k
k

k
k

k
k mEEmEmEmEmmE  

İsbat edilən bu teorem ölçünün tam additivlik xassəsi adlanır. 

Ümumiyyətlə aşağıdakı teoremlər doğrudur. 

Teorem 7. İstənilən sonlu sayda ölçülən çoxluqların birləşməsi və 

kəsişməsi də ölçülən çoxluqdur.  

Əgər 1E  və 2E  ölçülən çoxluqlar isə, onda onların 21 EE  fərqi də ölçülən 

çoxluqdur və 21 mEmEmE   bərabərliyi doğrudur. 

 

 

3.4. Ölçülən çoxluqlar sinfi. Borel çoxluqları. 

 

Yuxarıda biz çoxluğun daxili və xarici ölçüləri anlayışını daxil etdik və 

onların bəzi xassələrini göstərdik. Bu anlayışların köməyi ilə çoxluğun Lebeq 

mənada ölçülən olmasının tərifini verdik və onun da əsas xassələrini qeyd 

etdik.  

3.3. –də isbat edilmiş teorem 5-ə görə hər bir məhdud hesabi çoxluq 

ölçüləndir və onun Lebeq ölçüsü sıfra bərabərdir. 

Amma Kantorun mükəmməl çoxluğu 0P  göstərir ki, bu teoremin tərsi 

doğru deyildir. Yəni, ölçülən və ölçüsü sıfra bərabər olan çoxluq hesabi olmaya 

da bilər.  

Ona görə də aşağıdakı tərifləri daxil edirik: 
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Tərif 1. Əgər E  çoxluğunu hesabi sayda qapalı çoxluqların cəmi 

(birləşməsi) şəklində göstərmək olarsa, yəni 





1k

kFE , belə ki, kF  qapalı 

çoxluqlardır, onda deyirlər ki, E  çoxluğu F  tipli çoxluqdur. 

Tərif 2. Əgər E  çoxluğunu hesabi sayda açıq çoxluqların  kəsişməsi 

şəklində göstərmək olarsa, 





1k

kGE  onda deyirlər ki, E  çoxluğu G  tipinə 

aiddir. 

3.3-də qeyd edilmiş teorem 7-yə əsasən aşağıdakı teoremi alırıq: 

Teorem 1.  F   yaxud G  tipli hər bir məhdud çoxluq ölçülən 

çoxluqlardır. 

 İsbatı: Doğrudan da çoxluq F  tipinə aiddirsə, onda cəmin məhdud 

olmasından hər bir həddin məhdud olması çıxır. Eləcədə hər bir hədd çoxluqlar 

qapalı olduğundan ölçüləndirlər. 

Əgər E  çoxluğu G  tipli məhdud çoxluq isə, onda E -ni öz daxilində 

saxlayan hər hansı   intervalı götürsək, E  çoxluğunu  





1k

kGE  şəklində 

göstərə bilərik. Bu bərabərlikdən E  çoxluğunun ölçülən olmasını alarıq. 

Tərif 3. Əgər E  çoxluğu qapalı və açıq çoxluqların köməyi ilə sonlu və 

ya hesabi sayda birləşmə və kəsişmə əməlləri vasitəsilə alınırsa, onda E  

çoxluğuna Borel çoxluğu deyilir. Məhdud Borel çoxluqları Borel mənada 

ölçülən çoxluqlar yaxud )(B  ölçülən çoxluqlar adlanır. Misal üçün, F  və G  

tip çoxluqlar Borel çoxluqlarıdır. Teorem 1-in isbatında aparılan 

mühakimələrin köməyi ilə isbat etmək olar ki, )(B  ölçülən çoxluqlar eyni 

zamanda Lebeq mənada ölçüləndir. 

Bu faktın tərsi doğru deyildir. Lebeq mənada ölçülən çoxluqlar vardır ki, 

)(B  ölçülən deyildir. 

İlk dəfə M.Ya. Suslin tərəfindən Lebeq mənada ölçülən, amma Borel 

mənada ölçülən olmayan effektiv bir misal qurulmuşdur. Onun tərəfindən A -

çoxluqlar adlanan Lebeq mənada ölçülən geniş çoxluqlar sinfi müəyyən 

edilmişdir. Bu sinif  bütün )(B  çoxluqlar sinfini əhatə edir və ondan kifayət 

qədər geniş sinifdir. 

Aşağıdakı mühüm sual ortaya çıxır.  

Ümumiyyətlə, məhdud, Lebeq mənada ölçülən olmayan çoxluq varmı? 

Aşağıdakı teorem göstərir ki, bu məsələni birbaşa həll etmək mümkün deyildir.  

Teorem 2. Lebeq mənada ölçülən bütün çoxluqlardan ibarət olan M  

çoxluğunun gücü bütün ədədi çoxluqlar çoxluğunun gücünə bərabərdir, yəni 

CM 2  . 
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İsbatı. Aydındır ki, CM 2 . 

Digər tərəfdən ölçüsü sıfra bərabər olan və c  kontinium gücünə malik 

olan (məsələn, Kantorun 0P  mükəmməl çoxluğu) ölçülən E  çoxluğu götürək. 

Bu çoxluğun bütün alt çoxluqlar çoxluğunu S  ilə işarə edək. Sıfır ölçülü hər 

bir çoxluğun istənilən alt hissəsinin xarici ölçüsü sıfıra bərabər və ölçülən 

olduğundan 
CSMS 2,  . Ona görə də CM 2 . Nəticədə  CM 2  alırıq. 

Teorem isbat olundu.  

İndi isə aşağıdakı teoremi isbat edək. 

Teorem 3. Ölçülə bilməyən məhdud çoxluq vardır. 

Teoremi isbat etmək üçün aşağıdakı misalı göstərək. 











2

1
,

2

1
 parçasını götürək və aşağıdakı kimi siniflərə bölək. İki x  və y  

nöqtələrini yalnız o zaman eyni sinifə daxil edəcəyik ki, onların fərqi yx   

rasional ədəd olsun. Bunu aşağıdakı kimi edə bilərik: hər bir 









2

1
,

2

1
x  

nöqtəsinə qarşı elə )(xK  sinfini qarşı qoyaq ki, həmin sinif 









2

1
,

2

1
 

çoxluğunun rxy   şəklində elementlərindən ibarət olsun. r  rasional 

ədəddir. Xüsusi halda )(xKx .  

)(xK  çoxluğuna daxil olmayan t  ədədi üçün rts   şəklində ədədlər 

çoxluğunu )(tK  ilə işarə edək. Məsələn,  

  ...
5

3

5

3
,)0(,

3

2

3

2















































 rKrKrK . 

 Bu qayda ilə 









2

1
,

2

1
 parçası siniflərə bölünür. Beləliklə, eyni sinfə 

yalnız rasional ədədlə fərqlənən ədədlər çoxluğu daxil edilir. Hər  bir sinif 

hesabi çoxluq olub bir-biri ilə kəsişmirlər. Əksini fərz edək. Fərz edək ki, bu 

siniflər kəsişirlər. )()( yKxKz   nöqtəsi götürək. Bu ədəd üçün 

21 ryrxz   . Onda 12 rryx  . Bu isə onu göstərir ki, x  və y  eyni 

sinifə daxildir. Onda siniflərin qurulması qaydasına görə )()( yKxK   olar. Bu 

qayda ilə verilmiş parçanın nöqtələri siniflərə bölünmüş olur.  

Hər bir sinifdən bir nöqtə götürməklə A  çoxluğunu quraq. Göstərək ki, 

A  çoxluğu ölçülməyən çoxluqdur. Bu məqsədlə  1,1  parçasına daxil olan 

bütün rasional ədədlər çoxluğunu nömrələyək: ,...,...,,,0 210 nrrrr  . A  

çoxluğundan kk rxx )(  inikası (sürüşmə) vasitəsilə alınan çoxluğu kA  ilə 
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işarə edək. Xüsusi halda AA 0 . Bu qayda ilə alınmış ,...,, 210 AAA  çoxluqları 

konqruyent olub, kəsişmirlər. Doğrudan da  nk AA  olduqda nk AAz   

nöqtəsi üçün nnkk rxrxz  . Buradan knnk rrxx  . Odur  ki, kx  və nx  

eyni bir sinifdən olur və Axx nk ,  olar. Bu isə mümkün deyil. Çünki A  –nın 

qurulması qaydasına görə hər sinifdən A -ya bir nöqtə daxildir. Konqruyent 

çoxluqlar üçün  

,...)2,1,0(, **
**  kAmAmAmAm kk   

 1,1,
2

1
,

2

1









 rAx  olduğundan kAy  üçün krxy  . 

Buradan 









2

3
,

2

3
kA . Onda 










2

3
,

2

3

k

kA . Ona görə də 

.3
2

3
,

2

3
*** 

















 mAmAm

k
k

k
k   

Buradan 3......    , deməli 0 . 

Göstərək ki, 
k

kA









2

1
,

2

1
. 

İstənilən 









2

1
,

2

1
x  nöqtəsi götürək. Bu nöqtə siniflərdən birinə, tutaq 

ki, )(xK  sinfinə daxildir. )(xK  sinfindən bir nöqtə, tutaq ki, 0x  nöqtəsi A -ya 

daxildir. Onda .,
000 00 

k
kkkk AArxxrxx  Ona görə də 


k

kA









2

1
,

2

1
 münasibətinə görə  

...1
2

1
,

2

1 *** 
















  

k
k

k
k AmAmm   

Buradan 0  alınır. Son nəticədə AmAm *
*0   alınır. Bu isə A  

çoxluğunun ölçülən olmadığını göstərir. 

 

 

3.5. Çoxluqlar nəzəriyyəsinin ölçü problemləri  

haqqında qısa məlumat 

 

 Yuxarıda göstərilən misal Lebeq mənada ölçülən olmayan məhdud 

çoxluğun varlığını isbat edir. Bu nəticə görkəmli riyaziyyatçılarda Lebeq 

mənada ölçü anlayışının müəyyən çatışmazlığa malik olması fikrini ortaya 
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sürməyə əsas vermişdir. Ona görə də ölçü anlayışının təkmilləşməsi və inkişaf 

etdirilməsi zərurəti ortaya çıxmışdır. Bütün bunları öyrənmək üçün məsələnin 

dəqiq qoyuluşunu bilmək vacibdir. 

 Nöqtəvi çoxluqların ölçülməsi məsələsini iki formada qoymaq 

mümkündür.  

 I. Ölçü nəzəriyyəsinin “çətin” məsələsi. 

 Bu halda məsələ aşağıdakı kimi qoyulur. Hər bir məhdud çoxluğa qarşı 

onun ölçüsü adlanan mənfi olmayan elə E  kəmiyyəti qarşı qoymaq tələb 

edilir ki, aşağıdakı şərtlər ödənsin: 

1) Əgər  1,0E  isə, onda 1E  olsun, 

2) Əgər A  və B  çoxluqları konquryent isə, onda BA    olsun, 

3) Əgər E  çoxluğu sonlu və ya hesabi sayda cüt-cüt kəsişməyən 

,...)2,1( kEk  çoxluqlarının birləşməsi olarsa, onda 
k

kEE   (ölçünün 

additivliyi). 

Burada məsələ xətti halda, yəni birölçülü fəzada, daha doğrusu ədəd oxu 

üzərindəki çoxluqlar üçün qoyulmuşdur. Məsələni ikiölçülü, yəni müstəvi 

üzərindəki çoxluqlar üçün, ümumiyyətlə, n  ölçülü 
nR  çoxluğu üçün də 

qoymaq olar. Amma, bu halda  1,0  parçası  1,0;1,0  kvadratı ilə, ümumi halda 

n  ölçülü vahid kub ilə əvəz edilməlidir. 

 İsbat olunmuşdur ki, ölçü nəzəriyyəsinin “çətin” məsələsi 1R  fəzasında 

belə həll olunan deyildir.  

II. Ölçü nəzəriyyəsinin “asan” məsələsi. 

Bu halda da məsələ demək olar ki, “çətin” məsələdə olduğu kimi 

qoyulur. Yeganə fərq 3-cü şərtdə E  çoxluğunun sonlu sayda kE  çoxluqlarının 

cəmi şəklində olduğu hal üçün qoyulur. Yəni,  ölçünün tam additivliyi əvəzinə 

onun sonlu additiv olması şərtinin ödənməsi tələb edilir.  

Bu məsələ ilə əlaqədar aşağıdakı mühüm nəticələri göstərə bilərik.  

Teorem 1 (S. Banax). Ölçü nəzəriyyəsinin “asan”  məsələsi 1R  və 2R  

fəzalarında həll olunandır, amma məsələnin həlli yeganə deyildir.  

Teorem 2 (F.Hausdorf). 3n  olduqda nR  fəzasında ölçü 

nəzəriyyəsinin “asan” məsələsi həll olunan deyildir. 

Bu nəticələrin əsas fərqi orasındadır ki, məsələnin şərtinə daxil olan 

konqruyentlik anlayışı hərəkət anlayışı ilə sıx bağlı olduğundan və çoxölçülü 

fəzalarda hərəkətlər qrupu daha geniş olduğundan bu qruplarda invariant 

qurmaq məsələsi daha çətindir.  

Ümumiyyətlə,  Lebeq mənada ölçü anlayışının daha təbii olması fikri 

üstünlük təşkil edir. 
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3.6. Çoxluğun Jordan ölçüsü haqqında anlayış. 

 

Yuxarıda biz nöqtəvi çoxluqların quruluşunu nəzərdən keçirdik. Bu 

nöqtələr çoxluğunun ədəd oxu üzərində yerləşdiyi hissələrin uzunluğunu 

xarakterizə edən kəmiyyət haqqında heç bir məlumat verilməmişdir. Ədəd oxu 

üzərində, müstəvidə və fəzada uyğun olaraq uzunluq, sahə, həcm anlayışlarının 

nöqtəvi çoxluqlar üçün heç bir ümumiləşməsi verilməmişdir.  

Bütün bu qeyd olunan məsələlər çoxluqların Jordan ölçüsü anlayışı ilə 

sıx bağlıdır. 

Görkəmli riyaziyyatçı Anri Lebeq tərəfindən yeni ölçü anlayışı meydana 

gəldikdən sonra çoxluğun Jordan ölçüsü anlayışı riyazi tədqiqatlarda öz 

əhəmiyyətini itirmişdir. Buna baxmayaraq çoxluğun Jordan ölçüsü anlayışı 

daha mürəkkəb Lebeq ölçüsü anlayışını dərindən başa düşmək üçün bir vasitə 

olmaqla bərabər, ölçü nəzəriyyəsinin inkişafında bir mərhələ rolunu 

oynamışdır. 

İndi isə çoxluğun Jordan ölçüsü anlayışını izah edək. Tutaq ki, ədəd oxu 

üzərində hər hansı məhdud E  nöqtəvi çoxluğu verilmişdir. Fərz edək ki, ədəd 

oxu üzərində hər hansı uzunluq vahidi qəbul edilmişdir. Aşağıdakı sual ortaya 

çıxır. Düz xətt üzərində baxılan E  çoxluğunun tutduğu yerin uzunluğu dedikdə 

nə başa düşülür? Məsələn,  1,0  parçası daxilində Kantor çoxluqlarının tutduğu 

yerin uzunluğu  1,0  parçasının hansı hissəsini təşkil edir? Eləcə də bu parça 

daxilində yerləşən rasional ədədlər çoxluğunun uzunluğu nədir? Ümumiyyətlə 

bu çoxluqların uzunluğundan danışmaq olarmı? 

 E  çoxluğunu öz daxilində saxlayan  ba,  parçasını götürək. a  və b  

uclarını tam ədəd olaraq seçək.  ba,  parçasının uzunluğu kab   tam ədəd 

olar.  ba,  parçasını k  bərabər hissəyə bölək. Alınmış parçalardan hər birini 

birinci ranqlı parçalar adlandıraq.  Bu parçalardan neçəsinin tamamilə E  

çoxluğunun nöqtələri ilə dolduğunu, neçəsinin isə E  çoxluğundan heç olmazsa 

bir nöqtəni öz daxilində saxlayan parçalar olduğunu sayırıq.  

 
Şəkildə dörd sayda birinci ranqlı parçalar vardır. Göründüyü kimi bu 

parçalardan heç biri E  çoxluğunun nöqtələri ilə tam dolmamışdır. E  

çoxluğunun nöqtələrinin daxil olduğu parçaların sayı isə dörddür. E -nin 

nöqtələri ilə tam dolmuş parçaları “dolmuş” parçalar, E -nin nöqtələri ilə tam 

dolmayan parçaları “saxlayan” parçalar adlandırırıq.  

Birinci ranqlı “dolmuş” parçaların uzunluqları cəmini 1l  ilə, birinci ranqlı 

“saxlayan” parçaların uzunluqları cəmini isə 1L  ilə işarə edək. Şəkildə ,01 l

1 2 3 4 5 
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41 L . Birinci ranqlı parçalardan hər birini yenidən s  sayda hissələrə bölək 

(şəkildə 2s ). Bu hissələrə ikinci ranqlı parçalar deyəcəyik. Yenidən ikinci 

növ “dolmuş” parçaların uzunluqları cəmini 2l  ilə, “saxlayan” parçaların 

uzunluqları cəmini isə 2L  ilə işarə edək (şəkildə 3,
2

1
22  Ll ). 

İkinci ranqlı parçalardan hər birini yenidən s  sayda hissələrə bölməklə 

alınan üçüncü ranqlı parçalardan “saxlayan” parçaların uzunluqları cəmini 3l  

ilə, “dolmuş” parçaların uzunluqları cəmini 3L  ilə işarə edək. Prosesi hər bir 

parçanı s  yerə bölməklə sonsuz davam etdirək. Nəticə də mənfi olmayan 

ədədlərdən ibarət ,...,...,,,...,,...,, 2121 nn lllLLL  ardıcıllıqlarını alırıq.  

Birinci ardıcıllıq yuxarı Jordan ardıcıllığı, ikinci  ardıcıllıq isə aşağı 

Jordan ardıcıllığı adlanır. Göründüyü, kimi yuxarı Jordan ardıcıllığı monoton 

azalan, aşağı Jordan ardıcıllığı isə monoton artan ardıcıllıqdır. Yuxarı Jordan 

ardıcıllığı aşağıdan aşağı Jordan ardıcıllığının istənilən həddi ilə, aşağı Jordan 

ardıcıllığı isə yuxarıdan yuxarı Jordan ardıcıllığının ixtiyari həddi ilə 

məhduddur. Onda hər iki ardıcıllığın yığılan ardıcıllıq olduğunu alırıq. 

Bu ardıcıllıqların limiti üst-üstə düşə də bilər, bir-birindən fərqli də ola 

bilər. Aydındır ki, bu ardıcıllıqların limitləri o zaman bərabər olar ki, 

  0lim 


nn
n

lL  olsun. 

Tərif. Yuxarı Jordan ardıcıllığının limitinə E çoxluğunun Jordan mənada 

xarici ölçüsü deyilir və E*mes  kimi işarə olunur. Aşağı Jordan ardıcıllığının 

limitinə E  çoxluğunun Jordan mənada daxili ölçüsü deyilir və E*mes  kimi 

işarə edilir. 

Əgər E  çoxluğunun daxili və xarici ölçüləri üst-üstə düşərsə, bu halda E  

çoxluğu Jordan mənada ölçülən adlanır və onların ümumi qiymətinə çoxluğun 

Jordan ölçüsü deyilir.  

EEE *
* mesmesmes   

 nn
n

lLEE 


limmesmes *
*

 fərqinin ciddi mənası vardır. O 

aşağıdakından ibarətdir: 

n  ranqlı “saxlayan” parçalarla, eyni ranqlı “dolmuş” parçaların nn FG   

fərqinin qapanmasına baxaq. Bu çoxluq E  çoxluğunun bütün sərhəd 

nöqtələrini öz daxilində saxlayan parçalardan ibarətdir. nn FG   çoxluğunu 

təşkil edən parçaların uzunluqları cəmi nn lL  -ə bərabərdir ( n  ranqlı parçalar 

üçün). n  şərtində nn lL   kəmiyyəti E -nin sərhəd nöqtələri çoxluğunun 

xarici ölçüsünə bərabər olan limitə yığılır. Onda aydındır ki, E  çoxluğu o 
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zaman Jordan mənada ölçülən olar ki, E -nin bütün sərhəd nöqtələri 

çoxluğunun xarici ölçüsü sıfra bərabər olsun (yəni   0lim 


nn
n

lL  olsun). 

Çoxluğun Jordan ölçüsünün tapılmasına aid misallara baxaq. 

1. Kantorun 0P  mükəmməl çoxluğunun ölçüsünü tapaq.  1,0  parçasını və 

onun daxilində yerləşən 0P  çoxluğunu götürək. 

Birinci ranqlı parça olaraq  1,0  parçasını götürək: birinci ranqlı 

“dolmuş” parça yoxdur. “Saxlayan”  birinci  ranqı parça olaraq  1,0  parçasını 

götürək. Onda 1,0 11  Ll  olar. 

Birinci ranqlı parçanı üç bərabər hissəyə bölək və bunları ikinci ranqlı 

parçalar adlandıraq. İkinci ranqlı “dolmuş” parça yoxdur, amma iki sayda 

















1,

3

2
,

3

1
,0  “saxlayan” parçalar vardır. Deməli, 

3

2
,0 22  Ll . 

İkinci ranqlı bu parçalardan hər birini yenidən üç bərabər hissəyə bölək 

və bunları üçüncü ranqlı çoxluq adlandıraq. Üçüncü ranqlı parçalar içərisində 

yenə də “dolmuş” parçalar yoxdur, deməli 03 l .  Üçüncü ranqlı dörd sayda 

,
3

1
,

9

2
,

9

1
,0 
















 
















1,

9

8
,

9

7
,

3

2
 “saxlayan”  parçalar vardır, yəni 

9

4
3 L . 

Prosesi bu qayda ilə qeyri-məhdud sayda davam etdirsək, nəticədə  

,...0,...,0,0,0

,...
3

2
,...,

9

4
,

3

2
,0

320

1

321















n

n

n

llll

LLLL
 

yuxarı və aşağı Jordan ardıcıllıqlarını alarıq. 

Birinci ardıcıllıq monoton azalaraq sıfra yaxınlaşır, yəni 0lim 


n
n

L . 

İkinci ardıcıllıq sıfırlardan ibarət stasionar ardıcıllıqdır və 0lim 


n
n

l  . 

Onda alırıq ki, 0P  çoxluğunun Jordan ölçüsü 0mes 0 P .  

2.  1,0  parçasında yerləşən rasional ədədlər çoxluğunun Jordan ölçüsünü 

tapaq. 

Yuxarıdakı misalda olduğu kimi  1,0  parçasını hissələrə bölsək bütün 

eyni ranqlı parçalar içərisində “dolmuş” parçalar yoxdur. Ona görə də 

,...0,...,0,0 21  nlll . Eləcədə bütün eyni ranqlı çoxluqlardan hamısı 

“saxlayan” parçalardır, yəni ,...1,...,1,1 21  nLLL . 

,1lim 


n
n

L ,0lim 


n
n

l   01lim 


nn
n

lL  

olduğundan bu çoxluğun Jordan mənada ölçülən olmadığını alırıq. 
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Eyni qayda ilə mühakimə aparmaqla  1,0  parçası daxilində irrasional 

ədədlər çoxluğunun da Jordan mənada ölçülən olmadığını alırıq.  

Qeyd. Göstərilən bu misallar verilmiş çoxluğun Lebeq və Jordan 

ölçülərinin ciddi fərqlərini göstərir.  

Indi isə Jordan mənada ölçülən çoxluqların əsas xassələrini göstərən 

teoremləri verək.  

Teorem 1. Əgər  1E  və 2E  Jordan mənada ölçülən çoxluqlar isə və 

21 EE   isə, onda 21 mesmes EE  . 

Teorem 2. Əgər  1E  və 2E  Jordan mənada ölçülən çoxluqlar isə, onda 

,21 EE  21 EE   və 21 EE çoxluqlarıda Jordan mənada ölçüləndir. 

Teorem 3. Əgər  1E  və 2E Jordan mənada ölçüləndirsə və  21 EE  

isə, onda   .mesmesmes 2121 EEEE   

Bu teoremdən aşağıdakı nəticələr alınır.  

Nəticə 1. Əgər E  çoxluğu sonlu sayda cüt-cüt kəsişməyən Jordan 

mənada ölçülən hissələrdən ibarət olarsa, yəni ,
1


n

k
kEE



 jiEE ji  ,  

olarsa, onda 



n

k
kmEmE

1

 (Jordan ölçüsünün additivlik xassəsi). 

Nəticə 2. Əgər 1E  və 2E Jordan  mənada ölçülən çoxluqlar isə və 

21 EE   isə onda 

  .mes 2121 mEmEEE   

Qeyd 1. Çoxluqların birləşməsinin Jordan mənada ölçülən olmasından 

onun hissələrinin ölçülən olması çıxmır. Məsələn,  1,0 parçası Jordan mənada 

ölçüləndir. Amma onun hissələri olan  1,0 -ə daxil olan rasional və irrasional 

ədədlər çoxluqları Jordan mənada ölçülməyən çoxluqlardır.  

Qeyd 2. Jordan ölçüsü tam additivlik xassəsinə malik deyildir. Yəni, 

hesabi sayda Jordan mənada ölçülən çoxluqların cəmi Jordan mənada ölçülən 

olmaya da bilər. 

Doğrudan da, bir nöqtədən ibarət olan çoxluqlar Jordan mənada 

ölçüləndir və onun ölçüsü sıfra bərabərdir. Ancaq verilmiş parçanın bütün 

rasional nöqtələri çoxluğu Jordan mənada ölçülən deyil.  
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3.7. Ölçülən çoxluqlara aid çalışmalar. 

 

1) 



 

















1
11 2

1
,0

2

1
1,

2

1
1

k
kkk

A  çoxluğunun ölçüsünü tapın.  

Cavab: 
3

2
)( Am  

2) 






















1
11 2

1
,

2

1
1,

2

1

k
kkk

B  çoxluğunun ölçüsünü tapın.  

Cavab: 3

1
)( Bm  

3) Kantorun 0G  açıq çoxluğunun ölçüsünü tapın: 

Cavab: 1)( 0 Gm  

4) Kantorun 0P  mükəmməl çoxluğunun ölçüsünü tapın. 

Cavab: 0)( 0 Pm  

5)  








 Nk
k

G ,
1

1,0  açıq çoxluğunun ölçüsünü tapın. 

Cavab: 1mG  

6) 2R  fəzasında  



 









1
12

1
,

2

1
1,0

k
kk

G  açıq çoxluğunun ölçüsünü tapın. 

Cavab:   1Gm  

7) Göstərin ki, aşağıdakı çoxluqlar ölçüləndir və onların ölçüsünü tapın. 

a)  .0sin;1  xRxE  

b)  .1cos0;1  xRxE  

8) Aşağıdakı çoxluqların ölçülərini tapın. 

a)   .
4

arctg;,











xxE  

b)   .1arcctg;2,0  xxE   

c)   .05lnln;,  xxE  

d)   .07sin4sin3;4,3 2  xxxE  

e)   .022cos2sin4;,0  xxxE   

f)   .723;,  xxE  

Cavab: a) 2mE ,         b) 75,1mE ,         c) 5mE ,        d) 1mE , 

            e) 25,0mE ,       f) 7mE .  

 

9) Göstərin ki, aşağıdakı çoxluqlar ölçüləndir və onların ölçüsünü tapın. 
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a) 













1

1
2,2

k

kk

k
E . 

b)  





1

12,2
k

kkE . 

c) 













1 ln

1
,

k

kk

kk
kkE . 

d)       1;0;, 2  xyxxRyxE . 

e)        









x

xyxxRyxE
2

1
;0;, 2 . 

Cavab: a) mE ,    b) mE ,     c) mE ,     d) mE ,   e) 2mE .  
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IV FƏSİL 

ÖLÇÜLƏN FUNKSİYALAR 

 
4.1. Ölçülən funksiyanın tərifi və əsas xassələri. 

  

Tutaq ki, E  hər hansı nöqtəvi çoxluqdur. Əgər E  çoxluğunun hər bir 

nöqtəsinə qarşı müəyyən )(xf  ədədi qarşı qoyulmuşsa, bu halda deyirlər ki, E  

çoxluğunda )(xf  funksiyası təyin edilmişdir. Funksiya sonlu və ya müəyyən 

işarəyə malik sonsuz qiymət ala bilər. Əgər istənilən Ex   üçün 

 )(xf  olarsa, )(xf  sonlu funksiya adlanır.  

)( afE   simvolu ilə E  çoxluğunun axf )(  şərtini ödəyən nöqtələr 

çoxluğu işarə olunur.  

Eyni qayda ilə ,)( afE  ,)( afE  ,)( afE   )( bfaE   

simvollarını da daxil edə bilərik.  

Tərif 1. Tutaq ki, )(xf
 
ölçülən E  çoxluğunda təyin edilmiş funksiyadır. 

Əgər E  çoxluğu və istənilən sonlu a  üçün )( afE   çoxluqları ölçülən isə, 

onda )(xf  funksiyasına E  çoxluğunda ölçülən funksiya deyilir. 

Teorem 1.  Sıfır ölçülü çoxluqda təyin edilmiş istənilən )(xf  funksiyası 

ölçüləndir. 

İsbatı: Tutaq ki, E  sıfır ölçülü çoxluqdur, 0mE . Onda istənilən a  

həqiqi ədədi üçün EafE  )( . Buradan 0)(*  mEafEm  olar. Digər 

tərəfdən 0)()( *
*  afEmafEm  olduğundan  )(* afEm

0)(*  afEm  alırıq. Yəni 0)(  afmE . Bu isə )(xf  funksiyasının ölçülən 

olması deməkdir. 

Teorem 2. Əgər )(xf  funksiyası ölçülən E  çoxluğunda ölçüləndirsə, 

onda )(xf  funksiyası istənilən ölçülən EA  altçoxluğunda da ölçülən 

funksiyadır. 

Toremin isbatı )()( afEAafA   bərabərliyindən alınır. 

Teorem 3.  Tutaq ki, )(xf  sonlu və ya hesabi sayda ölçülən kE  

çoxluqlarının cəmindən ibarət olan ölçülən 
k

kEE   çoxluğunda təyin 

edilmişdir. 

Əgər )(xf  funksiyası kE  çoxluqlarının hər birində ölçülən isə, onda E  

çoxluğunda ölçüləndir.  

Teoremin isbatı 
k

k afEafE )()(   bərabərliyindən alınır. 
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Tərif 2. Eyni bir E  çoxluğunda təyin edilmiş )(xf  və )(xg  funksiyaları 

üçün 0)(  gfmE  şərti ödənərsə,onda )(xf  və )(xg  funksiyaları 

ekvivalent funksiyalar adlanır və )(xf  )(xg  kimi göstərilir. 

Tərif 3. Əgər hər hansı təklif E  çoxluğunun ölçüsü sıfır olan 

0, 00  mEEE  çoxluğundan başqa E -nin bütün nöqtələrində ödənərsə, onda 

deyirlər ki, bu təklif E  çoxluğunda sanki hər yerdə doğrudur. 

Bu tərifdən alınır ki, eyni bir E  çoxluğunda təyin edilmiş ekvivalent 

funksiyalar sanki hər yerdə bərabərdirlər. 

Teorem 4. Əgər ölçülən E  çoxluğunda verilmiş ölçülən )(xf  funksiyası 

)(xg  funksiyasına ekvivalent isə, onda )(xg  funksiyası da ölçülən funksiyadır. 

İsbatı: Tutaq ki, 0).(  mAgfEA  olduğu üçün AEB   ölçülən 

çoxluqdur. Deməli )(xf  B  çoxluğunda ölçüləndir. B  çoxluğunda 

)()( xgxf   olduğundan )(xg -da B  çoxluğunda ölçülən olar. )(xg  eyni 

zamanda A  çoxluğunda da ölçülən olduğundan BAE   çoxluğunda da 

ölçülən olar. 

Teorem 5. Əgər )(xf  ölçülən E  çoxluğunda verilmiş ölçülən funksiya 

isə, onda ,)( afE  ,)( afE  ,)( afE   )( faE    çoxluqlarından hər biri 

ölçülən çoxluqdur.  

Teoremin isbatı aşağıdakı bərabərliklərdən alınır: 
















1

1
)(

n n
afEafE  

)()()( afEafEafE   

)()( afEEafE    

)()( afEEfaE   

 Qeyd. Əgər ,)( afE  ,)( afE   )( faE    çoxluqlarından biri 

ölçülən olarsa, onda )(xf  funksiyası E  çoxluğunda ölçülən olar.  

 Teorem 6. Əgər )(xf  funksiyası E  çoxluğunda ölçülən isə, onda 

istənilən k  sonlu ədədi üçün  

1) ,)( kxf 
 
2) ),(xfk 

 
3) ,)(xf  4) ),(2 xf 5) 0)(,

)(

1
xf

xf
  

funksiyaları da E  çoxluğunda ölçüləndir. 

 Teoremin isbatı aşağıdakı münasibətlərdən alınır: 

1. )()( kafEakfE   
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2. 
















,0),(

,0),(

)(

k
k

a
fE

k
k

a
fE

akfE  

3. 









.0),()(

,0,
)(

aafEafE

aE
afE  

4. 











.0),(

,0,
)( 2

aafE

aE
afE  

5. 























.0),
1

()0()0(

,0),
1

()0(

,0),0(

)
1

(

a
a

EfEfE

a
a

fEfE

afE

a
f

E  

Lemma. Əgər )(xf  və )(xg  E  çoxluğunda verilmiş ölçülən funksiyalar 

isə, onda  )( gfE    çoxluğu ölçüləndir.  

İsbatı: ,...,...,, 21 nrrr  ilə bütün rasional ədədlər çoxluğunu işarə edək. 

Onda  







1

))()(()(
k

kk rgErfEgfE  

bərabərliyinə əsasən )( gfE   çoxluğunun ölçülən olduğunu alırıq.  

Teorem 7. Tutaq ki, )(xf  və )(xg  E  çoxluğunda verilmiş sonlu ölçülən 

funksiyalardır. Onda 

1) ),()( xgxf 
   

2) ),()( xgxf 
    

3) ),()( xgxf     4) )0)((,
)(

)(
xg

xg

xf
 

 funksiyaları da ölçülən funksiyalardır. 

İsbatı: 1) İstənilən a  ədədi üçün axg )(  ölçülən funksiyadır. Onda 

yuxarıdakı lemmaya görə )( agfE   çoxluğu da ölçüləndir. 

)()( agfEagfE   bərabərliyindən )()( xgxf  -in ölçülən olması 

alınır. 

 2) )()( xgxf   funksiyasının ölçülən olması   )()()()( xgxfxgxf   
bərabərliyindən alınır. 

 3) )()( xgxf   hasilinin ölçülən olması 

    22
)()()()(

4

1
)()( xgxfxgxfxgxf   

bərabərliyindən alınır. 
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 4) )(
)(

1

)(

)(
xf

xgxg

xf
  şəklində yazaq 

)(

1

xg
 və )(xf -in ölçülən olduğu 

halda hasilində ölçülən olmasına görə 
)(

)(

xg

xf
-in ölçülən olmasını alırıq. 

 Bu teorem göstərir ki, ölçülən funksiyalar üzərində hesab əməlləri 

ölçülən funksiyalar çoxluğunda cəbri əməllərdir, yəni bu sinifdən kənar çıxmır.  

 

 

4.2. Ölçülən funksiyalara aid misallar. 

 

1. Göstərin ki, ölçülən E  çoxluğunda sabit olan cxf )(  funksiyası 

ölçüləndir. 

Həlli. İstənilən a  həqiqi ədədi üçün doğru olan  










ca

caE
afE

,

,,
)(  

E  və   çoxluqları ölçülən olduğundan )( afE   çoxluğu da ölçüləndir. 

Deməli, cxf )(  ölçüləndir. 

2. Göstərin ki,  baE ,  parçasında pilləvari (hissə-hissə sabit) funksiya 

ölçülən funksiyadır. 

Həlli.  Məlum olduğu kimi )(xf  funksiyası o zaman pilləvari adlanır ki, 

 ba,  parçasını bxxxxa n  ...210  nöqtələri vasitəsilə elə hissələrə bölmək 

olsun ki, ),),...(,(),,( 12110 nn xxxxxx   intervallarının hər birində )(xf  funksiyası 

sabit olsun: 

.)1,...,2,1,0(),,(,)( 1   nkxxxcxf kkk  

 Əvvəlki misala görə )(xf  funksiyası 1,...,2,1,0),,( 1   nkxxE kkk  

çoxluqlarının hər birində ölçüləndir. Onda )(xf  funksiyası 
1

0





n

k
kE  çoxluğunda 

da ölçülən olar.  

 Digər tərəfdən   ,, 0

1

0

EEbaE
n

k
k 













  bxxaE ,...,,, 210   və 00 mE  

olduğundan )(xf  funksiyası E  çoxluğunda ölçülən olar. 

 3. Göstərin ki,  BAE ,  parçasında kəsilməz olan )(xf  funksiyası 

ölçüləndir. 

 Həlli. Əvvəlcə göstərək ki, istənilən a  ədədi üçün )( afEF   

çoxluğu qapalıdır. Tutaq ki, 0x  nöqtəsi F  çoxluğunun limit nöqtəsidir. Onda 
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F  çoxluğundan 0x  nöqtəsinə yığılan  nx  ardıcıllığı seçmək olar, ,lim 0xxn
n




axf n )( . 

 )(xf  funksiyası kəsilməz olduğundan )()lim()(lim 0xfxfxf n
n

n
n




. 

 Onda axf n )(  bərabərsizliyində n  şərtində limitə keçsək 

axf )( 0  olduğunu alarıq. Buradan F -in qapalı çoxluq olduğu alınır. 

 E  və F  çoxluqları qapalı olduğundan ölçülən çoxluqlardır.  

)()( afEEafE   

bərabərliyindən )( afE  -nın ölçülən olması alınır. Bu isə )(xf -in ölçülən 

olması deməkdir. 

 4. Göstərin ki, M  çoxluğu və onun xarakteristik funksiyası adlanan 

)(xM  funksiyası eyni zamanda ya ölçülən, ya da olçülməyəndir. 

 Həlli. Tutaq ki, )(xM  ölçülən funksiyadır. Onda )0(  MEM   

çoxluğu da ölçüləndir. 

 Əksinə, M  ölçülən çoxluq olduqda  

















0,

10,

1,0

)(

aE

aM

a

xM  

münasibətindən )(xM  funksiyasının ölçülən olmasını alırıq.  

 5.  1,0  parçasında  










olduqdarasional,1

olduqdairrasional,0
)(

x

x
xf  

bərabərliyi ilə təyin edilən və Dirixle funksiyası adlanan funksiyanın ölçülən 

olduğunu göstərin. 

 Həlli. Məlumdur ki, Dirixle funksiyası  

 2!coslimlim)( xmxf
nm




 . 

bərabərliyi vasitəsilə də təyin edilir.  

Doğrudan da x -rasional ədəd, yəni 
q

p
x   olduqda kifayət qədər böyük 

m  ədədi üçün xm!  tam ədəd olur. Odur ki, 1!cos xm   və deməli 1)( xf  

olur. Əgər x  irrasional olarsa, onda 1!cos xm   olduğundan 0)( xf  olur. 

 1,0,0)(  xxg  funksiyası sabit funksiya olduğundan ölçüləndir. 

 ,...,...,,)( 21 nrrrgfE  . Burada  ,...,...,, 21 nrrr  parçasında yerləşən rasional 

ədədlər çoxluğudur. Bu çoxluğun ölçüsü sıfır olduğundan )(xf  )(xg  
olduğunu alırıq. Nəticədə )(xf  funksiyasının da ölçülən olmasını alırıq. 
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 Qeyd 1. Məlum olduğu kimi Dirixle funksiyası  1,0  parçasının bütün 

nöqtələrində kəsilən funksiyadır. Amma bu funksiya ölçülən funksiyadır. 

 Qeyd 2. Məlum olduğu kimi ölçüsü müsbət olan hər bir çoxluğun 

ölçülməyən alt hissəsi vardır. Bu alt çoxluğa uyğun xarakteristik funksiya 

ölçülməyən funksiyadır. Deməli, ölçülə bilməyən sonsuz sayda funksiyalar 

vardır. 

 

 

4.3. Ölçülən funksiyalar ardıcıllığı.  

Ölçüyə görə yığılma. 

 

 Yuxarıda göstərdik ki, ölçülən funksiyalar çoxluğunda hesab əməlləri, 

çıxma, toplama, hasil və nisbət cəbri əməllərdir, yəni bu əməllərin nəticəsi də 

ölçülən funksiyalar sinfinə daxildir. Aşağıda qeyd edilən teorem göstərir ki, 

oxşar xassə limitə keçmə əməli üçün də doğrudur. 

 Teorem 1. Tutaq ki, E  çoxluğunda ölçülən ),...(),...,(),( 21 xfxfxf n  

funksiyalar ardıcıllığı verilmişdir. Əgər istənilən Ex  üçün sonlu və ya 

sonsuz  

)(lim)( xfxF n
n 

  

limiti varsa, onda )(xF  funksiyası da ölçüləndir. 

 İsbatı: İstənilən a  ədədini qeyd edək və aşağıdakı çoxluqlara baxaq: 

.,
1 )()()( 















nk

k
m

n
mk

k
m AB

m
afEA  

Bu çoxluqlar ölçülən çoxluqlardır. Teoremi isbat etmək üçün  


mn

n
mBaFE

,

)()(                                            (*) 

bərabərliyinin doğruluğunu göstərmək kifayətdir. 

 Bu məqsədlə, əvvəlcə )(0 aFEx   götürək. Onda axF )( 0  olar. Bu 

halda elə m  natural ədədi tapmaq olar ki, 
m

axF
1

)( 0   olsun. )()( 0xFxfk   

olduğundan elə n  nömrəsi tapmaq olar ki, nk   olduqda 

.
1

)( 0
m

axfk   

 Bu onu göstərir ki, nk   olduqda 
)(

0
k

mAx  . Onda 
)(

0
n

mBx   və 


mn

n
mBx

,

)(
0  . Buradan alırıq ki,  

.)(
,

)(
mn

n
mBaFE   
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 İndi isə tərsinə daxilolmanın doğruluğunu göstərək. Ona görə də 


mn

n
mBx

,

)(
0   götürək. Onda müəyyən qeyd olunmuş mn,  üçün 

)(
0

n
mBx  . Bu o 

deməkdir ki, nk   üçün 
)(

0
k

mAx  . Başqa sözlə, nk   olduqda .
1

)( 0
m

axfk 

Sonuncu bərabərsizlikdə k  şərtində limitə keçsək, axF )( 0  olduğunu 

alarıq. Bu isə )(0 aFEx   olması deməkdir. Yəni, )(
,

)( aFEB
mn

n
m  . 

Nəticədə (*) bərabərliyinin doğruluğunu alırıq. Buradan )(xF -in ölçülən 

olması alınır. Teorem isbat olundu. 

 Qeyd. Bu teoremin aşağıdakı ümumiləşməsi də doğrudur. 

 Teorem 2. Əgər E  çoxluğunda ölçülən olan ),...(),...,(),( 21 xfxfxf n  
funksiyalar ardıcıllığı )(xF -ə E  çoxluğunda sanki hər yerdə yığılırsa, onda 

)(xF  funksiyası da ölçüləndir. 

 Tərif. Tutaq ki, ölçülən E  çoxluğunda ölçülən və sanki hər yerdə sonlu 

),...(),...,(),( 21 xfxfxf n  funksiyalar ardıcıllığı və sanki hər yerdə sonlu )(xf  

funksiyası verilmişdir. 

 Əgər istəilən müsbət   ədədi üçün 

  0)(lim 


ffmE n
n  

şərti ödənilərsə, onda deyirlər ki, )(xfn  funksiyalar ardıcıllığı )(xf  funksiyasına 

ölçüyə görə yığılandır. 

 Beləliklə, biz ölçülən funksiyalar ardıcıllığının üç növ; bütün E  

çoxluğunun hər bir nöqtəsində, E  çoxluğunda sanki hər yerdə və ölçüyə görə 

yığılma. İndi bu yığılmalar arasında əlaqəni göstərən bəzi teoremləri isbat edək. 

 Teorem 3. (A.Lebeq) Əgər ölçülən  )(xfn  funksiyalar ardıcıllığı  E  

çoxluğunda )(xf -ə sanki hər yerdə yığılırsa, onda bu ardıcıllıq )(xf -ə ölçüyə 

görədə yığılır.  

 İsbatı:  Aydındır ki, )(xf  funksiyası E  çoxluğunda ölçülən 

funksiyadır. B  ilə  )(xfn  ardıcıllığının E  çoxluğunda )(xf -ə yığılmadığı 

nöqtələr çoxluğunu,  )(),(  nn fEAfEA  işarə edək. Onda teoremin 

şərtinə görə BAAQ
k

k 














1

 çoxluğunun ölçüsü 0mQ  olar. 

 İxtiyari 0  ədədi üçün  











1

)(,)()(),()(
n

n
nk

knkk RMERffEE   

işarə edək. Aydındır ki, ...)(...)()( 21   nRRR . 
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Onda məlum teoremə görə 

.)(lim mMmRn
n




  

Göstərək ki, QxQM  0 . Bu halda )()(lim 00 xfxfk
k




. Onda tərifə görə 

0   ədədi üçün elə n  nömrəsi vardır ki, nk   olduqda  )()( 0 xfxfk . 

Buradan alırıq ki, ),(0 kEx   nk   olur. Buradan )(0 nRx   və Mx 0  alınır. 

Beləliklə, Q  çoxluğuna daxil olmayan nöqtə M  çoxluğuna da daxil 

olmur. Buradan QM   olması alınır. 

Onda 0 mQmM . 

Nəticədə  

       
0)(lim 


mMmRn

n
 . 

)()(  nn RE   münasibətindən 0)(lim 


n
n

E
 

olduğunu alırıq. Bu isə 

ardıcıllığın )(xf -ə ölçüyə görə yığılması deməkdir. Teorem isbat olundu. 

İsbat olunmuş teoremin tərsi doğru deyildir, yəni, ölçüyə nəzərən 

yığılmadan sanki hər yerdə yığılma alınmır. Bunu göstərmək üçün aşağıdakı 

misala baxaq. 

Misal.  1,0E  yarımintervalında hər bir natural k  ədədi üçün 

),...(),...,(),( )()()(
1 2

xfxfxf kkk

k
 funksiyalarını  

  
( )( )  {

                [
   

 
 
 

 
]  

                ̅ [
   

 
 
 

 
)  

 

ki ,...,2,1  kimi təyin edək.  

Xüsusi halda 1k  olduqda  ,1,0,1)()1(
1  xxf  2k  olduqda 

  
( )( )  {

              [  
 

 
)  

              ̅ [
 

 
  )

  

  
( )( )  {

              [  
 

 
)  

              ̅ [
 

 
  )

  

3k  olduqda  
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( )( )  {

              [   )  

              ̅ [
 

 
  )

  

  
( )( )  {

              [  
 

 
)  [

 

 
  )

                     ̅ [
 

 
 
 

 
)

  

  
( )( )  {

              [  
 

 
)

                ̅ [
 

 
  )

  

 

Bu funksiyalardan aşağıdakı kimi ardıcıllıq düzəldək: 

),...()(),()(),()(),()( )3(
4

)2(
3

)2(
12

)1(
11 12

xfxxfxxfxxfx  
 

İstənilən 10   ədədi üçün )()( )(
1 xfx k

n   olduqda 

  






 


k

i

k

i
E n ,

1
0  . Buradan   .

1
0

k
mE n     n

 
şərtində 

k  olduğundan 

  .0
1

lim0lim 
 k

mE
k

n
n

  

Beləliklə ),...(),...,(),( 21 xxx n
 

funksiyalar ardıcıllığı  1,0E  

çoxluqunda 0)( x  funksiyasına ölçüyə görə yığılır. Göstərək ki, bu ardıcıllıq 

istənilən  1,0x  nöqtəsində dağılandır. 

Doğrudan da, hər bir k  natural ədədi üçün elə i  nömrəsi vardır ki, 








 


k

i

k

i
x ,

1
0  olduqda jixf k

i  ,1)( 0
)(  olduqda isə 0)( 0

)( xf k
j . Ona görə də 

),...(),...,(),( 00201 xxx n  ədədi ardıcıllığı 0 və 1 ədədlərindən düzəlmiş olur. Ona 

görə də bu ardıcıllıq dağılandır.  

Qeyd. Bu misal göstərir ki, ölçüyə görə yığılma sanki hər yerdə 

yığılmadan daha ümumi anlayışdır.  

Buradan aşağıdakı təbii sual ortaya çıxır. 

Ölçüyə görə yığılma limit funksiyasını birqiymətli təyin edirmi? Yəni, 

ölçüyə görə yığılan ardıcıllığın limiti yeganədirmi? 

Bu suala aşağıdakı teoremlər cavab verir. 
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Teorem 4. Əgər  )(xfn  funksiyalar ardıcıllığı ölçülən E  çoxluğunda 

ölçüyə görə )(xf  funksiyasına yığılırsa, onda həmin ardıcıllıq )(xf  

funksiyasına ekvivalent olan )(xg  funksiyasına da ölçüyə görə yığılır.  

Teorem5. Tutaq ki,  )(xfn  ardıcıllığı ölçüyə görə )(xf  və )(xg  

funksiyalarına yığılandır. Onda )(xf  və )(xg  funksiyaları bir-birinə 

ekvivalentdir. 

Qeyd. Bu iki teorem onu göstərir ki, ölçüyə görə yığılan ardıcıllığın limiti 

ekvivalentlik mənada yeganədir. 

Yuxarıdakı misalda göstərdik ki, ölçüyə görə yığılan funksiyalar 

ardıcıllığı heç bir nöqtədə yığılmaya bilər, amma aşağıdakı teorem göstərir ki, 

ölçüyə nəzərən yığılan hər bir funksiyalar ardıcıllığından sanki hər yerdə 

yığılan alt ardıcıllıq ayırmaq olar.  

Teorem 6 (F.Riss).  Tutaq ki,  )(xfn  funksiyalar ardcıllığı ölçülən E  

çoxluğunda ölçüyə nəzərən yığılandır. Onda bu ardıcıllıqdan )(xf  funksiyasına 

sanki hər yerdə yığılan ...)...(),...(),...,(),( 2121
 knnn nnnxfxfxf

k  
alt 

ardıcıllığı ayırmaq olar. 

Qeyd. Lebeq teoremi (teorem 3) sanki hər yerdə yığılan ölçülən 

funsiyalar ardıcıllığının ölçüyə görə yığılan olduğunu göstərdi. Amma Riss 

teoremi ölçüyə görə yığılan ardıcıllıqdan yalnız sanki hər yerdə yığılan alt 

ardıcıllığın ayrıla bilməsini göstərir.  

Aşağıda qeyd edəcəyimiz teorem isə ölçülən funksiyalar ardıcıllığının 

sanki hər yerdə yığılması ilə ardıcıllığın müntəzəm yığılması arasında əlaqə 

yaradır. 

Teorem 7 (D.F.Yeqorov). Tutaq ki, ölçülən E  çoxluğunda ölçülən, 

sanki hər yerdə sonlu ),...(),...,(),( 21 xfxfxf n  
 ardıcıllığı ölçülən və sanki hər 

yerdə sonlu )(xf  funksiyasına sanki hər yerdə yığılır:  

)()(lim xfxfn
n




 

Onda istənilən 0  ədədi üçün elə EE   çoxluğu vardır  ki,  

1)  mEmE  

2) E  çoxluğunda bu ardıcıllıq )(xf -ə müntəzəm yığılsın. 

 

 

4.4. Ölçülən funksiyaların quruluşu haqqında teoremlər. 

 

 Hər hansı bir funksiyanı, yaxud funksiyalar sistemini öyrənərkən hər 

şeydən əvvəl bu funksiyanı təqribi olsa belə, daha sadə quruluşa malik olan 

funksiya ilə əvəz etmək, yaxud yaxınlaşdırmaq məsələsi otaya çıxır.  
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 Məsələn, çoxhədlinin sadə vuruqlara ayrılması, rasional kəsrlərin sadə 

kəsrlərə ayrılması bu kimi məsələlərdəndir. Eləcədə kəsilməz funksiyaların 

qüvvət sırasına yaxud triqonometrik sıraya ayrılması bu tipli məsələlərdəndir.  

 Məqsədimiz yeni öyrəndiyimiz ölçülən funksiyaların kəsilməz 

funksiyalarla yaxımlaşması məsələsini öyrənməkdir. Bütün bunlar bizə ölçülən 

funksiyaların quruluşunu öyrənməyə imkan verir. Aşağıda biz isbatsız olaraq bu 

istiqamətdə ən fundamental nəticələr hesab edilən teoremləri göstərəcəyik. 

 Teorem 1. Tutaq ki, ölçülən E   çoxluğunda təyin edilmiş ölçülən, sanki 

hər yerdə sonlu )(xf  funksiyası verilmişdir.  Onda istənilən 0  ədədi üçün 

elə ölçülən və məhdud )(xg  funksiyası tapmaq  olar ki,    gfmE  olsun. 

 Teorem 2 (Borel). Tutaq ki,  ba,  parçasında ölçülən və sanki hər yerdə 

sonlu olan )(xf  funksiyası verilmişdir. İxtiyari 0  və  0  ədədləri üçün 

 ba,  parçasında kəsilməz elə )(x  funksiyası tapmaq olar ki, 

   fmE  olsun. Bu halda, əgər Kxf )(  olarsa, onda )(x  

funksiyasını da elə seçmək olar ki, Kx )(  olsun.  

Bu teoremdən nəticə olaraq alınır ki,  ba,  parçasında ölçülən və sanki 

hər yerdə sonlu olan )(xf  funksiyası üçün elə kəsilməz )(xn  funksiyalar 

ardıcıllığı vardır ki, bu ardıcıllıq )(xf -ə ölçüyə görə yığılsın. 

Teorem 3 (M.Freşe).   ba,  parçasında verilmiş  hər bir ölçülən və sanki 

hər yerdə sonlu olan )(xf  funksiyasına sanki hər yerdə yığılan kəsilməz 

funksiyalar ardıcıllığı vardır. 

Teorem 4 (N.N.Luzin). Tutaq ki, )(xf  
 ba,  parçasında ölçülən və sanki 

hər yerdə sonlu funksiyadır. Onda istənilən 0  ədədi verildikdə elə kəsilməz 

)(x  funksiyası tapmaq olar ki,    fmE  olsun. Əgər, xüsusi halda 

Kxf )(  olarsa, onda Kx )(  olar. 

Göstərilən teoremlərdə biz ölçülən funksiyaların kəsilməz funksiyalar 

vasitəsilə əvəz edilməsi haqqında əsas teoremləri qeyd etdik. 

Kəsilməz funksiyalarn çoxhədlilər vasitəsilə yaxınlaşması haqqında 

teoremlərdən istifadə etməklə, ölçülən funksiyalarında çoxhədlilərlə 

yaxınlaşması haqqında teoremləri ala bilərik. 

Teorem 5 (K.Veyerştrass). Tutaq ki, )(xf  
 ba,  parçasında kəsilməz 

funksiyadır. Onda istənilən 0  üçün elə )(xP  çoxhədlisi vardır ki, istənilən 

 bax ,  üçün  

 )()( xPxf  
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Veyerştrass teoremindən istifadə etməklə Borel və Freşe teoremlərini 

başqa formada da ifadə etmək olar.  

Teorem 6 (M.Freşe). Tutaq ki, )(xf  funsiyası  ba,  parçasında ölçülən 

və sanki hər yerdə sonlu funksiyadır. Onda  ba,  parçasında sanki hər yerdə 

)(xf -ə yığılan çoxhədlilər ardıcıllığı vardır. 

Göstərilən teoremlərlə sıx şəkildə bağlı olan kəsilməz periodik 

funksiyaların triqonometrik çoxhədlilərlə yaxınlaşması haqqında aşağıdakı 

teoremi də ifadə edək.  

Teorem 7 (K.Veyerştrass).  Tutaq ki, )(xf  2  periodlu kəsilməz 

funksiyadır. İstənilən 0  üçün elə triqonometrik  





n

k
kkn xkbkxaAxT

1

)sincos()(  

çoxhədlisi vardır ki,  )()( xTxf n . 

 

 

4.5. Ölçülən fuksiyalara aid çalışmalar. 

 

1. Göstərin ki, )(3 xf  və )(xf  funksiyaları E  çoxluğunda eyni zamanda 

ölçülən funksiyalardır. 

Cavab: Faktın doğruluğu istənilən a  üçün ))(())(( 33 axfEaxfE   

bərabərliyindən alınır. 

2. Göstərin ki, )(2 xf  funksiyası E  çoxluğunda ölçülən olmasından )(xf  

funksiyasının da E  çoxluğunda ölçülən olması çıxmaya da bilər. 

Göstəriş: 









CAx

Ax
xf

,1

,1
)(  ( A - hər hansı ölçülməyən çoxluqdur) 

funksiyasına baxmalı. 

3. Göstərin ki, )(xf  funksiyası E  çoxluğunda ölçülən isə onda  )(xf  

funksiyasıda E  çoxluğunda ölçüləndir. Bu faktın tərsinin doğru olmadığını 

göstərin. 

Göstəriş: 2-ci misalda göstərilən funksiyaya baxın. 

4. Göstərin ki, əgər )(xf  və )(xg  funksiyaları E  çoxluğunda 

ölçüləndirsə, onda   )(),(min)( xgxfxm   və  )(),(max)( xgxfxM   

funksiyaları da E  çoxluğunda ölçüləndirlər.   

Göstəriş: )(xm  və )(xM  funksiyalarının E -də ölçülən funksiyalar olması  

 
2

)()()()(
)(),(min

xgxfxgxf
xgxf


  



71 
 

 
2

)()()()(
)(),(max

xgxfxgxf
xgxf


  

bərabərliklərindən və misal 3-ün hökmündən alınır. 

5. İsbat edin ki, əgər )(xf  funksiyası istənilən   ba   ,,  

parçasında ölçülən isə, onda bütün  ba,  parçasında da ölçüləndir.  Bu faktın 

tərsinin doğru olmadığını göstərin. 

İsbatı: a  ədədinə yığılan ...321    ardıcıllığını və b  ədədinə 

yığılan ...321    ardıcıllığını götürək. 

Aydındır ki,  .,),(
1







i

iiba   

Şərtə görə )(xf  funksiyası istənilən  ii  ,  parçasında ölçülən olduğundan 

istənilən c  ədədi üçün  

  ))((, cxfEE iii    

çoxluğu ölçüləndir. Eyni zamanda  

.))((),( cxfEbaE
i

i   

Onda alırıq ki, ))((),( cxfEba   çoxluğu istənilən c  üçün ölçüləndir. 

Bu o deməkdir ki, )(xf  funksiyası ),( ba  intervalında ölçüləndir.  ba,  parçası 

),( ba  intervalından ölçüsü sıfra bərabər olan iki nöqtə ilə fərqləndiyindən 

)(xf -in  ba,  parçasında ölçülən olduğunu alırıq.  

6. 0P  kantor çoxluğu ilə ölçülməyən E  çoxluğunun kəsişməsində 
2x  

funksiyasına,  1,0  parçasının digər nöqtələrində 3x  fuksiyasına bərabər olan 

)(xf  funksiyası ölçülən olarmı? 

Həlli. Bu funksiya ölçülən olar. Çünki, o 
3)( xx   funksiyasında ölçüsü 

sıfıra bərabər olan çoxluqda fərqlənir. Ona görə də )(xf  və )(x  ekvivalent 

funksiyalardır. )(x   1,0  parçasında ölçülən olduğundan )(xf -də bu parçada 

ölçülən olar.  

7.  İsbat edin ki, əgər )(xf  funksiyasının  ba,  parçasının bütün 

nöqtələrində törəməsi varsa, onda )(xf   törəməsi də  ba,  parçasında 

ölçüləndir.  



72 
 

İsbatı: 

n

xf
n

xf

x
1

)(
1

)(











  funksiyalarına baxaq. Bu funksiyalar 











n
ba

1
,  parçasında təyin olunmuş ölçülən funksiyalardır. 

İstənilən 









n
bax

1
,  üçün )()(lim xfxk

k



  törəməsi vardır. Onda 

alırıq ki, )(xf   funksiyası 









n
ba

1
,  parçasında ölçüləndir. 

 ba,  yarımintervalı ,...)2,1(
1

, 







 n

n
ba  parçalarının birləşməsi 

olduğundan )(xf   funksiyasının  ba, -də ölçülən olduğunu, eləcə də  ba, -də 

ölçülən olduğunu alırıq.  

8. İsbat edin ki, əgər E  ölçülən çoxluq isə, onda onun )(xE   xarkteristik 

funksiyasıda ölçüləndir. Əgər E  ölçülməyən çoxluq isə, onda )(xE  

xarakteristik funksiyası da ölçülməyən funksiyadır.  

İsbatı: Məlum olduğu kimi xarakteristik funksiya  










Ex

Ex
xE

,0

,1
)(  

kimidir. Onda  

 
















1,

10,

)oxdurheqiqibütün(,

)(

a

aE

RoaR

axE E  

 Bu bərabərlikdən görünür ki, E  ölçülən olduğu halda )(xE  funksiyası 

da ölçülən, E  ölçüməyən olduğu halda )(xE -da ölçüməyən funksiya olar.  

9. İsbat edin ki, rasional ədədlər çoxluğunun )(x  xarakteristik 

funksiyasının istənilən funksiyaya hasili ölçülən funksiyadır.  

İsbatı: )(x  xarakteristik funksiyası yalnız ölçüsü sıfra bərabər olan 

çoxluqda sıfırdan fərqli qiymətlər alır, yəni )(x  eyniliklə sıfır olan funksiyaya 

ekvivalentdir. Onda istənilən )(xf  funksiyası üçün )()( xfxE   funksiyası da 

eyniliklə sıfır funksiyaya ekvivlentdir, yəni ölçülən funksiyadır. 

10. İstənilən  ba,  parçasında 
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




olduqdairrasional0,

olduqdarasional,1
)(

x

x
xD  

Dirixle funksiyasının ölçülən olduğunu göstərin. 

11.  4,0E  parçasında Dirixle funksiyası üçün aşağıdakı çoxluqların 

ölçülərini tapın: 

a) )1( DE , b) )1( DE , c) )2( DE , d) )1( DE , e) )10(  DE . 

Cavablar: a) 0)1( DmE , b) 4)1( DmE ,  

c) 4)2( DmE , d) 0)1( DmE , e) 0)10(  DmE . 

12. Göstərin ki, 








2
,0


 parçasında Dirixle funksiyasının xcos  funksiyasına 

hasili ölçülən funksiyadır. 

13. ),0( E  intervalında xxf sin)(   funksiyası üçün aşağıdakı 

çoxluqların ölçüsünü tapın. 

a) )0( fE , b) )
2

1
( fE , c) )

2

1
( fE , d) )1( fE ,  

e) )
2

3

2

1
(  fE . 

 

Cavablar: a)  )0( fmE ,  b) 
3

2
)

2

1
(


fmE ,  

c) 
3

)
2

1
(


fmE ,     d) 0)1( fmE ,  

e) 
3

)
2

3

2

1
(


 fmE . 

14.  2,2E  çoxluğunda xxf  2)(  funksiyası üçün aşağıdakı 

çoxluqları tapın. 

a) )0( fE , b) )4( fE , c) )0( fE , d) )4( fE ,  

e) 40  a  olduqda )( afE  . 

15. Göstərin ki,  

 

 










olduqda4,0,

olduqda0,4,2
)(

xx

x
xf

x

 

funksiyası  4,4  parçasında ölçüləndir. 
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16. Göstərin ki,  

 
 









olduqda5,0,ln

olduqda0,5,3
)(

2

xx

xx
xf  

funksiyası  5,5  parçasında ölçüləndir. 
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V FƏSİL 

Lebeq inteqralı 

 
5.1. Riman inteqralının tərifi və varlığı şərtləri haqqında. 

 

Əvvəlcə müəyyən inteqralın O.Koşi və B.Riman tərəfindən verilmiş 

tərifini nəzərdən keçirək. Tutaq ki, )(xf   ba,  parçasında təyin edilmiş 

məhdud funksiyadır.  ba,  parçasını bxxxxa n  ...210  nöqtələri 

vasitəsilə  1, kk xx  hissələrə bölürük və hər bir kiçik parçadan bir k  nöqtəsi 

götürməklə  





 

1

0
1 ))((

n

k
kkk xxf   

inteqral cəmi düzəldirik.  kk
k

xx  1max  işarə edək. 

 Əgər 0  şərtində   inteqral cəminin nə  ba,  parçasının kiçik 

hissələrə bölünməsi qaydasından, nədə bu hissələrdə k  nöqtələrinin seçilməsi 

qaydasından asılı olmayaraq sonlu limiti varsa, onda bu limitə )(xf  

funksiyanın Riman inteqralı deyilir və  


b

a

dxxfR )()(  

kimi işarə edilir. Sonlu inteqrala malik olan funksiyalara Riman mənada 

inteqrallanan funksiyalar deyilir. Məlumdur ki, funksiyanın sonlu Riman 

inteqralının varlığı üçün onun məhdud olması zəruri şərtdir. İlk dəfə Koşi 

tərəfindən istənilən kəsilməz funksiyanın Riman inteqralının varlığı isbat 

olunmuşdur. Buna baxmayaraq bir çox kəsilən funksiyalarda sonlu Riman 

inteqralına malikdir. Məsələn, istənilən monoton kəsilən funksiya 

inteqrallanandır. 

 Amma, məhdud funksiyalar vardır ki, onun sonlu Riman inteqralı 

yoxdur. Məsələn,  1,0  parçasında )(xD  Dirixle funksiyasına baxaq: 










olduqdairrasional,0

olduqdarasional,1
)(

x

x
xD  

 Əgər  1,0  parçasını hissələrə bölərək inteqral cəmini düzəltsək və bu 

zaman k  nöqtələrini rasional nöqtələr götürsək inteqral cəmi 1 , əgər k  

nöqtələrini irrasional nöqtələr götürsək 0  olar. Bu onu göstərir ki,   

inteqral cəminin 0  şərtində limiti yoxdur. Yəni )(xD  Riman mənada 

inteqrallanan deyildir.  
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 Göründüyü kimi, sadə məhdud funksiyaların belə Riman inteqralı 

yoxdur. Bu onu göstərir ki, Riman inteqralının ciddi çatışmazlığı vardır. Bu 

çatışmazlığın səbəbi aşağıdakından ibarətdir. Riman inteqral cəmini 

düzəldərkən biz əvvəlcə  ba,  parçasını kiçik      nn xxxxxx ,...,,,,, 12110   (bu 

parçaları neee ,...,, 21  ilə işarə edək) hissələrinə bölürük və hər bir kiçik ke  

parçasından bir k  nöqtəsi götürməklə 





1

0

)(
n

k
kk mef   cəmini düzəldirik və 

tələb edirik ki, bu cəmin limiti k  nöqtələrinin ke  daxilində seçilməsindən asılı 

olmasın. Başqa sözlə k  olaraq ke  çoxluğu daxilində istənilən nöqtə götürülə 

bilər və bunun seçilməsi   cəminə təsir göstərməməlidir. Bu isə yalnız o 

zaman mümkündür ki, k  nöqtələri ke  daxilində dəyişdikdə  kf   qiymətləri 

bir-birinə sonsuz yaxın olsunlar. ke  çoxluğu daxilində x  nöqtələrini bir-birinə 

yaxın edən  1, kk xx  parçalarının kiçik olmasıdır. x  nöqtələri bir-birinə kifayət 

qədər yaxın olduqda uyğun  kf  -lar o zaman yaxın olar ki, )(xf  kəsilməz 

funksiya olsun. Yəni arqumentlər kifayət qədər yaxın olduqda funksiyanın 

uyğun qiymətləridə sonsuz yaxın olsun. Bu halda   inteqral cəmində k -ların 

kiçik ke  daxilində dəyişməsi  kf  -nın sonsuz kiçik dəyişməsinə səbəb olur 

və bu səbəbdən də   cəminin limitinə təsir etmir. Amma kəsilən funksiyalar 

üçün arqumentin sonsuz kiçik dəyişməsi funksiyanın qiymətinin sonsuz böyük 

dəyişməsinə səbəb olur. Bu səbəbdən   inteqral cəmi sonsuz böyük qiymətlər 

ala bilər və onun sonlu limiti ola bilməz. Ona görə də  Riman inteqralının tərifi 

yalnız kəsilməz funksiyalar üçün özünü tam doğruldur. Digər sinifdən olan 

funksiyaların Riman inteqralının varlığı təsadüfi xarakter daşıyır.  

 Sonralar görəcəyik ki, funksiyanın Riman mənada inteqralın varlığı 

üçün zəruri şərt “həddən artıq” kəsilən olmamasıdır. İsbat olunmuşdur ki, əgər 

)(xf  funksiyası ən çoxu hesabi sayda birinci növ kəsilmə nöqtələrinə malik 

olarsa, bu halda funksiya Riman mənada inteqrallanandır. 

 

 

5.2. Lebeq inteqralını tərifi və bəzi xassələri. 

 

 Riman inteqralının tərifini verərkən gördük ki, bu inteqral yalnız 

kəsilməz funksiyalar sinfi və ən çoxu hesabi sayda birinci növ kəsilməyə malik 

olan funksiyalar üçün özünü doğruldur. Daha geniş sinif məhdud funksiyalar 

Riman mənada inteqrallanan olmur. Bu çatışmazlığı aradan qaldırmaq üçün 

Lebeq inteqralının yeni tərifini vermişdir. İnteqralın bu tərifi daha geniş 

funksiyalar üçün yararlıdır. Bu inteqral anlayışı çoxluğun və funksiyanın 

ölçülən olması  anlayışları ilə bağlıdır. 
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 İnteqral anlayışını daha geniş funksiyalar üçün ümumiləşdirmək 

məqsədi ilə Lebeq başqa bir üsul təklif etmişdir. Bu üsulun əsas mahiyyəti 

ondan ibarətdir ki, inteqral cəmi düzəldilərkən ke  çoxluqları x  nöqtələrinin 

ədəd  oxu üzərində özlərinin yaxın olması prisipinə görə deyil, )(xf  

funksiyasının aldığı qiymətlərin yaxınlığına görə düzəldilir. Bu məqsədlə 

Lebeq absis oxu üzərində  ba,  parçasını deyil, ordinant oxu üzərində 

funksiyanın aldığı qiymətləri öz daxilində saxlayan  BA,  parçasını hissələrə 

bölür: ....210 ByyyyA n   

ke  )( 1 kkk yfyEe  )1,...,1,0(  nk  çoxluqlarını düzəldək. Göründüyü 

kimi ke -ya daxil olan nöqtələrdə )(xf  funksiyanın qiymətləri yaxın olur və 

 1, kk yy
 
 yarımintervalına daxil olurlar. Baxmayaraq ki, bu halda x  nöqtələri 

özləri bir-birindən kifayət qədər uzaq yerləşə bilərlər.  

 İndi Lebeq inteqralının dəqiq tərifini verək.  

Tutaq ki, ölçülən E  çoxluğunda ölçülən məhdud )(xf  funksiyası 

verilmişdir, belə ki, 

BxfA  )(                                                 (1) 

 BA,  parçasını ByyyyA n  ...210  
nöqtələri ilə  1, kk yy  

yarımintervallarına bölək və )( 1 kkk yfyEe  işarə edək. 

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, ke  çoxluqları aşağıdakı xassələrə malikdir: 

1) ke  çoxluqları cüt-cüt kəsişmirlər, )( kkee kk
   . 

2) ke  çoxluqları ölçüləndirlər, 

3) ,
1

0







n

k
kk ee  

4) .
1

0







n

k
kmemE  

Aşağı və yuxarı Lebeq cəmlərini təyin edək: 

,,
1

0
1

1

0












n

k
kk

n

k
kk meySmeys  

Əgər  kk yy  1max  işarə etsək, alarıq: 

mEsS  0                                          (2) 

Lemma 1. Tutaq ki, 0s  və 0S   BA,  parçasının hər hansı bölgüsünə 

uyğun aşağı və yuxarı Lebeq cəmləridir. Əgər  BA,  parçasının bu bölgüsünə 

yeni bölgü nöqtələri əlavə etsək, bu zaman aşağı Lebeq cəmləri azalmır, yuxarı 

Lebeq cəmləri isə artmır. 
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İsbatı: Tutaq ki, əvvəlki bölgü nöqtələrinə yeni yeni bir 1 kk yyy  

bölgü nöqtəsi əlavə olunmuşdur. Onda ),( 1 kkk yfyEe
 

),( yfyEe kk 
 

)( 1 kk yfyEe
 

çoxluqları üçün ,kkk eee   , kk ee

kkk ememme  olar. yyk   olduğundan yaza bilərik:  

emyemyemyemymey kkkkkkkk

 

Onda  

 












1

0

1

1

1

0
0

k

i
ii

n

ki
iikk

k

i
ii meymeymeymeys

 

i

n

ki
iikkkk smeyemyemy  





1

1

 

yəni ss 0  alırıq. 

Eyni qayda ilə 0SS   olduğunuda göstərə bilərik.  

Nəticə: Heç bir aşağı Lebeq cəmi, yuxarı Lebeq cəmini aşmır. 

İsbatı:  BA,  parçasının iki müxtəlif bölgüsünü götürək. Bu bölgülərə 

uyğun olan aşağı Lebeq cəmlərini 21, ss ,  yuxarı Lebeq cəmlərini 1S  və 2S  ilə 

işarə edək.  BA,  paçasının birinci və ikinci bölgü nöqtələrindən ibarət olan 

üçüncü bölgünü də götürək. Bu bölgüyə uyğun Lebeq cəmlərini uyğun olaraq 

3s  və 3S  ilə işarə edək. Lemma 1-ə əsasən 31 ss   və 23 SS   alarıq. Əgər 

33 Ss   olduğunu nəzərə alsaq 2331 SSss  , yəni 21 Ss   alarıq. Hər hansı 

0S  yuxarı cəmi götürək. Onda istənilən s  aşağı cəmi üçün 0Ss   olar. Onda 

alırıq ki, bütün aşağı Lebeq cəmləri ardıcıllığı yuxarıdan məhduddur. Onda 

onun dəqiq yuxarı sərhəddi vardır:  sU sup  . Nəticədə 0SU 
  

olduğunu 

alarıq. 

Əgər yuxarı cəmlər ardıcıllığını götürsək, onda  S  ardıcıllığının 

aşağıdan məhdud olduğunu alarıq. Onda  S -in dəqiq aşağı sərhəddi vardır 

 SV inf . 

Onda  BA,  parçasının ixtiyari bölgüsü üçün SVUs 
 
olduğunu 

alarıq. 

(2) bərabərsizliyinə görə mEsS   olduğunu nəzərə alsaq 

mEU V0  olar. Buradan 0  şərtində VU  alırıq. 

Tərif.  u  və v  ədədlərinin ümumi qiymətinə )(xf  funksiyasının E  

çoxluğu üzrə Lebeq inteqralı deyilir və 
E

dxxfL )()(  kimi işarə edilir. 
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Yuxarıda deyilənlərdən alırıq ki,hər bir ölçülən məhdud funksiya Lebeq 

mənada inteqrallanandır. Yəni daha geniş sinifdən olan funksiyalar Lebeq 

mənada inteqrallanandır. 

 

 

5.3. Lebeq inteqralının əsas xassələri. 

 

 Bilavasitə tərifindən istifadə etməklə ölçülən məhdud funksiyaların 

inteqralının bəzi xassələrini göstərə bilərik. 

 Teorem 1. Əgər ölçülən )(xf  funksiyası ölçülən E  çoxluğunda 

bxfa  )(  şərtini ödəyirsə, onda  

mEbdxxfmEa
E

  )(  

bərabərsizliyi doğrudur. 

 İsbatı:  İstənilən n  natural ədədi üçün ,
1

n
aA   

n
bB

1


 
qəbul 

edək. Onda ExBxfA  ,)(  olar. 

  BA,  parçasının ByyyyA n  ...210  bölgüsünü götürək. Onda 

ByA k 
 
bərabərsizliyinə əsasən  

kkkk BmemeyAme 
 















1

1

1

1

1

1

n

k
k

n

k
kk

n

k
k meBmeymeA

 

BmEsAmE   

alırıq. Əgər bu bərabərsizlikdə 0  şərtində limitə keçsək və ,
1

n
aA 

,
1

n
bB   olduğunu nəzərə alsaq  

mE
n

bdxxfmE
n

a
E


















 

1
)(

1
. 

olduğunu alarıq. 

 n  ixtiyari ədəd olduğundan buradan  

bmEdxxfamE
E

  )(  

alarıq. Teorem isbat edildi. 

 Bu teoremdən aşağıdakı nəticələr alınır. 

 Nəticə 1. Əgər )(xf  funksiyası E  ölçülən çoxluğunda sabit olarsa, 

yəni cxf )( , onda  
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cmEdxxf
E

 )(  

doğrudur. 

 Nəticə 2. Əgər )(xf  funksiyası E  çoxluğunda mənfi deyilsə, yəni 

0)( xf , onda  

0)( 
E

dxxf . 

 Nəticə 3. Əgər 0mE  isə, onda E  çoxluğunda ölçülən məhdud 

istənilən funksiya üçün  

0)( 
E

dxxf . 

 Teorem 2. Tutaq ki, )(xf  funksiyası ölçülən E  çoxluğunda ölçülən və 

məhdud funksiyadır. Əgər E  çoxluğu sonlu və ya hesabi sayda cüt-cüt 

kəsişmyən kkEEE kkk
,
 
çoxluqlarının birləşməsindən ibarət isə, yəni 


k

kEE  , onda  

  
k EE k

dxxfdxxf )()(  

doğrudur. Bu xassə Lebeq inteqralının tam additivlik xassəsi adlanır. 

 İsbatı: Əvvəlcə tutaq ki, E  çoxluğu iki çoxluğun birləşməsindən 

ibarətdir  2121 , EEEEE . 

 Tutaq ki, BxfA  )(  və ByyyyA n  ...210  bu parçanın 

bölgüsüdür.  

)( 1 kkk yfyEe
 

)( 11  kkk yfyEe
 

)( 12  kkk yfyEe  

 çoxluqlarını götürək.  

 Göründüyü kimi  kkkkk eeeee ,  . 

 Bu bölgüyə uyğun aşağı Lebeq cəmini düzəldək, 







1

0

n

k
kk

meys


 ,  

burada 
kkk

ememme    olduğundan  















1

0

1

0

1

0

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk

emyemymeys


  

olar. Bu bərabərlikdə 0  şərtində limitə keçsək  
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 

21

)()()(
EEE

dxxfdxxfdxxf . 

Bu bərabərlik E  çoxluğunun iki çoxluğun birləşməsi olduğu halda 

teoremin doğru olduğunu göstərir. E -nin istənilən sonlu sayda çoxluqların 

birləşməsi olduğu halda teorem riyazi induksiya metodu ilə isbat olunur. 

kkEEEE kk
k

k
 





,,
1

  halına baxaq. 

 



n

k
kmEmE

1

 olduğundan n  şərtində  

0
1




nk
kmE ,                                              (*) 

 





1nk

kn ER  işarə edək.  

 Teorem E -nin istənilən sonlu sayda çoxluqların cəmi olduğu halda 

doğru olduğundan alarıq  

  


nk R

n

k EE

dxxfdxxfdxxf )()()(
1

. 

 Teorem 1-ə görə  

n

R

n BmRdxxfAmR

n

  )(  

və  nmRn ,0  olduğundan  

 ndxxf

nR

,0)(  

alırıq. Nəticədə  

 



n

k EE k

dxxfdxxf
1

)()(  

 alırıq.  Teorem isbat olundu. 

Teoremdən aşağıdakı nəticələr alınır.  

Nəticə 1. Əgər ölçülən E  çoxluğunda verilmiş ölçülən məhdud )(xf  və 

)(xg  funksiyaları ekvivalentdirsə, onda  

.)()(  
EE

dxxgdxxf  

Doğrudan da, əgər )(),( gfEBgfEA   olarsa, onda 0mA  və  

0)()(  
AA

dxxgdxxf  

olar. 
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Digər tərəfdən B  çoxluğunda funksiyalar eyniliklə bərabər olduğundan 

.)()(  
BB

dxxgdxxf  

Sonuncu bərabərlikləri tərəf-tərəfə toplasaq  
EE

dxxgdxxf )()(  alarıq.  

Məlumdur ki, )(xD  Dirixle funksiyası 0)( x  funksiyasına 

ekvivalentdir. 0)(
1

0

 dxx  olduğundan 0)(
1

0

 dxxD  olduğunu alırıq. Yəni, 

Dirixle funksiyası Lebeq mənada inteqallanandır və onun inteqralı sıfra 

bərabərdir.  

Buradan xüsusi halda alınır ki, əgər )(xf  funksiyası sıfra ekvivalent isə, 

onda onun inteqralı sıfra bərabərdir. Amma bu təklifin tərsi doğru deyildir. 

Məsələn,  1,1  parçasında  










0,1

0,1
)(

x

x
xf  

funksiyasına baxaq. 

011)()()(
1

0

0

1

1

1

 


dxxfdxxfdxxf

 
Amma göründüyü kimi funksiya sıfra ekvivalent deyildir. 

Nəticə 2. Əgər E  çoxluğunda mənfi olmayan ölçülən məhdud )(xf  

funksiyasının inteqralı sıfra bərabərdirsə, )0)((,0)(  xfdxxf
E

onda bu 

funksiya sıfra ekvivalentdir )(xf   . 

Göstərmək olar ki,  
















1

1
)0(

n n
fEfE  

bərabərliyi doğrudur.  

Əgər )(xf  funksiyası sıfra ekvivalent olmazsa, onda elə 0n  nömrəsi 

olmalıdır ki, 









0

1

n
fmE  olsun.  

AEB
n

fEA 







 ,

1

0

 işarə etsək, onda 0)(,
1

)(
0

 
BA

dxxf
n

dxxf   

olar. 

Bu bərabərsizlikləri toplasaq, nəticədə  
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
0

1
)(

n
dxxf

E

  

olduğunu alarıq. Bu isə şərtə ziddir. Deməli, )(xf    olmalıdır. Teorem isbat 

olundu. 

Teorem 3. Əgər ölçülən E  çoxluğunda ölçülən və məhdud )(xf  və 

)(xg  funksiyaları verilmişsə, onda  

  .)()()()(  
EEE

dxxgdxxfdxxgxf  

İsbatı: Tutaq ki, Ex  üçün 11 )( BxfA   və .)( 22 BxgA    11,BA  

və  22,BA  parçalarını 12101 ... ByyyyA n   və 

22102 ... BzzzzA n   nöqtələri ilə hissələrə bölək və 

,)( 1 iii yfyEe )( 1 kkk zgzEe ,1,...,1,0,  nieeT kiik

1,...,1,0  mk
 
işarə edək. 

ikT  çoxluqları cüt-cüt kəsişmirlər və ölçüləndirlər:  


ki

ik
ki

ik mTmETE
,,

, . 

İnteqralın additivlik xassəsinə görə yaza bilərik: 

     
ki TE ik

dxxgxfdxxgxf
,

)()()()(  

 11)()(   kiki zyxgxfzy  olduğundan teorem 1-ə əsasən alarıq: 

      .)()( 11 ikki

T

ikki mTzydxxgxfmTzy

ik

    

Alınmış bərabərsizlikləri ,1,...,1,0  ni 1,...,1,0  mk  qiymətləri üçün 

yazıb, tərəf-tərəfə toplasaq, nəticədə  

       
ki

ikki

Eki
ikki mTzydxxgxfmTzy

,
11

,

)()( alarıq. 

Bərabərsizliyin sol və sağ tərəflərini hesablayaq: 

   
ki

ikk
ki

iki
ki

ikki mTzmTymTzy
,,,  


















   

















1

0

1

0

1

0

1

0

m

k

n

i
ikk

n

i

m

k
iki mTzmTy

 


















 

















1

0

1

0

1

0

1

0

m

k

n

i
ikk

n

i

m

k
iki TmzTmy 

 

    
















 

















1

0

1

0

1

0

1

0

m

k

n

i
ikk

n

i

m

k
kii eemzeemy 

 



84 
 


















 

















1

0

1

0

1

0

1

0

m

k

n

i
ikk

n

i

m

k
kii eemzeemy 

 

    








1

0

1

0

m

k
kk

n

i
ii EemzEemy

 

gf

m

k
kk

n

i
ii ssemzemy  









1

0

1

0  
Analoji üsulla 

  gf
ki

ikki SSmTzy  
,

11

 
almaq olar. Burada gfgf SSss ,,,  ilə )(xf  və )(xg  funksiyalarının uyğun 

olaraq aşağı və yuxarı Lebeq cəmləri işarə olunmuşdur. 

 Nəticədə  

  gf

E

gf SSdxxgxfss   )()(  

alarıq. 

 Sonuncu bərabərsizlikdə hər iki bölgüyə uyğun intervallardan ən 

böyüyünün sıfra yaxınlaşma şərtində limitə keçsək, tələb olunan bərabərliyi 

alarıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 4.Tutaq ki, )(xf  ölçülən E  çoxluğunda ölçülən məhdud 

funksiyadır. Onda istənilən c  sabiti üçün  

 
EE

dxxfcdxxcf )()(  

doğrudur. 

İsbatı:  Tutaq ki, 0c  və .)( BxfA    BA,  parçasını 

ByyyyA n  ...210  hissələrə bölək və ),( 1 kkk yfyEe

1,...,2,1,0  nk  çoxluqlarına baxaq: .,,
1

ikeeeE ik

n

k
k 



  

İnteqralın tam additivlik xassəsinə görə  

 





1

0

)()(
n

k eE k

dxxcfdxxcf , 

kex  çoxluğunda 1)(  kk cyxcfcy  olduğundan teorem 1-ə əsasən alarıq:  

.)(
1 kk

e

kk
mecydxxcfmecy

k


    

Bu bərabərsizlikdə 1,...,1,0  nk  qiymətləri verərək alınmış 

bərabərsizlikləri tərəf-tərəfə toplasaq, nəticədə alarıq:  
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.)( f

E

f cSdxxcfcs    

Burada fs  və fS  uyğun olaraq aşağı və yuxarı Lebeq cəmləridir. 

Sonuncu bərabərsizlikdə 0  şərtində limitə keçsək tələb olunan bərabərliyi 

alarıq.  

Tutaq ki, 0c . Onda  

   
EEE

dxxfcdxxcfdxxfcxcf )()()()()()(0

 

 
EE

dxxfcdxxcf )()()(  

bərabərliyindən  

 
EE

dxxfcdxxcf )()(  

alarıq.  

Nəticə.  Əgər )(xf  və )(xg  ölçülən E çoxluğunda verilmiş ölçülən 

məhdud funksiyalar isə, onda  

   
EEE

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

Doğrudan da,  

     
EE

dxxgxfdxxgxf )()1()()()(  

 
EE

dxxgdxxf )()1()(

 

.)()(  
EE

dxxgdxxf  

Teorem 5. Tutaq ki, )(xf  və )(xF  ölçülən E  çoxluğunda ölçülən 

məhdud funksiyalardır.  

Əgər istənilən Ex  üçün )()( xFxf   olarsa, onda  

 
EE

dxxFdxxf )()(  

doğrudur. 

İsbatı: Doğrudan da 0)()(  xfxF  şərtindən alınır ki,  

  0)()( 
E

dxxfxF  

Buradan ,0)()(  
EE

dxxfdxxF  yaxud  

 
EE

dxxFdxxf )()(  

alınır. 
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 Teorem 6. Tutaq ki, )(xf  ölçülən E  çoxluğunda verilmiş ölçülən 

məhdud funksiyadır. Onda  

 
EE

dxxfdxxf )()(  

doğrudur. 

 İsbatı: )0(),0(  fEBfEA  işarə edək. Onda 

.,  BABAE  

 Bu halda yaza bilərik:  

 
BABAE

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()()()(  

 Digər tərəfdən  

 
BAE

dxxfdxxfdxxf )()()(  

olduğundan alarıq:  

 
ABAE

dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()(

 

 
EB

dxxfdxxf )()(  

 Teorem isbat olundu. 

 

 

5.4. Lebeq inteqralı işarəsi altında limitə keçmə teoremi. 

 

 Tutaq ki, ölçülən E  çoxluğunda ölçülən məhdud funksiyalardan ibarət 

olan ),...(),...,(),( 21 xfxfxf n  funksiyalar ardıcıllığı verilmişdir. Fərz edək ki, bu 

ardıcıllıq hər hansı bir mənada ölçülən məhdud )(xF  funksiyasına yığılandır (

E  çoxluğunda hər yerdə, sanki hər yerdə, ölçüyə görə). 

Bu halda  

 


EE

n
n

dxxFdxxf )()(lim                                      (1) 

bərabərliyi doğru olarmı? Əgər bu bərabərlik doğru olarsa, onda deyirlər ki, 

Lebeq inteqralı altında limitə keçmə doğrudur.  

Qeyd edək ki, (1) bərabərliyi həmişə doğru olmur. Məsələn,  








































,,0

,0,sin

)(

n
x

n
xnxn

xfn
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ardıcıllığına baxaq. İstənilən Ex  üçün 0)(lim 


xfn
n

. Lakin  

2)cos(
1

0sin)(
00

 

n

n

n

E

n nx
n

ndxnxdxndxxf







 

olduğundan  

002)(lim  


EE

n
n

dxdxxf . 

Deməli, (1) bərabərliyinin doğru olması üçün  )(xfn  ardıcıllığı hansısa 

əlavə şərti ödəməlidir. 

Aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem (A.Lebeq).  Tutaq ki, ölçülən E  çoxluğunda ölçülən və məhud 

funksiyalardan təşkil edilmiş ),...(),...,(),( 21 xfxfxf n  ardıcıllığı ölçüyə görə 

ölçülən və məhdud )(xf  funksiyasına yığılır. Əgər elə M  ədədi varsa ki, 

istənilən Ex  üçün ,...2,1,)(  nMxfn  olsun, bu halda inteqral işarəsi 

altında limitə keçmə doğrudur, yəni 

 


EE

n
n

dxxfdxxf )()(lim                                         (2) 

İsbatı: Əvvəlcə, göstərək ki, sanki bütün Ex  üçün  

MxF )(
                                                     

 (3) 

doğrudur. 

Riss teoreminə görə )(xF -ə ölçüyə görə yığılan  )(xfn  ardıcıllığından 

sanki hər yerdə )(xF -ə yığılan  )(xf
kn  alt ardıcıllığı ayırmaq olar. E  

çoxluğunun sanki hər yerdə )()( xFxf
kn   şərtini ödəyən nöqtələrində 

Mxf
kn )(  bərabərsizliyində limitə keçsək (3) bərabərsizliyini alarıq.  

Tutaq ki, 0  istənilən ədəddir. 

 )()(),()(   ffEBFfEA nnnn işarə edək.  

Onda  

 
A

n

bE

n dxxFxfdxxFdxxf )()()()(

 

.)()()()(
)()(

 
 nn B

n

A

n dxxFxfdxxFxf  

Digər tərəfdən )()()()( xFxfxFxf nn   bərabərsizliyinə görə sanki 

bütün x -lər üçün )(nA  çoxluğunda .2)()( MxFxfn   

Buradan  
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.)(2)()(
)(




n

A

n MmAdxxFxf

n

                                  (4) 

Eləcədə inteqralın məlum xassəsinə görə alarıq: 

.)()()(
)(

mEmBdxxFxf n

B

n

n

 


 

Nəticədə  

mEmAMdxxFdxxf n

EE

n    )(2)()(  

alarıq. 

İstənilən 0  ədədi üçün 0  elə seçilə bilər ki, 2 mE  olsun. 

Bu   ədədini qeyd edərək ardıcıllığın ölçüyə görə yığılan olduğunu nəzərə 

alsaq elə N  nömrəsi tapa bilərik ki, Nn   olduqda və istənilən 0  üçün 

2)(2   nmAM  ödənsin. 

Nəticədə,  Nn   

 
EE

n dxxFdxxf )()(  

olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu. 

Qeyd. İsbat edilmiş teorem  )(xfn  ardıcıllığının )(xF  funksiyasına E -

nin bütün nöqtələrində, yaxud sanki bütün nöqtələrində yığıldığı halda 

doğrudur.  

 

 

5.5. Riman və Lebeq inteqrallarının müqayisəsi.  

 

 Tutaq ki, )(xf  funksiyası  ba,  parçasında təyin olunmuşdur. 0  

ədədi və  bax ,0   nöqtəsi götürək. 

 )( 0xm  və )( 0xM  ilə uyğun olaraq )(xf  funksiyasının 

),( 0000   xx  intervalında dəqiq aşağı və dəqiq yuxarı sərhəddini işarə edək:  

 ,)(inf)( 0 xfxm   ,)(sup)( 0 xfxM  ).( 0000   xxx  

 Aydındır ki, ),()()( 00 xMxfxm  
 

 baxxx ,),( 0000   . 

 Eləcədə, əgər   azalarsa, bu halda )( 0xm  azalmır, )( 0xM  isə artmır. 

Yəni   azaldıqda )( 0xm  arta bilər, )( 0xM  isə azala bilər. Ona görə də sonlu  

),(lim)( 0
0

0 xmxm 
 

 )(lim)( 0
0

0 xMxM 
 

  

limitləri vardır və bu zaman  
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)()()()( 0000 xMxMxmxm    

 Tərif. )(xm  və )(xM  funksiyalarına )(xf  funksiyasını aşağı və yuxarı 

Ber funksiyaları deyilir.  

 Teorem 1 (R.Ber). Tutaq ki, )(xf  funksiyası 0x  nöqtəsində sonlu 

qiymət alır. )(xf  funksiyasının bu nöqtədə kəsilməz olması üçün zəruri və kafi 

şərt )()( 00 xMxm   olmasıdır. 

 İsbatı: Tutaq ki, )(xf  funksiyası 0x  nöqtəsində kəsilməzdir. Onda 

istənilən 0  üçün elə 0  tapmaq olar ki,  0xx  olduqda 

 )()( 0xfxf  olsun.  

 Başqa sözlə ),( 0000   xxx  olduqda   )()()( 00 xfxfxf  olar. 

Buradan alınır ki,  

.)()()()( 0000    xfxMxmxf  

 Nəticədə   )()()()( 0000 xfxMxmxf  olduğunu alırıq.   ədədinin 

istənilən ədəd olmasına əsasən )()( 00 xMxm   olduğunu alırıq. Şərtin 

zəruriliyi isbat olundu.  

 İndi isə şərtin kafiliyini göstərək. Tutaq ki, )()( 00 xMxm   ödənir. Bu 

halda )()()( 000 xfxMxm   olar.  

 İstənilən 0  ədədi götürək və   ədədini elə kiçik seçək ki,  

),()()( 000 xmxmxm     )()()( 000 xMxMxM   

ödənsin. Bu bərabərsizliklərdən  

   )()(),()( 0000 xfxMxmxf  

alınır. 

Əgər ),( 00   xxx  olarsa, onda )(xf  )( 0xm  və )( 0xM  arasında 

dəyişər. Ona görə də   )()()( 00 xfxfxf . Başqa sözlə  0xx  

olduqda      0xfxf , yəni )(xf  funhksiyası 0x  nöqtəsində kəsilməzdir. 

Teorem isbat olundu. 

Əsas lemma.  ba,  parçasının aşağıdakı şəkildə sonsuz sayda 

bölgülərinə baxaq:  
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.............................................

...

.............................................

...

...

)()(
1

)(
0

)2()2(
1

)2(
0

)1()1(
1

)1(
0

2

1

bxxxa

bxxxa

bxxxa

i
n

ii

n

n

i






 

belə ki, i  şərtində 0max )()(
1  

i
k

i
ki xx  . 

 )(i
km  ilə )(xf  funksiyasının  )(

1
)( , i

k
i

k xx   parçasında dəqiq aşağı 

sərhədlərini işarə edək. Aşağıdakı şəkildə )(xi  funksiyalar ardıcıllığı 

düzəldək:  

 














olduqda,...,,,0

,,
)(

)()(
1

)(
0

)(
1

)()(

i
n

ii

i
k

i
k

i
k

i

i
xxxx

xxxm
x  

Əgər 0x  nöqtəsi ),...,2,1,0,...,3,2,1(,)( nkix i
k   nöqtələrindən heç 

biri ilə üst-üstə düşməzsə, onda  

).()(lim 00 xmxi
i



  

İsbatı: Hər  hansı i  nömrəsini qeyd edək və  )(
1

)(

00
, i

k
i

k xx   ilə i -ci bölgü 

zamanı 0x  nöqtəsini öz daxilində saxlayan parçanı işarə edək. 0x  nöqtəsi heç 

bir bölgü nöqtəsi ilə üst-üstə düşmədiyi üçün 
)(

10
)(

00

i
k

i
k xxx


 . 

Onda kifayət qədər kiçik 0  üçün  )(
1

)(
00 00

,),( i
k

i
k

xxxx


  . 

Buradan alınır ki, )( 0
)(

0
xmm i

k   yaxud )()( 00 xmxi   . Burada 0  

şərtində limitə keçsək, )()( 000 xmxi   olar. Əgər )( 00 xm  olarsa, 

)( 0xm  olar. Bu halda istənilən i  üçün )()( 00 xmxi   olduğundan 

lemma isbat olunur. 

Tutaq ki, )( 0xm  və )( 0xmh  . Onda elə 0  tapmaq olar ki, 

hxm )( 0  olar. Bu   ədədini qeyd edib, elə böyük i  nömrəsi seçək ki, 0ii   

olduqda   ),(, 00
)(

1
)(

00
  xxxx i

k
i

k . Burada  )(
1

)(

00
, i

k
i

k xx   parçası 0x  

nöqtəsini öz daxilində saxlayır. 

Belə i  nömrəsinin varlığı 0  şərtindən alınır. Buradan həmin i  nömrələri 

üçün hxmm i
k  )( 0

)(

0  , yaxud hxi )( 0  alırıq.  
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Beləliklə, istənilən )( 0xmh   üçün elə 0i  vardır ki, 0ii   üçün 

)()( 00 xmxh i  . 

Buradan alırıq ki, )()( 00 xmxi  . Lemma isbat olundu.  

Analoji qayda )(i
kM  ilə )(xf  funksiyasının  )(

1
)( , i

k
i

k xx   parçasında dəqiq 

yuxarı sərhəddini işarə etsək və  

 














olduqda,...,,,0

,,
)(

)()(
1

)(
0

)(
1

)()(

i
n

ii

i
k

i
k

i
k

i

i
xxxx

xxxM
x  

funksiyası təyin etsək, onda  bax ,0   və )(
0

i
kxx   ,...)2,1,0,...,3,2,1(  ki  

üçün  

)()(lim 0xMxi
i




 

olduğunu göstərə bilərik.  

Nəticə 1. )(xm  və )(xM  Ber funksiyaları ölçülən funksiyalardır.  

İsbatı: Əsas lemmada götürülən bölgü nöqtələri 

  ),...,2,1,0,...,3,2,1(,)(
i

i
k nkix   hesabi saydadır və ölçüsü sıfra bərabərdir. 

Lemmadan alınır ki, sanki hər yerdə  ixmxi ),()(  )(xi  funksiyaları 

pilləvari funksiyalar olduğundan ölçüləndir. Onda limit funksiyasıda 

ölçüləndir. Yuxarı Ber funksiyasının da ölçülən olduğunu analoji üsulla göstərə 

bilərik.  

Nəticə 2. Əgər əsas lemmanın şərtlərində )(xf  funksiyası məhdud 

olarsa, onda  

 
b

a

b

a

i dxxmLdxxL )()()()(  . 

Doğrudan da, əgər Mxf )(  olarsa, aydındır ki, Mxi )(  və 

Mxm )( . 

Buradan alınır ki, bu funksiyalar Lebeq mənada inteqrallanan 

funksiyalardır və inteqral işarəsi altında limitə keçmə doğrudur.  

Nəticə 2-ni aşağıdakı kimi də ifadə etmək olar: 

  ,)()()(
1

0

)()(
1

)(
1

0

)(
1

)(
i

n

k

i
k

i
k

i
k

n

k

x

x

i

b

a

i sxxmdxxdxxL
ii

i
k

i
k

  











  

burada is  i -ci bölgüyə uyğun aşağı Darbu cəmidir. Onda 2-ci nəticəni i  

şərtində  


b

a

i dxxmLs )()(  
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kimi ifadə edə bilərik.  

Analoji olaraq iS  yuxarı Darbu cəmi üçün  

  idxxMLS
b

a

i ,)()(  

alarıq. Bu iki münasibətdən i  şərtində  

 
b

a

ii dxxmxMLsS ))()(()(  

alınır.  

Riyazi analiz kursundan məlumdur ki, məhdud )(xf  funksiyasının 

Riman mənada inteqrallanan olması üçün zəruri və kafi şərt 0 ii sS  

olmasıdır. Onda bunu nəzərə alsaq )(xf  funksiyasının Riman mənada 

inteqrallanması üçün zəruri və kafi şərtin  

0))()(()( 
b

a

dxxmxML  

olmasıdır. 

Bu sonuncu bərabərlikdən )()( xmxM     yaxud )(xm  )(xM  

olduğu alınır.  

Bu nəticəni Teorem 1 ilə müqaisə etsək, aşağıdakı teoremi alarıq: 

Teorem 2. Məhdud )(xf  funksiasının Riman mənada inteqrallanan 

olması üçün zəruri və kafi şərt həmin funksiyanın sanki hər yerdə kəsilməz 

olmasıdır.  

Bu teorem funksiyanın Riman mənada inteqrallanan olması üçün olduqca 

qiymətli və yüksək səviyyəli bir teoremdir. Bu teorem funksiyanın Riman 

mənada inteqrallanan olması üçün onun “çox kəsilən olmaması” fikrini 

əsaslandıran güclü bir teoremdir.  

İndi tutaq ki, )(xf  funksiyası Riman mənada inteqrallanandır. Onda o 

zəruri olaraq məhduddur və sanki hər yerdə )()( xMxm  . 

)()()( xMxfxm   olmasından alınır ki, sanki hər yerdə )()( xmxf  . )(xf  

ölçülən )(xm  funksiyasına ekvivalent olduğundan, özüdə ölçüləndir.  

Hər bir ölçülən məhdud funksiya Lebeq mənada inteqrallanan 

olduğundan )(xf  funksiyası da Lebeq mənada inteqrallanan olur. Yəni hər 

hansı funksiyanın Riman mənada inteqrallanan olmasından onun Lebeq 

mənada inteqrallanan olması alınır. 

Nəhayət, )(xf  )(xm  olmasından  

 
b

a

b

a

dxxmLdxxfL )()()()( . 
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Riyazi analiz kursundan məlumdur ki, 
b

a

i dxxfRs )()(  doğrudur. Burada 

is  aşağı Darbu cəmidir.  

Onda 
b

a

i dxxmLs )()(  olduğunu nəzərə alsaq  

 
b

a

b

a

dxxfLdxxfR )()()()(  

olduğunu alırıq.  

Beləliklə aşağıdakı mühüm teoremi alırıq: 

Teorem 3. Riman mənada inteqrallanan hər bir funksiya Lebeq mənada 

da inteqrallanandır və hər iki inteqral bir-birinə bərabərdir.  

Məlum olduğu kimi bu teoremin tərsi doğru deyildir. Yuxarıda Dirixle 

funksiyasının misalında bunu göstərmişik.  

 

 

5.6. Riman və Lebeq inteqralına aid misallar. 

 

1.  ba,  parçasında Riman mənada inteqrallanan funksiya  ba,  

parçasının boş olmayan açıq  baG ,  çoxluğunun bütün nöqtələrində 

kəsilən funksiya ola bilərmi?  

Cavab: Xeyr, ola bilməz. Əgər funksiya hər hansı boş olmayan açıq 

 baG ,  çoxluğunun bütün nöqtələrində kəsilən olarsa, onda onun kəsilmə 

nöqtələri çoxluğunun ölçüsü müsbət olar. Belə funksiya isə Riman mənada 

inteqrallanan ola bilməz.  

2. Misal göstərin ki, )(xf  funksiyasının istənilən   ba   ,,  

parçasında Riman mənada inteqrallanan olmasından onun  ba,  

parçasında Riman inteqralının olması çıxmır. 

Cavab:  














olduqda0,0

olduqda0,
1

)(

x

x
xxf  

 

 funksiyası 10    olduqda istənilən   ,  parçasında inteqrallanandır, 

amma  1,0  parçasında inteqrallanan deyildir. 

3. İsbat edin ki, əgər )(xf  funksiyası istənilən   ba   ,,  

parçasında Riman mənada inteqrallanan isə və funksiya bütün  ba,  
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parçasında məhdud isə, onda o  ba,  parçasında Riman mənada 

inteqrallanandır 

İsbatı:Şərtə görə funksiya ba    olan bütün   ,  parçalarında 

Riman mənada inteqrallanan olduğuna görə 

,...3,2,1,
3

,, 










 n

ab
c

n

c
b

n

c
a  şəklində bütün parçalarda 

inteqrallanandır. Ona görə də hər bir belə parçada onun kəsilmə nöqtələrinin 

ölçüsü sıfra bərabərdir. nE  ilə 









n

c
b

n

c
a ,  parçasında funksiyanın kəsilmə 

nöqtələri çoxluğunu işarə edək. Onda  ba,  parçasında funksiyanın kəsilmə 

nöqtələri çoxluğu bütün nE  çoxluqlarının birləşməsindən ibarət olar (ola bilər 

ki, bu çoxluğa a  və b  nöqtələri, yaxud bunlardan biri əlavə olunsun). İstənilən 

n  üçün 0nmE  olduğundan 0








n

nEm  olar.  Alırıq ki, funksiyanın  ba,  

parçasında kəsilmə nöqtələri çoxluğu sıfır ölçüyə malikdir. Deməli, funksiya 

 ba,  parçasında Riman mənada inteqrallanandır.  

4. Tutaq ki,  )(xfn  funksiyalar ardıcıllığının hər bir həddi  ba,  

parçasında Riman mənada inteqrallanandır. Tutaq ki bu ardıcıllıq  ba,  

parçasında )(x  funksiyasına yığılandır və elə A ədədi vardır ki, 

istənilən  bax ,  və istənilən n  üçün Axfn )(  şərti ödənilir. Bu 

şərtlərdən )(x  funksiyasının  ba,  parçasında Riman mənada 

inteqrallanan olması alınırmı?  

Cavab: )(x  funksiyası Riman mənada inteqrallanan olamaya da bilər 

(baxmayaraq ki, )(x  funksiyası həmişə Lebeq mənada inteqrallanandır). 

Aşağıdakı misala baxaq: 

  ( )  {
                         

      [   ]                          
 

(burada ,...,...,, 21 nrrr  -  ba,  parçasında yerləşən rasional ədədlər çoxluğudur).  

 )(x  funksiyası  ba,  parçasında yerləşən bütün rasional nöqtələr 

çoxluğunun xarakteristik funksiyasıdır. Bu funksiya  ba,  parçasının bütün 

nöqtələrində kəsilən olduğundan Riman mənada inteqrallana bilməz. 

5. İsbat edin ki,  ba,  parçasında Riman mənada inteqrallanan funksiyalar 

ardıcıllığı müntəzəm yığılırsa, onda limit funksiya da Riman mənada 

inteqrallanandır. İsbat edin ki, limit funksiyanın inteqralı, ardıcıllığın 

hədlərinin inteqrallarının limitinə bərabərdir.  



95 
 

İsbatı: Tutaq ki, )(xfn  ardıcıllığı )(xf -ə müntəzəm yığılır. Göstərək ki, 

)(xf   ba,  parçasında inteqrallanandır. 

a) )(xf  funksiyası məhduddur. Doğrudan da, əgər )(xfn  ardıcıllığı )(xf -

ə müntəzəm yığılırsa, onda ixtiyari 0  üçün, xüsusi halda 1  

üçün elə N  nömrəsi vardır ki, bütün Nn   nömrələri üçün 

1)()(  xfxfn  . Nn   olduqda 1)()(  xfxf N  olar. Buradan 

.1)()(1)(  xfxfxf NN  1)( xfN   və 1)( xfN  məhdud oldugundan 

)(xf -in məhdudluğunu alırıq.  

b) )(xf -in kəsilmə nöqtələri çoxluğunun ölçüsü sıfra bərabərdir. 

Doğrudan da, nE  ilə )(xfn  funksiyasının kəsilmə nöqtələri çoxluğunu 

işarə etsək, 0nmE  və 0








n

nEm  alarıq.   
n

nEba,  çoxluğuna 

daxil olan hər bir 0x  nöqtəsində )(xfn  funksiyaları kəsilməzdir. Onda 

)(xf  funksiyası kəsilməz funksiyalar ardıcıllığının müntəzəm limiti 

olduğundan 0x  nöqtəsində kəsilməz olar. Ona görə )(xf  funksiyası 

yalnız 
n

nE  çoxluğunda kəsilən ola bilər. Alırıq ki, )(xf   ba,  

parçasında məhduddur və kəsilmə nöqtələri çoxluğunun ölçüsü sıfra 

bərabərdir. Nəticədə )(xf -in Riman mənada inteqrallanan olduğunu 

alırıq. )(xfn  ardıcıllığı )(xf -ə müntəzəm yığılan olduğundan 

ab
xfxfn





)()(  olmasından 

 
b

a

n

b

a

b

a

n dxxfxfdxxfdxxf ))()(()()(

 

  ,)()( 





  ab
ab

dxxfxf
b

a

n

 
yaxud 

 


b

a

b

a

n
n

dxxfdxxf )()(lim  

olduğunu alırıq. 

6. “Əgər E  -  ba,  parçasında sıfır ölçülü çoxluq isə, onda onun )(x  

xarakteristik funksiyası  ba,  parçasında Riman mənada 

inteqrallanandır” təklifi doğrudurmu? 

Cavab: Xeyr. Doğru deyil. Məsələn, E   1,0  parçasına daxil olan 

rasional ədədlər çoxluğu olarsa, onda 0mE  olar. Amma E  çoxluğunun 
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xarakteristik funksiyası )(x -ın kəsilmə nöqtələri çoxluğu bütün  1,0  parçası 

ilə üst-üstə düşür. Ona görə də bu funksiya  1,0  parçasında Riman mənada 

inteqrallanan ola bilməz. 

7. “Əgər E  -  ba,  parçasında heç yerdə sıx olmayan çoxluq isə, onda 

onun xarakteristik funksiyası )(x   ba,  parçasında Riman mənada 

inteqrallanandır” təklifi doğrudurmu? 

Cavab: Doğru deyildir. Məsələn, tutaq ki, E  –ölçüsü 
2

1
-ə bərabər olan, 

 1,0  parçasında yerləşən heç yerdə sıx olmayan mükəmməl çoxluqdur. Onda 

bu çoxluğun xarakteristik funksiyası )(xE  ölçüsü 
2

1
-ə bərabər olan E  

çoxluğunun bütün nöqtələrində kəsilən olar və Riman mənada inteqrallanan 

olmaz. 

8. Tutaq ki, E  -  ba,  parçası daxilində yerləşən ölçüsü sıfra bərabər olan 

qapalı çoxluqdur. Bu çoxluğun xarakteristik funksiyası  ba,  

parçasında Riman mənada inteqrallanan olarmı? 

Cavab: Bəli. Qapalı çoxluğun bütün sərhəd nöqtələri bu çoxluğun özünə 

daxil olur. Onda E  çoxluğunun sərhəd nöqtələri çoxluğunun ölçüsü sıfıra 

bərabər olar. )(xE  xarakteristik funksiyası E -nin yalnız sərhəd nöqtələrində 

kəsilən olduğundan )(xXE -in Riman mənada inteqrallanan olduğunu alırıq.  

9.  





olduqdarasional,1

olduqda,irrasional,
)(

3

x

xx
xf  

funksiyası  1,0  parçasında Riman mənada inteqrallanandırmı? 

Funksiyanın Lebeq inteqralını tapın. 

Həlli:  1,0  parçasının bütün nöqtələri )(xf  funksiyasının kəsilmə 

nöqtələridir ( 1x  nöqtəsindən başqa) və ölçüsü sıfırdan böyükdür. Ona görə 

də bu funksiya Riman mənada inteqrallanan deyildir. Amma funksiya ölçülən 

və məhdud olduğundan Lebeq inteqralı vardır. İnteqralı hesablamaq üçün )(xf  

funksiyasını ona ekvivalent olan 3)( xx   funksiyası ilə əvəz edirik. )(x  

funksiyası  1,0  parçasında Riman mənada inteqrallanandır və  

.
4

1
)()()()()()(
1

0

3
1

0

3
1

0

1

0

  dxxRdxxLdxxLdxxfL   

10. İsbat edin ki, əgər  baE ,  ölçülən çoxluq isə, onda onun )(xE  

xarakteristik funksiyası lebeq mənada inteqrallanandır və 

mEdxxfL
b

a

 )()( . 
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İsbatı: )(xXE  funksiyası ölçülən və məhdud olduğundan Lebeq mənada 

inteqrallanandır. İnteqralı hesablamaq üçün  ba,  parçası iki E  və EC  

hissələrinə bölək.   ., EbaCE 
 

Onda alarıq: 

 
CE

E

E

b

a

E dxxLdxxLdxxL )()()()()()(   

mEmE  0  

11. 
1

0

)()( dxxfL  -i hesablayın: 

 ( )  

{
 
 

 
       

 

 
                                  

      
 

 
                                   

                                                           

 

Həlli.   1,0  parçasını 








3

1
,0  və 








1,

3

1
 parçalarına bölək: 









3

1
,0  

parçasında funksiya 3x  ilə, 







1,

3

1
 parçasında isə 3x  ilə ekvivalentdir. Onda 

alırıq: 

108

35

33

1

3

1

34

1
)(

3

1

31

2
31

0

3
1

0














  dxxdxxdxxf . 

12.  1,0  parçasından 

,...
12

1
,

2

1
...,,

5

1
,

6

1
,

3

1
,

4

1
,1,

2

1



































nn
 

intervallarının atılması ilə alınan E  çoxluğunda 23)( xxf   funksiyasının 

Lebeq inteqralını 0,01 dəqiqliklə hesablayın. 

Həlli: E  çoxluğu ,...
2

1
,

12

1
...,,

6

1
,

7

1
,

4

1
,

5

1
,

2

1
,

3

1


































nn
 parçalarının və 

ölçüsü sıfır olan iki 0 və 1 nöqtələrinin birləşməsindən ibarətdir. Bu parçaların 

hər birində funksiya Riman mənada inteqrallanır, ona görə də  

 
21

31

23)()()()( dxxdxxfRdxxfL
EE

 

 


n

n

dxxdxx
21

121

2
41

51

2 3...3
   

.
12

1

2

1
....

5

1

4

1

3

1

2

1
333333




nn
 



98 
 

Bu sıra mütləq yığılandır və onun cəmi 0,01 dəqiqliklə 0, 10-a 

bərabərdir. 

13. D  Kantorun mükəmməl çoxluğu, CD  isə onun  1,0  parçasına kimi 

tamamlayıcı çoxluğu olarsa,  

Asanlıqla görmək olar ki, 
kn dxxf

2

1
)(

1

0

 . n  şərtində k  

olduğundan 0)(lim
1

0




dxxfn
n

. 

Amma )(xfn  ardıcıllığı  1,0  parçasının heç bir nöqtəsində sıfra yığılan 

deyildir. 

 







































olduqda,

olduqda1,
2

1
,cos

olduqda
2

1
,0,sin

)(

2 Dxx

CDxx

CDxx

xf 



 

funksiyası üçün 
1

0

)()( dxxfL  inteqralını hesablayın. 

 Həlli.  

  
1

21

21

0

1

0

cos)(sin)()()( dxxLdxxLdxxfL   

 
21

0

1

21

21

0

cos
1

cos)(sin)( xdxxRdxxR 


  




















2
sinsin

1
0cos

2
cos

1
sin

1 21

0












x

    010
1

10
1


  

 

14. İsbat edin ki, əgər )(xf  funksiyasının  ba,  parçasında sanki hər yerdə 

törəməsi varsa və )(xf   törəməsi  ba,  parçasında məhdud isə, onda 

)(xf   Lebeq mənada inteqrallanandır. 
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İsbatı: )(xf   törəməsi  ba,  parçasında ölçülən olduğundan və bundan 

başqa şərtə görə məhdud olduğundan onun  ba,  parçasında sonlu Lebeq 

inteqralı vardır. 

15. Tutaq ki,  )(xfn   ba,  parçasında ölçülən məhdud mənfi olmayan 

funksiyalar ardıcıllığıdır. Tutaq ki, n  şərtində 0)()( 
b

a

n dxxfL . 

Bu münasibətdən E -də hər yerdə, yaxud sanki hər yerdə 

)(0)(  nxfn  olması alınırmı? 

Həlli: Xeyr. Aşağıdakı misala baxaq:  

Tutaq ki, in k  2 , belə ki, kik 20,,...2,1,0    1,0E  parçasında 

aşağıdakı kimi ardıcıllıq düzəldək: 

 

  ( )  {
                       [

 

  
 
   

  
]                             

          [   ]                                       
 

 

16. 
3 1

1
)(




x
xf  funksiyanın )2,1(  intervalında Lebeq inteqralını tapın. 

Həlli:  Bu inteqralı hesablamaq üçün onun 1t  ədədi ilə kəsiyini quraq: 

 





































.olduqda2,
1

1,
1

1

olduqda
1

1,1,

)(

33

3

t
x

x

t
xt

xf t  

 
Kəsiyin inteqralını hesablayaq: 

  


 


 2

11

3

11

1)2,1( 2

3

1
)()(

t

t

t
x

dx
tdxdxxfL  

y  

1 

3 1

1




x
y

t  

2  0  311 t  x
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222 2

1

2

3

2

3

2

31
1

tt
t

t
t 


























  

)(xf -in inteqralını hesablamaq üçün kəsiyin inteqralını t  şərtində 

limitini tapmaq lazımdır. 

2

3

2

1

2

3
lim)()(

2
)2,1(














t
dxxfL

t
. 

17. 
x

xf
1

)(   və 
2

1
)(

x
xg   funksiyaları )1,0(  intervalında 

cəmlənəndirlərmi? 

Göstəriş. 16-cı misalın həllində olduğu kimi kəsiyin inteqralı vasitəsilə 


)2,1(

1
)( dx

x
L  və 

)2,1(
2

1
)( dx

x
L  olduğunu göstərə bilərik. Yəni 

x

1
 və 

2

1

x
 funksiyaları )1,0(  intervalında cəmlənən deyildirlər.  

18. D - Kantorun mükəmməl çoxluğu üzrə  














olduqda,

1

olduqda,

0)(

3
Dx

x

Dxt

xf  

funksiyasının Lebeq inteqralını tapın. 

Həlli:  0mD  olduğundan )(xf  funksiyası  1,0  parçasında  

 














olduqda0,0

olduqda1,0,
1

0)( 3

x

x
xxf  

funksiyasına ekvivalentdir. Onda  

     

.
1

)()()()(
1,0

3
1,01,0

  dx
x

dxxLdxxfL   

Sonuncu inteqralda inteqralaltı funksiyanın kəsiyinin inteqralını 

hesablayıb onun limitini tapsaq 

  2

3
)()(

1,0

 dxxfL  

olduğunu alırıq. 

19. 













olduqda,

olduqda,
1

0)(
3 rasionalxx

irrasionalx
xxf  
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funksiyanın 
1

0

)()( dxxfL  inteqralını hesablayın.  

Həlli.  1,0  yarımintervalında )(xf  funksiya 
x

1
 funksiyasına 

ekvivalent olduğundan 

   

2
1

)()()(
1,01,0

  dx
x

LdxxfL

 
alarıq. 

20. Aşağıdakı funksiyaların göstərilən çoxluqlar üzrə Lebeq inteqrallarını 

hesablayın. 

a) ,
4

5
,

16

1








E

















































4

5
,

16

1
,sin

,
4

5
,1,

4

,1,
16

1
,

1

)(

2

4

Qxx

Jx
x

Jx
xx

xf  

burada J  irrasionla ədədlər çoxluğu, Q  - isə rasional ədədlər çoxluğudur.  

b)  ,1,0E
 

 












.1,0,7

,1,0,
)1(

1

)(
3

Qxx

Jx
xxf  

c)  ,,0 E
 

 










.,0,sin

,,0,cos
)(

2

2





Qxx

Jxxx
xf  

d)  ,2,0E

 

 

 


























.2,0,cos

,2,3,
2

1

,3,0,
1

)(

2

2

Qxx

Jx
x

Jx
x

arctgx

xf  

e)  ,1,0E

 






































.1,0,0

,1,
3

1
,ln

,
3

1
,0,

)(

2

Qx

Jxx

Jxx

xf  
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21. Lebeq inteqralının tərifinə görə 
4

0

dxx  inteqralını hesabayın.  

Həlli. xxf )(  funksiyası  4,0E  parçasında kəsilməz olduğundan 

ölçülən funksiyadır. Funksiyanın aldığı qiymətlər çoxluğu  2,0  parçasını 

doldurur.  2,0  parçasını n  bərabər hissəyə bölək: 

.2,...,
2

,...,
2

,0 10  nk y
n

ky
n

yy . 

 Bu bölgüyə uyğun  ,1 kkk yfyEe 1,...,2,1,0  nk  çoxluqlarını 

tapaq: 

,
)1(22

n

k
x

n

k 
 1,...,2,1,0  nk  

olduğundan  

  .1
4

,
)1(2

,
2 22

2

22

kk
n

me
n

k

n

k
e kk 



















 








  

 Bu bölgüyə uyğun funksiyanın aşağı Lebeq cəmini tapaq: 

   








1

0

22

3

1

0

1
8 n

k

n

k
kk kkk

n
meys  

     
22222

3
1...3211

8
nnn

n
 

 
  

,
161

1
3

4

3

16

6

121
1

8 1

0

2

3

nn

nnn
nnk

n

n

n

k


















 
 





 

  

3

1
5

3

16
lim 


s

n
 

Yəni .
3

1
5)(

4

0

 dxxL  
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VI FƏSİL 

CƏMLƏNƏN VƏ KVADRATI İLƏ  

CƏMLƏNƏN FUNKSİYALAR 

 

1.6. Qeyri-məhdud funksiyaların Lebeq inteqralı. Cəmlənən funksiyalar 

və onun bəzi xassələri. 

 

Yuxarıda biz ölçülən məhdud funksiyaların Lebeq inteqralı anlayışı ilə 

tanış olduq, onun bir çox əsas xassələrini nəzərdən keçirdik və Riman inteqralı 

ilə müqayisəsini verdik. Məlumdur ki, əgər inteqralaltı funksiya qeyri-məhdud 

olarsa, yaxud inteqrallanma oblastı sonsuz olarsa, bu halda baxılan funksiyanın 

adi mənada Riman inteqralı olmur və Riman inteqralının ümumiləşməsi olan 

birinci və ikinci növ qeyri-məxsusi inteqrallara baxılır. 

V fəsildə biz Lebeq inteqralının tərifini ölçülən məhdud funksiyalar üçün 

verdik. Təbii olaraq aşağıdakı sual ortaya çıxır. Ölçülən qeyri-məhdud oblastlar 

üçün Lebeq inteqralını necə ümumiləşdirmək olar? 

 I. Əvvəlcə ölçülən və mənfi olmayan funksiyalar üçün Lebeq inteqralını 

təyin edək. 

Tutaq ki,  xf  ölçülən E  çoxluğunda təyin edilmiş mənfi olmayan 

ölçülən funksiyadır. 

Lemma 1. Tutaq ki,  xf  ölçülən E  çoxluğunda təyin edilmiş mənfi 

olmayan ölçülən funksiyadır və N  ixtiyari natural ədəddir. Aşağıdakı kimi 

funksiya təyin edək:  

[ ( )]  {
 ( )                ( )    

                     ( )    
 

Onda   Nxf  funksiyasıda ölçülən funksiyadır. 

İsbatı: Asanlıqla yoxlamaq olar ki, aşağıdakı bərabərlik doğrudur:  

 ([ ]   )  {
 (   )                   

                                  
 

Buradan teoremin isbatı alınır. 

Qeyd:    Nxf  funksiyasına  xf  funksiyasının “kəsiyi”, yaxud “  xf  

funksiyasının N  ədədi ilə kəsiyi” deyilir.  

Lemmadan çıxır ki,  xf  funksiyası ölçüləndirsə, onun “kəsiyi”də 

ölçüləndir.  

Lemmanın şərtlərindən çıxır ki,   Nxf  funksiyası məhduddur. Ona görə 

də   Nxf  Lebeq mənada inteqrallanandır. Digər tərəfdən 

         ...321  xfxfxf  olduğundan          ...321  
EEE

xfxfxf  

ardıcıllığının sonlu və ya sonsuz 
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  


E
N

N
dxxflim                                             (*) 

limiti vardır. 

 Tərif. (*) limitinə  xf  funksiyasının E  çoxluğu üzrə Lebeq inteqralı 

deyilir və  
E

dxxf  kimi işarə edilir. 

 Əgər bu inteqral sonlu olarsa, onda  xf  funksiyası Lebeq mənada 

inteqrallanan, yaxud E  çoxluğunda cəmlənən funksiya adlanır. E  çoxluğunda 

cəmlənən bütün funksiyalar çoxluğunu )(1 EL  ilə işarə edirlər.  

 Əgər  xf  mənfi olmayan ölçülən məhdud funksiya olarsa, onda 

kifayət qədər böyük N  üçün     xfxf N   olar və inteqralın yeni tərifi 

əvvəlcədən məlum olan təriflə eyni olar. 

Teorem 1. Əgər  xf  funksiyası E  çoxluğunda cəmlənən isə, onda o bu 

çoxluqda sanki hər yerdə sonludur.  

İsbatı:  )(  fEA  işarə edək. A  çoxluğunda    Nxf N   

olduğundan   

      mANdxxfdxxf
A

N
E

N   . 

Əgər 0mA  olarsa, onda   
E

N dxxf  inteqralı N  şərtində sonsuz 

artardı. Bu isə  xf  funksiyasının cəmlənən olması şərtinə ziddir.  

Teorem 2. Əgər 0mE  olarsa, onda istənilən mənfi olmayan  xf  

funksiyası E  çoxluğunda cəmlənən funksiyadır və   0
E

dxxf . 

Tutaq ki,  xf  E  çoxluğunda ölçülən və istənilən işarəli funksiyadır.  

  ( )  {
 ( )                ( )    

                       ( )    
 

 

  ( )  {
                                ( )    

  ( )           ( )    
          

 

işarə edək. Aydındır ki,  xf  və  xf  ölçülən və mənfi olmayan 

funksiyalardır. Odur ki, bu funksiyalar üçün   

E

dxxf ,   

E

dxxf  inteqralının 

mənası vardır. Əgər hər iki inteqral sonlu olarsa, bu halda      xfxfxf    

funksiyasının inteqralı 
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       
EEE

dxxfdxxfdxxf  

bərabərliyi ilə təyin olunur. 

Teorem 3. Ölçülən E  çoxluğunda ölçülən  xf  funksiyasının cəmlənən 

olması üçün zəruri və kafi şərt  xf  funksiyasının inteqrallanan olmasıdır. Bu 

zaman  

    
EE

dxxfdxxf . 

İsbatı:      xfxfxf    və      xfxfxf    olduğundan  

       
EEE

dxxfdxxfdxxf ,        .  
EEE

dxxfdxxfdxxf  

Bu bərabərsizliklərə görə alarıq:  

     

      .











EEE

EEE

dxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

 

Teorem isbat olundu. 

 

 

6.2. Sonsuz ölçülü çoxluqlar üzrə inteqral. 

 

İndi isə sonsuz ölçülü çoxluqlar üzrə inteqralı öyrənək. 

Tutaq ki, hər biri sonlu ölçüyə malik olan ...321  EEE  çoxluqlar 

ardıcıllığı verilmişdir. 





1n

nEE  çoxluğuna bu ardıcıllığın limiti deyilir və 

n
n

EE


 lim

 

 kimi işarə olunur.  

...321  mEmEmE  olduğu üçün sonlu və ya sonsuz n
n

mE


lim  

limiti vardır. Bu limitə E  çoxluğunun ölçüsü deyilir və n
n

mEmE


 lim  kimi 

işarə olunur. Əgər bu limit sonsuz olarsa, E  çoxluğuna sonsuz ölçülü çoxluq 

deyilir. 

Tutaq ki, E  sonsuz ölçülü çoxluqdur və hər biri sonlu ölçülü olan 

monoton artan ...321  EEE  çoxluqlar ardıcıllığının limitidir. Mənfi 

olmayan  xf  funksiyası E  çoxluğunda ölçüləndir. Onda  
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      ...

321

 
EEE

dxxfdxxfdxxf . 

Buradan sonlu və ya sonsuz  


nE
n

dxxflim  limitinin varlığı alınır. 

Bu limitə  xf  funksiyasının E  çoxluğunda Lebeq inteqralı deyilir və 

   
E

dxxfL  kimi işarə olunur.  

Əgər baxılan limit sonlu olarsa, onda  xf  funksiyası E  çoxluğunda 

inteqrallanan və ya cəmlənən funksiya adlanır. 

Məlumdur ki, E  çoxluğu müxtəlif monoton çoxluqlar ardıcıllığının 

limiti şəklində göstərilə bilər. İsbat etmək olar ki,  xf  funksiaysının 

inteqralının təyini bu ardıcıllıqların seçilməsindən asılı deyildir. Yəni E  

çoxluğu hər biri  sonlu ölçülü monoton artan ...321  EEE  və 

...321  EEE  çoxluqlar ardıcıllığının limiti kimi göstərilmişsə, 

EEE n
n

n
n




limlim  isə, onda  

   





nn E
n

E
n

dxxfdxxf limlim . 

Əgər E  çoxluğunda ölçülən  xf  funksiyası müxtəlif işarəli olarsa, onu 

     xfxfxf    şəklində göstərib,   

E

dxxf  və   

E

dxxf  inteqrallarını 

təyin etmək olar. 

Əgər hər iki inteqral sonlu olarsa, onda  xf  funksiyası E  çoxluğunda 

inteqrallanan funksiya adlanır.  

Qeyd edək ki,  xf  funksiyasının sonsuz ölçülü E  çoxluğunda 

inteqrallanan olması üçün zəruri və kafi şərt  xf  funksiyasının E  

çoxluğunda inteqrallanan olmasıdır. 

Məlumdur ki,  
x

x
xf

sin
  funksiyasının   ,  intervalında qeyri-

məxsusi inteqralı vardır və 




dx
x

xsin
. 

Lakin bu funksiya üçün 




dx
x

xsin
. 
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6.3. Lebeq inteqralının mütləq kəsilməzliyi 

 

Lebeq inteqralının mütləq kəsilməzliyi adlandırılan xassəsini ifadə edən 

aşağıdakı mühüm teoremi isbat edək.  

Teorem. Tutaq ki, ölçülən E  çoxluğunda cəmlənən  xf  funksiyası 

verilmişdir. Onda ixtiyari 0  ədədinə görə elə 0  ədədi tapmaq olar ki, 

ölçüsü me  şərtini ödəyən istənilən Ee  çoxluğu üçün   
e

dxxf  

olsun.  

İsbatı:  xf  funksiyası E  çoxluğunda cəmlənən funksiya olduğundan 

 xf  funksiyası da cəmlənəndir. İnteqralın tərifinə görə bu halda  

     .lim  


EE
NN

dxxfdxxf
                               

 (1) 

Limitin tərifinə görə istənilən 0  ədədi üçün elə 0N  nömrəsi vardır ki,  

    
2

0
0


 

E
N

E

dxxfdxxf
                            

 (2) 

      0
0


N
xfxf  olduğundan istənilən Ee  çoxluğu üçün  

            
E

N
e

N
dxxfxfdxxfxf

00
. 

(2) bərabərsizliyinə görə  

    
20


 

e
N

e

dxxfdxxf . 

Buradan  

     
E

N
e

dxxfdxxf
02


. 

   ExNxf
N

 ,0
0

olduğundan 
02N


   qəbul etsək, onda  

  


 00
22

NmeNdxxf
e

                         (3) 

alarıq. Nəticədə  

           

     
ee

dxxfdxxf  

alarıq. Teorem isbat olundu. 
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6.4. Mücərrəd funksiyaların Lebeq inteqralı 

 

Fərz edək ki, X  hər hansı bir çoxluqdur, belə ki, bu çoxluğun bütün alt 

çoxluqları vahidi X  olan  -cəbr əmələ gətirir. Tutaq ki, bu çoxluqda  -

additiv   ölçüsü təyin olunmuşdur. Bu çoxluğa daxil olan hər bir A  

çoxluğuna   ölçülən çoxluq deyilir.  

Tərif 1. Əgər X  çoxluğunda təyin edilmiş ölçülən həqiqi  xf  

funksiyası hesabi sayda müxtəlif qiymətlər alırsa, onda ona sadə funksiya 

deyilir. 

Tutaq ki,  xf  sadə funksiyası ,,...,, 321 ji yyyyy 
 

ji   qiymətlərini alır. 

 nn yxfAxxA  )(,:   çoxluqlarını düzəldək.  

Tərif 2. Əgər 
n

nn Ay )(  sırası mütləq yığılan sıra olarsa, bu sıranın 

cəminə  xf  funksiyasının A çoxluğunda Lebeq inteqralı deyilir və  

   
n

nn

A

Aydxf )(                                         (1) 

kimi işarə olunur. Əgər inteqral sonlu isə,  xf
 


 ölçüsünə nəzərən 

inteqrallanan və ya cəmlənən funksiya adlanır. 

Əgər  xf  funksiyası A  çoxluğunda sonlu Lebeq inteqralına malik olan 

  xfn  sadə funksiyalar ardıcıllığının müntəzəm limiti olarsa, bu halda 

  Idxxf
A

n
n




lim                                             (2) 

limitinə  xf  funksiyasının A  çoxluğunda inteqralı deyilir və  

 
A

dxf                                                     (3) 

kimi işarə olunur. 

Misallara baxaq: 

1) Tutaq ki, 0P  və 0G  Kantor çoxluqlarıdır. Aşağıdakı kimi funksiya 

təyin edək  














olduqda,

2

1

olduqda,

)(

0

0
2

Gx

Pxx

xf

n

 

Bu funksiyanın  1,0  parçasında Lebeq inteqralını tapın. 
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Həlli.  Göründüyü kimi funksiya ölçüsü sıfra bərabər olan 00 P  

çoxluqda 2x  şəklində, uzunluğu 
n3

1
-ə bərabər olan atılan nG  çoxluqlarında isə 

n2

1
-ə bərabər qiymətlər alır. Onda tərifə görə  

         
000

0
1

0 GGP

dxxfdxxfdxxfdxxf
 

.
4

1

32

1

3

1
2

2

1

11

1 


 










k
k

k
k

k

k
 

(burada uzunluğu 
k3

1
 olan intervallarının sayı 

12 k
-dir). 

2) Tutaq ki,  1,0 parçasında  










olduqdarasional,1

olduqdairrasional,
)(

3

x

xx
xf  

funksiyası verilmişdir. Bu funksiyanın Lebeq inteqralını tapın. 

Həlli. Məlumdur ki, rasional nöqtələr çoxluğu hesabidir və onun ölçüsü 

sıfra bərabərdir. Ona görə də   xf  3x olur. Ekvivalent funksiyaların Lebeq 

inteqralları bərabər olduğundan  

   
4

11

0

3
1

0

  dxxdxxfL  

olar. 

3) Tutaq ki,  1,0  parçasında  xf  funksiyası aşağıdakı kimi təyin 

olunmuşdur: 0Px  olduqda funksiya   10xf  kimi, 0Gx  olduqda isə hər 

bir atılan intervalda funksiyanın qrafiki diametri bu interval olan yuxarı 

yarımçevrə olur. Bu funksiyanın Lebeq inteqralını tapın. 

Həlli.   





1

0 ,
i

kkG   işarə edək. Diametri kk    olan yarımçevrənin 

əhatə etdiyi sahə uyğun müəyyən inteqrala bərabər olur, yəni 
 

8

2
kk  

 

olur.  

 Onda  

          









1

2

1

1

0 8
0

k
kk

kP

k

k

dxxfdxxfdxxfL 






 

olar. 
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 Əgər ,
3

1
,

3

1
2332211    

,
3

1
377665544    

...
3

1
...,

3

1
...

516164151510109988   olduğunu 

nəzərə alsaq   

   
56

...
3

2
...

3

2

3

2

3

1

8 2

1

6

2

42

1

0





















 n

k

dxxfL  

olar. 

 4) Tutaq ki,  1,0  parçasında  

.. 

şəklində funksiya verilmişdir. Bu funksiyanın Lebeq inteqralını tapın 

 Həlli: A  ilə  1,0  parçasının rasional ədədlər çoxluğunu, B  ilə  1,0  

parçasının 
3

1
-dən böyük irrasional nöqtələr çoxluğunu, C  ilə 

3

1
-dən kiçik 

irrasional nöqtələr çoxluğunu işarə edək. Göründüyü kimi Ax  olduqda    

 xf  0 , Bx  olduqda  xf  23x  və Gx  olduqda  xf  34x  olur. Əgər 

  CBA 1,0  olduğunu nəzərə alsaq, onda  

                 
CBA

dxxfLdxxfLdxxfLdxxfL
1

0
 

81

79
430

3

1

1

0

4

3

1

3
3

1

0

2
1

3

1

2   xxdxxdxx . 

 5) Tutaq ki,   001,0 GP   Kantor çoxluqları,  x  isə Kantor 

funksiyadır. Bu funksiyanın Lebeq inteqralını tapın. 

Həlli. Məlum olduğu kimi  x  Kantor funksiyası aşağıdakı kimi təyin 

olunur: Birinci atılan 








3

2
,

3

1
 intervalında  

2

1
x , ikinci atılan 








22 3

2
,

3

1
 və 









22 3

8
,

3

7
 intervallarında  

4

1
x  və  

4

3
x , üçüncü atılan dörd sayda 

,
3

2
,

3

1
33 







,

3

8
,

3

7
33 







,

3

20
,

3

19
33 















33 3

26
,

3

25
 intervallarında uyğun olaraq   ,

8

1
x
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  ,
8

3
x   ,

8

5
x  

8

7
x  götürülür və proses bu qayda ilə davam etdirilir. 

  ,00    11   və 0Px  üçün    
 x

x


 sup  kimi təyin olunur. 

 Onda  

             
00

1

0 GP

dxxLdxxLdxxL 
 


















 ...

3

1

2

7

2

5

2

3

2

1

3

1

2

1

2

1

3

1

2

1
33333222  

2

1

3

2

4

1

3

2
...

3

1

2

12
...

2

3

2

1

11

2























 
 











n

n

n
n

n

nn

n

nn . 

olar. 

6)  
1

0
3 x

dx
L  inteqralını hesablayın.  

Həlli.  
3

1

x
xf 

 funksiyası  1,0  parçasında qeyri-məhdud olduğundan  

 









olduqda)(),(

olduqda)(,
)(

Nxfxf

NxfN
xf N  

kəsik funksiyasına baxaq. 

 Baxılan halda  

 


















olduqda1
1

,
1

olduqda
1

0,

)(

33

3

x
Nx

N
xN

xf N . 

 Onda alarıq: 

    
1

1
3

1

0

1

0
3

3

N

N

N
x

dx
Ndxdxxf

 

222

1

1

3

2

3 2

1

2

31

2

3

2

31

2

31

3

NNN
x

N
N

N


 

Buradan  
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 
2

3

2

1

2

3
lim

2

1

0
3














Nx

dx
L

N
. 

 7) Tutaq ki,  














olduqdarasional,

olduqdairrasional,
1

)(
3 xx

x
xxf  

   
1

0

dxxfL
 inteqralını tapın.  

Həlli. Rasional nöqtələr çoxluğunun ölçüsü sıfra bərabər olduğundan 

verilmiş funksiya  xf  
x

1
 olur. Ona görə də       

1

0

1

0 x

dx
LdxxfL . 

Baxılan funksiyaya uyğun kəsik funksiyanı götürək:  

 



















olduqda1
1

,
1

olduqda
1

0,

)(

2

2

x
Nx

N
xN

xf N . 

Onda  

  
NNNx

dx
Ndxdxxf

N

N

N

1
2

2
2

11

1

1

0

1

0
2

2

  . 

Buradan  

    2
1

2lim
1

0














N
dxxfL

N
. 

8)   ,0E  intervalında   xexf   funksiyasının Lebeq inteqralını 

hesablayın.  

Həlli.   ,...2,1,,0  kkEk  çoxluqlarını götürək. ...321  EEE
 
 və 


k

kEE   .  

  kk
k

x
k

xx eeedxedxeL 


   11
000

. 

Buradan  
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      11limlim
0

 







kk E

k

k
E

k

x dxedxxfdxeL . 

 9)   ,0E  intervalında  
 !
1

x
xf   funksiyasının Lebeq inteqralını 

hesablayın (  x x  ədədinin tam hissəsini göstərir). 

 Həlli.   1,  nnEn  işarə edək. nEx  olduqda   nx   olur. Onda 

  nEx
n

xf  ,
!

1
 olduqda  

      e
n

dxxfdxxfL
nn

n

n

  










00

1

0 !

1
. 

 

 

6.5. Kvadratı ilə cəmlənən funksiyalar. 

 

 İndi çox mühüm funksiyalar sinfi olan kvadratı ilə cəmlənən 

funksiyalar sinfi ilə tanış olaq. Baxılan bütün funksiyaların  ba,  parçasında 

təyin olunduğunu fərz edəcəyik. Əgər bu funksiyalar hər hansı ölçülən 

 baEE ,0   çoxluğunda təyin olunarsa, bu halda funksiyanı 0EE  

çoxluğunda sıfra bərabər hesab etməklə bütün  ba,  parçasına davam etdirə 

bilərik. 

Tərif. Əgər ölçülən  xf  funksiyası üçün   
b

a

dxxf 2
 olarsa, onda 

 xf  funksiyası kvadratı ilə cəmlənən funksiya adlanır.  

Bütün kvadratı ilə cəmlənən funksiyalar çoxluğunu   baL ,2  kimi işarə 

edirlər.  

Teorem 1. Kvadratı ilə cəmlənən hər bir funksiya cəmlənəndir ,yəni 

   baLbaL ,, 12  . 

İsbatı: Teoremin isbatı aşkar  
 

2

1 2 xf
xf


  bərabərsizliyindən alınır. 

Eləcədə  

   
   

2

22 xgxf
xgxf


  

bərabərsizliyindən  
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        
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf 22

2

1

2

1
 

kvadratı ilə cəmlənən iki funksiyanın hasilinin cəmlənən funksiya olduğunu 

alırıq. Yəni,      baLxgxf ,, 2  olarsa, onda      baLxgxf ,1  olar.  

Eyni zamanda 

            xgxgxfxfxgxf 222
2   

bərabərliyindən kvadratı ilə cəmlənən funksiyaların cəminin və fərqinin də 

kvadratı ilə cəmlənən olduğunu alırıq. Nəhayət    baLxf ,2  olduqda 

istənilən c  ədədi üçün    baLxfc ,2  olar. 

Teorem 2 (Koşi Bunyakovski bərabərsizliyi).      baLxgxf ,, 2  

funksiyaları üçün 

        


























b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf 22

2

                    (1) 

bərabərsizliyi doğrudur. 

İsbatı:   CBtAtt  22  həqiqi əmsallı kvadrat üçhədlisini götürək, 

belə ki, 0A . 

Məlumdur ki, əgər bu üçhədli t -nin bütün həqiqi qiymətlərində 

müsbətdirsə, onda  

.2 ACB                                                      (2) 

          
b

a

b

a

dxxftdxxgxftt 222
  

      
b

a

b

a

dxxgdxxgxft 22  

götürək.  

Bu üçhədli t -nin bütün qiymətlərində müsbətdir:   0t . 

Əgər   ,2

b

a

dxxfA      ,
b

a

dxxgxfB
 

 
b

a

dxxgC 2

 işarə etsək və (2) 

bərabərsizliyini nəzərə alsaq (1) bərabərsizliyinin doğru olduğunu alarıq:  

Nəticə: Əgər (1) bərabərsizliyində   1xy  qəbul etsək, onda  

    
b

a

b

a

dxxfabdxxf 2
 

 olduğunu alarıq. 

Teorem 3. Əgər      baLxgxf ,, 2  isə, onda  
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         
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf 222
 

 bərabərsizliyi doğrudur. 

İsbatı:  Əgər (1) Bunyakovski bərabərsizliyinin hər tərəfindən kök alsaq, 

onda  

         
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf 222
 

 alarıq. Alınmış bu bərabərsizliyi 2-yə vurub hər tərəfə     
b

a

b

a

dxxgdxxf 22
  

əlavə etsək  

        

2

222














 

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  

olduğunu alarıq. Hər tərəfdən kvadrat kök alsaq tələb edilən bərabərsizliyi 

alarıq. Teorem isbat olundu. 

Hər bir    baLxf ,2  funksiyasına qarşı bu funksiyanın norması 

adlanan  

 
2

1

2











 

b

a

dxxff  

kəmiyyətini qarşı qoyaq.  Asanlıqla göstərmək olar ki, bu kəmiyyət aşağıdakı 

şərtləri ödəyir. 

1. 0,0  ff  yalnız və yalnız  xf    olduqda mümkündür. 

2. fkfk   istənilən k  ədədi üçün. 

3. gfgf  . 

Göründüyü kimi funksiyanın normasının bu xassələri həqiqi və ya 

kompleks ədədin modulunun malik olduğu xassələrə analojidir. Eləcə də norma 

anlayışından istifadə edərək  xf  və  xg  funksiyaları arasında məsafə 

adlanan  

  gfgf ,  

kəmiyyətini də daxil edə bilərik. 

Əgər ekvivalent funksiyaları bərabər hesab etsək daxil edilmiş məsafə 

anlayışının aşağıdakı şərtləri ödədiyini göstərə bilərik. 

1)   0, gf , bərabərlik halı yalnız və yalnız gf   olduqda 

mümkündür. 
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2)    fggf ,,    

3)      gfgf ,,,   . 

Əgər hər hansı A  çoxluğunun elementləri üçün təyin edilmiş  yx,  

funksiyası bu üç şərti ödəyərsə, onda A  metrik fəza adlanır. 

Onda alırıq ki,  baL ,2  metrik fəzadır.  baL ,2 -yə Hilbert funksiyalar 

fəzası da deyilir. 

 

 

6.6. Orta kvadratik yığılma və onun digər  

yığılmalarla müqayisəsi. 

 

 Tutaq ki, ,...,...,, 21 nfff   baL ,2  fəzasına daxil olan hər hansı ardıcıllıq 

və    baLxf ,2  funksiyası verilmişdir. 

Tərif 1. Əgər verilmiş ixtiyari 0  ədədinə görə elə N  natural nömrəsi 

tapmaq olarsa ki, Nn   üçün  ffn  şərti ödənilsin, bu halda deyirlər ki, 

nf  
 funksiyalar ardıcıllığı f  elementinə orta kvadratik mənada yığılandır və 

bunu ffn   kimi, yaxud ffn
n




lim  kimi işarə edirlər. 

Əgər  baL ,2  fəzasında normanın tərifini nəzərə alsaq bu şərti  

     0lim
2




b

a

n
n

dxxfxf
                                   (*) 

kimi də yaza bilərik. 

Göründüyü kimi ardıcıllığın adi mənada yığılması ilə orta kvadratik 

yığılma arasında ciddi məna fərqi vardır. Adi mənada yığılmada ardıcıllıq hər 

bir nöqtədə   0xfn  ədədi ardıcıllığının yığılması olduğu halda, orta kvadratik 

yığılma (*) mənada başa düşülür. 

 Teorem 1. Əgər     baLxfn ,2  ardıcıllığı    baLxf ,2  

funksiyasına orta kvadratik mənada yığılırsa, onda bu ardıcıllıq həmin 

funksiyaya ölçüyə görə də yığılır. 

İsbatı. İstənilən 0  ədədi götürək və      ffEA nn  işarə 

edək. Onda  

         
 

 ,222



n

A

n

b

a

n mAdxxfxfdxxfxf

n

   

 olar.  -qeyd olunmuş ədəd olduğundan  
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       
b

a

nn dxxfxfmA
2

2

1


  

 alarıq. Buradan n  şərtində   0nmA  olduğunu alırıq. Bu isə 

ardıcıllığın ölçüyə görə yığılması deməkdir. Teorem isbat olundu. 

Bu teoremdən aşağıdakı nəticə alınır: 

Nəticə: Əgər   xfn  ardıcıllığı  xf  funksiyasına orta kvadratik 

mənada yığılırsa ,onda bu ardıcıllıqdan elə  xf
kn  altardıcıllığı ayırmaq olar ki, 

bu ardıcıllıq  xf -ə sanki hər yerdə yığılsın.  

Qeyd edək ki,   xfn  ardıcıllığının  xf  funksiyasına orta kvadratik 

mənada yığılmasından onun  xf -ə sanki hər yerdə yığılması çıxmır. 

Eləcədə  xfn  ardıcıllığının  xf  funksiyasına istənilən  bax ,  

nöqtəsində yığılan olmasından onun  xf -ə orta kvadratik mənada yığılan 

olması çıxmır. Bunu aşağıdakı misaldan da görə bilərik:  1,0  parçasında 

aşağıdakı ardıcıllığa baxaq:  

n
x

1
0   olduqda   nxfn  ,  1,0  parçasının digər nöqtələrində 

  0xfn  kimi olsun. 

Göründüyü kimi istənilən  1,0x  üçün   0lim 


xfn
n

. 

Eyni zamanda  

    ndxndxxf
n

n

1

0

2
1

0

2
. 

Yəni bu ardıcıllıq   0xf  funksiyasına orta kvadratik mənada yığılmır. 

Teorem 2. Əgər     baLxfn ,2  ardıcıllığı orta kvadratik mənada 

yığılan isə, onda onun limiti yeganədir. 

İsbatı: Əksini fərz edək. Fərz edək ki,  xfn  ardıcıllığının iki müxtəlif 

 xf  və  xg  limitləri vardır. Onda  

gfffgf nn   

bərabərsizliyində ,0,0  gfgf n  
n  olduğunu nəzərə alsaq, 

baxılan bərabərsizliyin sağ tərəfinin sıfra yığıldığını, sol tərəfinin isə mənfi 

olmayan sabit olduğunu alırıq. Nəticədə, gfgfgf  ,0,0  alınır. 

Bu isə fərziyyənin doğru olmadığını göstərir. Deməli limit yeganədir. Teorem 

isbat olundu. 
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Tərif 2. Tutaq ki,     baLxfn ,2  ardıcıllığı verilmişdir. Əgər istənilən 

0  ədədi verildikdə elə N  natural ədədi seçmək olarsa ki, NmNn  ,  

olduqda  mn ff  şərti ödənilsin, bu halda  nf  ardıcıllığı fundamental 

ardıcıllıq adlanır. 

Aşağıdakı teorem doğrudur: 

Teorem 3. Əgər     baLxfn ,2  ardıcıllığı yığılandırsa, onda ardıcıllıq 

fundamentaldır. 

İsbatı: İstanilən 0  ədədi götürək. Tərifə görə elə N  nömrəsi vardır 

ki, Nn   üçün 
2


 ffn . Əgər Nn   və Nm   götürsək, onda  

 mnmn ffffff  

olduğunu alarıq. Bu isə ardıcıllığın fundamental olduğunu göstərir. Teorem 

isbat olundu. 

Bu teoremin tərsi olan teorem də doğrudur. 

Teorem 4 (E.Fişer). Əgər     baLxfn ,2  ardıcıllığı fundamentaldırsa, 

onda o yığılan ardıcıllıqdır.  

İsbatı: Yığılan 


1 2

1

k
k

 sırasını götürək. Hər bir k  üçün elə kn  nömrəsi 

seçək ki, kk nmnn  ,  olduqda  

kmn ff
2

1
  

olsun. Ümumiliyi pozmadan hesab edə bilərik ki, 

...... 1321  kk nnnnn .  

Bu halda 
knn kk

ff
2

1
1




 olar. Buradan 





1
1

k
nn kk

ff  olduğunu alarıq.  

kkkk nn

b

a

nn ffabdxff 
 11

 

bərabərsizliyinə görə 







1
1

k

b

a

nn dxff
kk  sırasının da yığılan olduğunu alarıq.  

Buradan  

     







1
11

k
nnn xfxfxf

kk
 

sırasının, eləcə də  
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      







1
11

k
nnn xfxfxf

kk
 

sırasının  ba,  parçasında sanki hər yerdə yığılan olduğunu alırıq. Sonuncu 

sıranın yğılması sonlu  xf
kn

n 
lim  limitinin varlığına ekvivalentdir. 

Aşağıdakı kimi  xf  funksiyası daxil edək. Bu funksiya sonlu 

 xf
kn

n 
lim  limitinin olduğu bütün nöqtələrdə həmin limitə, limitin olmadığı 

yaxud sonsuzluğa bərabər olduğu bütün nöqtələrdə isə sıfra bərabər götürülür. 

Bu qayda ilə təyin edilən  xf  funksiyası ölçüləndir və  ba,  parçasında sanki 

hər yerdə    xfxf
kn   olur.  

İndi göstərək ki,  xf  funksiyası  xfn  ardıcıllığının orta kvadratik 

mənada limitidir və    .,2 baLxf   Şərtə görə istənilən 0  ədədi verildikdə 

elə N  nömrəsi vardır ki, NmNn  ,  olduqda  mn ff .  

Elə 0k  nömrəsi seçək ki, Nnk 
0

 olsun. Onda istənilən Nn   üçün 

0kk   olduqda 

     22


b

a

nn dxxfxf
k  

olar. Buradan k  şərtində limitə keçsək  

     22


b

a

n dxxfxf  

alarıq. 

Bu bərabərsizlikdən       baLxfxfn ,2  olduğunu alırıq. Eyni 

zamanda    baLxfn ,2  olduğunu nəzərə alsaq,  

       xfxfxfxf nn   

bərabərsizliyindən    baLxf ,2  olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu. 

Qeyd.  İsbat olunmuş bu teorem  baL ,2  fəzasının tamlıq xassəsini ifadə 

edir. Bu teorem riyazi analiz kursunda ədədi ardıcıllığın yığılması üçün məlum 

Bolsano-Koşi meyarının analoqudur. Bolsano-Koşi meyarı isə ədəd oxunun 

kəsilməzlik xassəsinə malik olduğunu göstərir. 

Tərif 3. Tutaq ki,  baLA ,2  hər hansı alt çoxluqdur. Əgər  baL ,2  

fəzasına daxil olan hər bir funksiya A  çoxluğuna daxil olan hər hansı 

ardıcıllığın orta kvadratik mənada limiti olarsa, onda A  çoxluğuna  baL ,2  

fəzasında hər yerdə sıx çoxluq deyilir. 
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Bu tərifi başqa formada aşağıdakı kimi də ifadə etmək olar:  baLA ,2  

çoxluğunun hər yerdə sıx olması üçün zəruri və kafi şərt istənilən    baLxf ,2  

və istənilən 0  üçün elə Axg )(  funksiyasının varlığıdır ki,  gf  

olsun. 

 baL ,2  fəzasında hər yerdə sıx olan funlsiyalar sistemini göstərən 

aşağıdakı mühüm teoremi də qeyd edək.  

Teorem 5. Aşağıda göstərilən funksiyalar sistemindən hər biri  baL ,2  

fəzasında hər yerdə sıxdır: 

1)  ba,  parçasında ölçülən və məhdud funksiyalardan ibarət olan 

 baM ,  çoxluğu,  

2)  ba,  parçasında kəsilməz funksiyalardan ibarət olan  baC ,  çoxluğu,  

3) bütün çoxhədlilərdən ibarət olan funksiyalar sinfi, 

4) pilləvari funksiyalar sinfi,  

5)  ba,  parçası   ,  olduğu halda bütün triqonometrik çoxhədlilər 

çoxluğu. 

Tərif 4.  Tutaq ki,     baLxfn ,2  ardıcıllığı və    baLxf ,2  

funksiyası verilmişdir. Əgər istənilən    baLxg ,2  funksiyası üçün  

        


b

a

b

a

n
n

dxxgxfdxxgxflim  

bərabərliyi doğru olarsa, onda deyirlər ki,  xfn  ardıcıllığı  xf  funksiyasına 

zəif yığılandır.  

 Ardıcıllığın orta kvadratik və zəif yığılmaları arasında əlaqəni göstərən 

aşağıdakı teoremi qeyd edək:  

Teorem 6. Əgər    baLxfn ,2  ardıcıllığı    baLxf ,2  funksiyasına orta 

kvadratik mənada yığılandırsa, onda bu ardıcıllıq  xf  funksiyasına eyni 

zamanda zəif yığılandır. 

İsbatı:    baLxg ,2  funksiyasını götürək. 

Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyini tətbiq etməklə alarıq:  

              


























 
b

a

n

b

a

b

a

n dxxfxfdxxgdxxfxfxg
22

2

, 

Buradan n

 

şərtində 

        0  ffgdxxfxgdxxfxg n

b

a

b

a

n  

olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 
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6.7.  baL ,2  fəzasında ortoqonal sistemlər.  

Ortonormal sistemə görə Furye sırası.  

Qapalı və tam sistemlər. 

 

Tərif 1.  ba,  parçasında təyin edilmiş  xf  və  xg  funksiyaları üçün 

    0
b

a

dxxgxf  olarsa, onda bu funksiyalar  ba,  parçasında ortoqonal 

funksiyalar adlanırlar. 

Tərif 2.  ba,  parçasında verilmiş  xf  funksiyası   12 
b

a

dxxf  şərtini 

ödəyərsə, ona  ba,  parçasında normallaşmış funksiya deyilir.  

Tərif 3.  ba,  parçasında verilmiş      ,...,, 321 xexexe  funksiyalar 

sisteminə daxil olan hər bir funksiya normallaşmış, istənilən iki müxtəlif 

funksiya isə ortoqonal olarsa, onda bu sistemə ortonormal funksiyalar sistemi 

deyilir.  

Başqa sözlə, əgər   xek  sistemi  

   









olduqda,0

olduqda,1

nm

nm
dxxexe

b

a

nm  

şərtini ödəyərsə, ona  ba,  parçasında ortonormal funksiyalar sistemi deyilir.  

Bu tərifdən alınır ki,  ba,  parçasında hər bir ortonormal sistem  baL ,2  

fəzasına daxildir.  

Məsələn,   ,  parçasında verilmiş 

,...
sin

,
cos

...,,
2sin

,
2cos

,
sin

,
cos

,
2

1



nxnxxxxx
                (1) 

funksiyalar sistemi ortonormal sistemdir. 

 Tərif 4. Tutaq ki,   xek  hər hansı ortonormal sistem və 

   baLxf ,2  hər hansı funksiyadır.  

    ,...2,1,   kdxxexfc
b

a

kk  
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ədədlərinə  xf  funksiyasının   xek  sisteminə nəzərən Furye əmsalları 

deyilir.  


1k
kk xec  sırasına  xf  funksiyasının   xek  sisteminə görə Furye 

sırası deyilir.    



n

k
kkn xecxS

1

 Furye sırasının n -ci xüsusi cəmi adlanır. 

Aşağıdakı sual ortaya çıxır: Furye sırasının n -ci xüsusi cəmi olan  xSn  

funksiyası  xf  funksiyasına nə qədər yaxındır? Başqa sözlə nSf   fərqi nə 

zaman ən kiçik qiymət alar?  

Bu suallara cavab vermək üçün nSf   fərqini qiymətləndirək.  

Əvvəlcə    
b

a

n dxxSxf
 və  

b

a

n dxxS 2
 inteqrallarını hesablayaq: 

         



n

k
k

n

k

b

a

nk

b

a

n cdxxxfcdxxSxf
1

2

1



 

       



n

k
k

ki

b

a

kiki

b

a

n cdxxxccdxxS
1

2

,

2   

Bunları nəzərə alsaq, alarıq:  

          
b

a

nnn dxxSxSxfxfSf 222
2

 

  



n

k
k

b

a

cdxxf
1

22  

Son nəticədə alarıq:  

.
1

222




n

k
kn cfSf

                                    

 (2) 

(2) bərabərliyi Bessel bərabərliyi adlanır. 

0 nSf

 

olduğundan 0
1

22




n

k
kcf  yaxud 

2

1

2 fc
n

k
k 



 alarıq. 

Bərabərsizliyin sağ tərəfi n -dən asılı deyildir. Onda bu bərabərsizlikdə n  

şərtində limitə keçsək  

2

1

2 fc
k

k 




                                                 (3) 

olar. Bu bərabərsizliyə Bessel bərabərsizliyi deyilir. Bu bərabərsizlik göstərir 

ki, ortonormal sistemə görə Furye sırasının əmsallarının kvadratlarından 

düzəlmiş sıra həmişə yığılan sıradır. 

Əgər xüsusi halda (3) bərabərsizliyində bərabərlik olarsa, yəni 
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2

1

2 fc
k

k 




                                                  (4) 

olarsa, ona Parseval bərabərliyi deyilir. 

(2) Bessel bərabərliyindən və (4) Parseval bərabərliyindən istifadə etsək 

0lim 


n
n

Sf                                              (5) 

olduğunu alarıq. Sonuncu (5) bərabərliyi onu göstərir ki,  xf  funksiyasına 

uyğun düzəldilmiş Furye sırasının  xSn  xüsusi cəmlər ardıcıllığı orta 

kvadratik mənada  xf  funksiyasının özünə yığılır. 

Tərif 5. Əgər  baL ,2  fəzasından götürülmüş istənilən  xf  funksiyası 

üçün Parseval bərabərliyi ödənərsə, onda   xen  ortonormal sistemi qapalı 

sistem adlanır. 

Teorem 1 (V.A.Steklov-K.Severini). Tutaq ki, A   baL ,2  fəzasında hər 

yerdə sıx olan hər hansı funksiyalar sistemidir. Əgər A  sinfinə daxil olan hər 

bir funksiya üçün Parseval bərabərliyi doğrudursa, onda   xek  funksiyalar 

sistemi qapalıdır. 

İsbatı:    baLxf ,2  funksiyasını götürək və    



n

k
kkn xecfS

1

 ilə 

uyğun Furye sırasının n -ci xüsusi cəmini işarə edək. 

Asanlıqla görə bilərik ki,  fSn  aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

1)    fSkkfS nn  , 

2)      2121 fSfSffS nnn  ,  

3)   ffSn  . 

1) və 2) xassələri Furye əmsallarının tapılması üsulundan asınlıqla alınır. 

3) bərabərsizliyinin doğru olması  

    2

1

222
fcdxxSfS

n

k
k

b

a

nn  


 

münasibətlərindən alınır. 

İxtiyari 0  ədədini və    baLxf ,2  funksiyasını götürək. A  çoxluğu 

 baL ,2 -də hər yerdə sıx olduğundan elə   Axg   tapmaq olar ki, 
3


 gf  

olsun. 

Aşağıdakı bərabərsizliyi yaza bilərik  

       fSgSgSggffSf nnnn  . 

Sag tərəfdəki üçüncü həddi qiymətləndirək: 
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     
3


 fgfgSfSgS nnn , 

 xg  funksiyası üçün qapalılıq doğru olduğundan elə 0n  tapa bilərik ki, 0nn   

olduqda  
3


 gSg n  olsun. Onda son nəticədə 0nn   üçün  

    


 fSffSf nn ,
333

 

olduğunu alarıq. Bu isə istənilən    baLxf ,2  üçün qapalılıq şərtinin doğru 

olduğunu göstərir. Teorem isbat olundu. 

Bu teoremdən aşağıdakı nəticələr alınır. 

Nəticə 1.  Əgər qapalılıq düsturu ,...,...,,,1 2 nxxx  funksiyalarından hər 

biri üçün doğru olarsa, onda   xen  sistemi qapalı sistem olar. 

Doğrudan da ixtiyari   m
mxaxaxaaxP  ...2

210  çoxhədlisini götürək. 

Onda 

       m
nmnnn xSaxSaSaPS  ...1 10  

olduğundan alarıq:  

   



m

k

k
n

k
kn xSxaPSP

0

. 

Bu bərabərsizliyin sağ tərəfindəki hədlərdən hər biri şərtə görə n  

şərtində sıfra yaxınlaşır. Onda   0 PSP n  olduğunu da alırıq. Bu o 

deməkdir ki, istənilən çoxhədli üçün qapalılıq şərti doğrudur. Veyerştrassın 

məlum teoreminə görə bütün çoxhədlilər çoxluğu  baL ,2  fəzasında hər yerdə 

sıx olduğundan teorem 1-ə görə   xen -in  baL ,2 -də qapalı sistem olduğunu 

alarıq.  

Aşağıdakı sual ortaya çıxır. Ümumiyyətlə qapalı sistem varmı?  

Nəticə2.   ,2 L  fəzasında 








,...
sin

,
cos

,...,
sin

,
cos

,
2

1



nxnxxx
 

triqonometrik sistemi qapalı sistemdir.  

Bunun üçün qapalılıq şərtinin istənilən  

  



n

k
kkn kxbkxaaxT

1
0 sincos                                 (6) 

triqonometrik çoxhədlisi üçün doğru olduğunu göstərmək kifayətdir. Bunu 

göstərmək üçün (6) bərabərliyinin hər tərəfini  xTn -ə vurub,   ,  

parçasında inteqrallamaq lazımdır. 
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Bu halda    



n

k
kkn baadxxT

1

222
0

2




 qapalılıq şərtinin ödənməsini 

alarıq.  

Teorem 2 (F.Riss-E.Fişer). Tutaq ki,   xen   ba,  parçasında 

ortonormal sistemdir. Əgər ,...,...,, 21 nccc  ədədləri üçün 

 


1

2

k
kc                                                    (7) 

şərti ödənilərsə, onda elə    baLxf ,2  funksiyası vardır ki,  

1) ,...,...,, 21 nccc  ədədləri  xf  funksiyasının   xek sisteminə görə Furye 

əmsallarıdır. 

2)  xf  funksiyası üçün qapalılıq şərti doğrudur. 

İsbatı:    



n

k
kkn xecxS

1

 cəmini düzəldək. Əvvəlcə göstərək ki, 

     ,...,...,, 21 xSxSxS n  ardıcıllığı fundamental ardıcıllıqdır. nm   hesab edərək 

nm SS   fərqini hesablayaq:  

        












m

nk
k

ki

b

a

kiki

b

a

m

nk
kknm cdxxxccdxxecSS

1

2

,

2

1

2
 . 

(7) şərtinə görə istənilən 0  ədədi verildikdə  N  elə nömrəsi tapmaq 

olar ki, Nnm   olduqda 
2

1

2 


nk
kc  olar. Nəticədə  nm SS , yəni  nS  

ardıcıllığının fundamental olduğunu alırıq.  

 baL ,2  fəzası tam olduğundan elə    baLxf ,2  funksiya vardır ki, 

 nfSn ,0 . 

Göstərək ki,  xf  tələb edilən funksiyadır. 

Yuxarıda § 6.5-də isbat edilmiş teorem 6-ya görə  nS  ardıcıllığının eyni 

zamanda  xf -ə zəif mənada yığılan olduğunu göstərmək olar. Yəni, istənilən 

   baLxg ,2  üçün  

        


b

a

b

a

n
n

dxxgxfdxxgxSlim . 

Xüsusi halda, bu bərabərlikdə    xexg i  qəbul etsək alarıq:  

       



b

a

in
n

b

a

i dxxexSdxxexf lim . 

Əgər in   olarsa, bu halda  
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        ,
1

i

b

a

i

n

k
kk

b

a

in cdxxexecdxxexS 







  



 

buradan     i

b

a

i cdxxexf   alarıq. Yəni ic  ədədləri  xf  funksiyasının   xei  

sisteminə görə Furye əmsallarıdır. 

Eləcədə,  xSn   xf  funksiyasına uyğun Furye sırasının xüsusi cəmləri 

olduğundan 0 fSn  şərti  xf  üçün qapalılıq şərtinin ödəndiyini 

göstərir. Teorem isbat olundu. 

Qeyd.  Riss-Fişer teoremin şərtlərini ödəyən funksiya yeganədir. 

Doğrudan da, əgər teoremin şərtlərini ödəyən iki müxtəlif  xf  və  xg  

funksiyaları olarsa, onda birinci şərtə görə bu funksiyalar eyni Furye 

əmsallarına malik olardı, yəni onlara eyni Furye sırası uyğun olardı. İkinci 

şərtdən isə gSfS nn  ,  olması alınardı. Bu halda isə gf   olduğunu 

alarıq. Deməli, teoremin şərtini ödəyən funksiya yeganədir. 

Tərif 6. Tutaq ki,   xk   ba,  parçasında təyin olunmuş  baL ,2 -yə 

daxil olan funksiyalar sistemidir. Əgər  baL ,2  fəzasında bu sistemin bütün 

funksiyalarına ortoqonal olan sıfırdan fərqli heç bir funksiya olmazsa, onda bu 

sistemə tam sistem deyilir.  

Qeyd edək ki, bu tərifdə   xk  sisteminin ortoqonal olması şərti 

qoyulmur. 

Yuxarıda isbat edilmiş Riss-Fişer teoreminin birinci şərtini ödəyən 

funksiyanın yeganə olması üçün zəruri və kafi şərt verilmiş ortoqonal   xek  

funksiyalar sisteminin tam sistem olmasıdır.  

Doğrudan da, əgər bu sistem tam olarsa və  xf ,  xg  funksiyaları eyni 

Furye əmsallarına malik olardısa, onda 

        ,...3,2,1,   kdxxexgdxxexf
b

a

k

b

a

k  

olardı. Buradan  

       ,...3,2,1,0  kdxxexgxf
b

a

k  

bərabərliyinə əsasən    xgxf   funksiyası sistemin bütün funksiyalarına 

ortoqonal olduğundan eyniliklə sıfra bərabər olardı, yəni 

       xgxfxgxf  ,0 . 

Əksinə, əgər   xek  sistemi tam olmazsa və  xh  sıfırdan fərqli, sistemin 

bütün funksiyalarına ortoqonal olan funksiya olarsa, onda bu funksiya üzərinə 
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teoremin birinci şərtini ödəyən hər hansı funksiya əlavə etsək, yenə də həmin 

şərti ödəyən  xf -dan fərqli funksiya alardıq.  

Aşağıda qeyd olunan teorem ortonormal sistemlər üçün qapalı və tam 

sistem anlayışlarının eyni olduğunu göstərir.  

Teorem 3. Ortonormal   xek  
funksiyalar sisteminin tam olması üçün 

zəruri və kafi şərt onun qapalı olmasıdır.  

İsbatı. Tutaq ki,   xek  sistemi qapalıdır. Əgər hər hansı    baLxf ,2  

funksiyası sistemin bütün funksiyalarına ortoqonal olarsa, onda alarıq ki,  xf

-in bütün Furye əmsalları sıfra bərabərdir. 

Bu halda qapalılıq şərtinə görə ,0
1

22
 



k
kcf    0,0  xff

 

alarıq. 

Bu isə sistemin tam olması deməkdir.  

Əksini fərz edək ki,   xek  sistemi tamdır. 

Tutaq ki, hər hansı    baLxg ,2  funksiyası üçün qapalılıq şərti 

ödənmir. Onda 
2

1

2 gc
k

k 




 olar. 

Burada    
b

a

kk dxxexgc   xg  funksiaysının Furye əmsallarıdır. Riss-

Fişer teoreminə görə elə  xf  funksiyası tapmaq olar ki,  

    ,
b

a

kk dxxexfc

 






1

22

k
kcf  

şərtləri ödənilir. 

Bu halda alırıq ki,  

       ,...3,2,1,0  kdxxexgxf
b

a

k  

yəni,    xgxf   funksiyası sistemin bütün funksiyalarına ortoqonaldır. 

Sistem tam olduğu üçün        xgxfxgxf  ,0  olmalıdır. Bu isə 

gf   şərtinə ziddir. Teorem isbat olundu. 

Nəticə. Əgər   x  isə, onda triqonometrik funksiyalar sistemi tam 

sistemdir. 
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6.8.   1,, pbaLp  fəzası. 

Tərif 1.  ba,  parçasında təyin edilmiş ölçülən  xf  funksiyası  

  1,  pdxxf
b

a

p

                                      

 (1) 

şərtini ödəyərsə, ona p  dərəcədən cəmlənən funksiya deyilir.  ba,  parçasında 

p  dərəcədən cəmlənən bütün funksiyalar çoxluğu  baLp ,  kimi işarə edilir. 

Xüsusi halda 1p  olduqda  baL ,1  fəzasını alırıq.  

Teorem 1. 1p  dərəcədən cəmlənən funksiya cəmlənəndir, yəni 

   baLbaLp ,, 1 . 

İsbatı:     AEBfEAbaE  ,1,,  işarə edək. A  çoxluğunda 

 xf  ölçülən və məhdud olduğundan onun cəmlənən olması aydındır. B -

çoxluğunda isə     p
xfxf   olduğundan (1) şərtindən  xf -in cəmlənən 

olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 2.  baLp ,  fəzasına daxil olan funksiyaların cəmi də bu sinifə 

daxildir. 

İsbatı: Tutaq ki,  xf  və  xg  funksiyaları  baLp , -yə daxil olan 

funksiyalardır.  

    AEBgfEAbaE  ,,,  işarə edək. Ax  nöqtələri üçün  

           ppp
xgxgxfxgxf 2 , 

buradan  

       
A

pp

A

p
dxxgdxxgxf 2 . 

Eyni qayda ilə     
B

p
dxxgxf  olduğunu da göstərmək olar. 

Nəticədə     .
b

a

p
dxxgxf  

Eləcədə  baLxf p ,)(   olduqda istənilən k  sabiti üçün 

 baLxfk p ,)(   olduğunu almaq olar. Teorem isbat olundu. 
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Tutaq ki, 1p . 
1


p

p
q  ədədinə p  ilə qoşma olan dərəcə deyilir. 

Göründüyü kimi p  və q  arasında 1
11


qq
 münasibəti vardır. p  və q  

qarşılıqlı qoşma dərəcələr adlanırlar. 2p  olduqda 2q  olur. Bu dərəcələr 

öz-özünə qoşma dərəcələrdir (Öz-özünə qoşma dərəcəli funksiyaların daxil 

olduğu  baL ,2  fəzası digər  baLp ,  fəzalarının malik olmadığı bir çox 

xassələrə malikdirlər). 

Teorem 3. Əgər  ,,)( baLxf p   baLxg q ,)(  isə, belə ki, p  və q  

qarşılıqlı qoşma ədədlərdir, bu halda    xgxf   hasili cəmlənən funksiyadır və 

aşağıdakı bərabərsizlik doğrudur:  

       
qb

a

qpb

a

p
b

a

dxxgdxxfdxxgxf

11






















 

                 

 (2) 

İsbatı: Tutaq ki, )0()(.10  xxxx  
 funksiyasına baxaq. 

 1)( 1   xx  funksiyası 10  x  olduqda müsbət, 1x  olduqda isə mənfi 

qiymətlər alır. Onda funksiya ən böyük qiymətini 1x  nöqtəsində alır. Ona 

görə də   1)1()(x .  

Buradan alırıq ki, 0x  olduqda 

 .1   xx                                             (3) 

Tutaq ki, A  və B  müsbət ədədlərdir. Əgər (3) bərabərsizliyində 
B

A
x   

qəbul etsək və alınmış bərabərsizliyi B -yə vursaq, nəticədə alarıq:  

BABA )1(1   
 

Tutaq ki, p  və q  teoremin şərtində qeyd olunmuş qarşılıqlı qoşma 

dərəcələrdir. Əgər 
qp

1
1,

1
   qəbul etsək, onda 

q

B

p

A
BA qp 

11

                                                 (4)  

alarıq.  

 
b

a

p
dxxf

  

və  
b

a

q
dxxg  inteqrallarından hər biri müsbər olduğundan 
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 p

b

a

p
dxxf

xf
x




)(

)( , 

 q

b

a

q
dxxg

xg
x




)(

)( , 

funksiyalarını təyin edə bilərik.  

Əgər (4) bərabərsizliyində   p
xA  ,  q

xB   yazsaq, onda alarıq:  

   
   

q

x

p

x
xx

qp


                                       (5) 

Bu bərabərsizlikdən    xx    hasilinin, eləcədə    xgxf   hasilinin 

cəmlənən olduğunu alırıq.  

Bundan əlavə  

    
b

a

q
b

a

p
dxxdxx   

olduğunu nəzərə alsaq və (5) bərabərsizliyini inteqrallasaq, nəticədə  

    ,1
11


qp
dxxx

b

a

  

alırıq. Buradan  

    

       
qb

a

qpb

a

p
b

a

dxxgdxxfdxxgxf

11






















  . 

Alınmış bu son bərabərsizlik Hölder bərabərsizliyi adlanır. Bu 

bərabərsizlik 2p  olduqda Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyinə çevrilir. 

Teorem 4. Əgər   )1(,)(),(  pbaLxgxf p  isə, onda 

       
pb

a

ppb

a

ppb

a

dxxgdxxfdxxgxf

111

































 

                   

(6) 

İsbatı: 1p  olduqda teoremin doğruluğu aydındır.  

Tutaq ki, 1p  və q  onunla qoşma olan ədəddir. Teorem 2-yə əsasən 

   baLxgxf p ,)()(  . Buradan  baLxgxf q
q

p

,)()(   olması alınır. Onda 

teorem 3-ü tətbiq etməklə alarıq:  

            .q

b

a

p
p

b

a

p
b

a

q

p

dxxgxfdxxfdxxgxfxf                 (7) 

Analoji üsulla  
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           q

b

a

p
p

b

a

p
b

a

q

p

dxxgxfdxxgdxxgxfxg                    (8)  

olduğunu da ala bilərik. 

Əgər 
q

p
p 1  olduğunu nəzərə alsaq aşağıdakı bərabərsizliyin doğru 

olduğunu alarıq: 

           

            q

p

q

p

q

p
p

xgxfxgxgxfxf

xgxfxgxfxgxf




 

Bu bərabərsizlikdən və (7), (8) münasibətlərindən alarıq: 

        












  q

b

a

p
p

b

a

p
b

a

p
dxxgdxxfdxxgxf

 

   q

b

a

p
dxxgxf   

Bərabərsizliyin hər tərəfini    
qb

a

p
dxxgxf

1











 -yə bölsək (6) 

bərabərsizliyini alarıq. Teorem isbat olundu. 

(6) Minkovski bərabərsizliyi adlanır. 2p  olduqda məlum Koşi-

Bunyakovski bərabərsizliyini alırıq.  

Tərif 2. Tutaq ki,  baLxf p ,)(  .  

 
pb

a

p
dxxff

1











   

ədədinə  xf  funksiyasının norması deyilir. 

Asanlıqla görmək olar ki, bu qayda ilə təyin edilən normanın bütün 

şərtlərini ödəyir.  

I.  0,0  ff  halı yalnız və yalnız  xf    olduqda mümkündür.  

II. İstənilən c  sabiti üçün fccf  . 

III. İstənilən  xf  və  xg  üçün gfgf  . 

 baLp ,  ( 1p ) çoxluğunda bu şərtləri ödəyən normanın olması həmin 

çoxluqda funksiyalar arasında məsafənin norma vasitəsilə tapılmasına imkan 

verir.  
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   
pb

a

p
dxxgxfgfgf

1

),( 









   

kəmiyyətinə  xf  və  xg  funksiyaları arasında məsafə deyilir.  Məsafənin 

varlığı bu çoxluqda ardıcıllığın limiti anlayışını da daxil etməyə imkan verir.  

Tərif 3. Tutaq ki,    baLxf pn ,)(  ,  baLxf p ,)(  . Əgər 

    0lim 


b

a

p

n
n

dxxfxf  şərti ödənilərsə, onda deyirlər ki,  xfn  ardıcıllığı 

 xf -ə p  dərəcədən orta mənada yığılır. 

 baL ,2  fəzasında olduğu kimi, göstərmək olar ki, hər hansı ardıcıllığın 

p  dərəcədən orta mənada yığılmasından bu ardıcıllığın ölçüyə görə (eyni 

limitə) yığılması da alınır. Eləcədə p  dərəcədən orta mənada yığılma zamanı 

limitin yeganəliyi və normanın kəsilməzliyi xassələri də doğru olur.  baL ,2  

fəzasında olduğu kimi  baLp ,  fəzasında da ardıcıllığın fundamentallığı 

anlayışı vermək olar. İsbat etmək olur ki, ardıcıllığın p  dərəcədən orta mənada 

yığılan olması üçün zəruri və kafi şərt bu ardıcıllığın fundamental olmasıdır. 

Eləcədə, ölçülən və məhdud funksiyalardan ibarət olan  baM , , kəsilməz 

funksiyalardan ibarət  baC , , bütün çoxhədlilərdən ibarət olan P , pilləvari 

funksiyalardan ibarət olan S  çoxluğu və nəhayət 2 ab  olduqda bütün 

triqonometrik çoxhədlilər çoxluğu  baLp ,  fəzasında hər yerdə sıx alt 

çoxluqlardır. 

Tərif 4. Tutaq ki,    baLxf pn ,)(  ,  baLxf p ,)( 
 

1p  verilmişdir. 

Əgər istənilən  ,,)( baLxg q 







 1

11

qp
 funksiyası üçün  

 


b

a

b

a

n
n

dxxgxfdxxgxf )()()()(lim

                               

 (9) 

şərti ödənilərsə, onda deyirlər ki,  xfn  ardıcıllığı  xf -ə zəif mənada 

yığılandır. 

Hölder bərabərsizliyindən istifadə etməklə p  dərəcədən orta mənada 

yığılan funksiyalar ardıcıllığının zəif mənada yığılan olmasını da göstərə 

bilərik.  

1p  olduğu halda qoşma dərəcə olmadığı üçün bu halda zəif yığılma 

dedikdə (9) bərabərliyinin istənilən ölçülən məhdud  xg  funksiyası üçün 
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ödənməsi şərti tələb edilir. Bu halda da birinci dərəcə orta yığılmadan zəif 

mənada yığılma alınır. 

 

 

6.9.  baLp ,  Lebeq fəzalarına aid məsələ həlli 

 nümunələri və çalışmalar. 

 

1. İsbat edin ki,  baLp ,  xətti fəzadır. 

İsbatı: Məlum oluğu kimi  baLp ,  1p  fəzası  ba, parçasında ölçülən, 

sanki hər yerdə sonlu olan və   
b

a

p
dxxf  şərtini ödəyən funksiyalardan 

ibarət çoxluqdur. 

Əvvəlcə göstərək ki, əgər   ,
b

a

p
dxxf    

b

a

p
dxxg

 şərti ödənirsə, yəni 

     baLxgxf p ,,   isə, onda       .,baLxgxf p
 Bunun üçün 

    
b

a

p
dxxgxf  olduğunu göstərmək lazımdır. 

Əgər  bax ,  nöqtəsində    xgxf   olarsa, onda  

               .22
pppppp

xfxgxgxgxfxgxf 
 Əgər    xfxg   

olarsa, yenə də  

          .22
ppppp

xgxfxfxgxf   

Beləliklə bütün  bax ,  üçün  

        .2
pppp

xgxfxgxf   

Buradan       baLxgxf p ,  alırıq. 

Toplama əməlinin kommutativlik, assosativlik xassələrinin ödənməsi 

aydındır. Çoxluğun sıfır elementi  ba,  parçasında sıfır funksiyaya ekvivalent 

olan funksiyadır. Hər bir  xf  elementinin əksi olan  xf  elementidə vardır.  

İstənilən   ədədi üçün  

     
b

a

pp
b

a

p
dxxfdxxf   

münasibətindən    baLxf p ,  olması alınır və ədədə vurmanın bütün 

xassələri ödənir. Deməli  baLp ,  xətti fəzadır.  
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2. Göstərin ki, 

1

2 1
ln













x
xy  funksiyası 









2

1
;01L  fəzasına daxildir, 

amma 1p  olduqda heç bir 








2

1
,0pL  fəzasına daxil deyildir. 

Əvvəlcə verilmiş funksiyaya 








2

1
;0  yarımintervalında baxaq. Bu 

yarımintervalda funksiya kəsilməzdir və sonludur. Onda baxılan funksiya 










2

1
;0  parçasında ölçüləndir və sanki hər yerdə sonludur. Göstərək ki, funksiya 










2

1
;0  parçasında Lebeq mənada inteqrallanandır. Bunun üçün verilmiş 

funksiyanın qeyri-məxsusi  

 
2

1

0
2

2

1

0 2 ln1
ln xx

dx

x
x

dx
 

inteqralının yığılan olduğunu göstərmək lazımdır.  

.
2ln

1

ln

1

ln1
ln

2

1

0

2

1

0
2

2

1

0 2

 
xxx

dx

x
x

dx

 

Buradan   









2

1
,01Lxf  olduğunu alırıq.  

İndi isə funksiyanın 1p  olduqda

 

heç bir 








2

1
;0pL

 fəzasına daxil 

olmadığını göstərək. 

Bunun üçün 
2

1

0
2ln xx

dx
pp

 qeyri-məxsusi inteqralının bütün 1p  üçün 

dağılan olduğunu göstərmək lazımdır.  

Bu məqsədlə elə 0  seçək ki, 1p  olsun. Lopital qaydasını tətbiq 

etməklə görərik ki, 0lnlim 2

0



xx p

x


 . Ona görə də kifayət qədər kiçik 

 ,0x  qiymətlərində 
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








pp

p

pp xx

xx

xx

1ln

ln

1 2

2  

 doğrudur.  

 




0

px

dx
 inteqralı dağılan olduğundan 

2

1

0
22 ln xx

dx
pp

 inteqralının da dağılan 

olduğunu alırıq.  

Nəticədə alırıq ki, ,
2

1
;0

1
ln

1

2




















pL
x

x  1p . 

3. ,   parametrlərinin hansı qiymətlərində  
 

Rx
x

xarctg
xf 


 ,

1 2 



 

funksiyası   1, pRLp  fəzasına daxil olar? 

Həlli: Baxılan funksiya ölçülən və sonlu funksiyadır. Funksiyanın  , -

nın hansı qiymətlərində  RLp -ə daxil olduğunu göstərmək üçün qeyri-

məxsusi  

 
 

 



 


 0
22 1

2
1

dx
x

xarctg
dx

x

xarctg
p

p

p

p









 

 inteqralının yığılan olduğunu göstərmək lazımdır. 

Göründüyü kimi 0x  və x  nöqtələrində məxsusiyyət vardır. 0x  

olduqda 0  şərtində 
 

  p

p

x

xarctg




21
 

p

p

x
x








1
 olduğundan baxılan inteqral 

0x  nöqtəsi ətrafında yalnız 
p

1
  şərtində yığılandır. 1  olduqda 0x  

nöqtəsi ətrafında inteqralaltı funksiya kəsilməz olduğundan inteqral yenə də 

yığılandır. Deməli 
p

1
  qiymətlərində istənilən   üçün inteqral 0x  

ətrafında yığılan olar. 

x  olduqda  

 

  p

p

x

xarctg




21
 

p

p

x 




2

1

2









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 olduğundan baxılan qeyri məxsusi inteqral x  nöqtəsi ətrafında 
p2

1
  

olduqda yığılır.  

Onda alırıq ki, baxılan funksiya yalnız ,
2

1

p
  

p

1


 

qiymətlərində 

 RLp  fəzasına daxildir.  

4. İsbat edin ki, 1 pr  olduqda    baLbaL pr ,,  . Eyni zamanda 

göstərin ki,  xfn  ardıcıllığı  baLr ,  fəzasında  xf -ə yığılırsa, onda  baLp ,  

fəzasında da   xf -ə yığılır.  

İsbatı: Tutaq ki,  baLxf r ,)(  . Onda   p
xf  funksiyası  baL pr ,  

fəzasına daxildir, çünki 

     
b

a

b

a

pp
dxxfdxxf

22

. 

 ba,  sonlu parça olduğundan istənilən 1q  üçün   1xg  funksiyası 

 baLq , -yə daxildir. q  ədədini 
p

r
-yə qoşma olan ədəd götürək, yəni 1

1


r

p

q
, 

yəni 
pr

r
q


 . 

Əgər   p
xf  və  xg  funksiyalarına Hölder bərabərsizliyini tətbiq etsək 

alarıq:  

      

     abdxxfdxxf

rp
b

a

p
b

a

p











   

Buradan  baLxf p ,)(   olduğunu alırıq. 

Bu bərabərsizlikdən  

     
 

 
 baLbaL q

pr

pr

p
xfabxf

,,
)()( 



. 

Əgər    xfxfn   
 
olarsa,  

   
  0lim

,


 baLn
n r

xfxf  

 
 

 baLnbaLn
r

pr

pr

p
xfxfabxfxf

,,
)()()()( 


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bərabərsizliyindən    
 

0lim
,


 baLn
n p

xfxf
 
olması alınar. 

5. İsbat edin ki, əgər    ,,,)( baLbaLxf rp   rp 0 isə, onda 

istənilən  rps ,  üçün  baLxf s ,)(  .  

İsbatı:  xf   ba,  parçasında ölçülən olduğundan 

  1)(;,  xfbaxA  və   1)(;,  xfbaxA ,  BA çoxluqları 

da ölçüləndirlər.  

Göstərək ki, rsp   olduqda  ALxf s)(  və  BLxf s)( . 

Doğrudan da A  və B  çoxluqlarında aşağıdakı bərabərsizliklər doğrudur.  

    Axxfxf
ps

 ,  üçün                                  (*) 

    Bxxfxf
rs

 ,  üçün.                                (**) 

 (*) bərabərsizliyindən və  baLxf p ,)(   olmasından  ALxf p)(  olması 

alındığından  ALxf s)(  olduğunu alırıq. Eləcədə (**) bərabərsizliyindən 

 BLxf s)(  olduğunu alırıq.  

   

      
B

s

A

s
b

a

s
dxxfdxxfdxxf  

bərabərsizliyindən  baLxf s ,)(   olmasını alırıq.  

 6.   və   parametrlərinin hansı qiymətlərində 1)(  pLxf p  olar? 

a) 
 



21
)(

x

x
xf


  ; b) 

 
 



4
1

1ln
)(

x

x
xf




  ;  

v) 


xxxf  11)(  ;  

q) 
 

 41

1ln1
)(

xx

xx
xf










. 

7. Göstərin ki,  

 













olduqda.10,

1
sin

olduqda,0,0

2 x
x

x

x

xf  

funksiyası  1,0  parçasında diferensiallanandır, amma onun törəməsi bu 

parçada Lebeq mənada inteqrallanan deyildir. 
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 Həlli: Əgər 0x  olarsa, .
1

cos
21

sin2)(
22 xxx

xxf 

 
0x olduqda  

 
 

 
0

1
sinlim

1
sin

lim)(
20

2

2

0











 x

x
x

x
x

xf
xx

. 

 Beləliklə verilən funksiyanın  1,0  parçasında diferensiallanandır. 

 Göstərək ki, )(xf   törəməsi  1,0  parçasında Lebeq mənada 

inteqrallanan deyil. Bu məqsədlə  

 









1

0
22

1
cos

21
sin2 dx

xxx
x  

 inteqralının mütləq yığılmasını araşdıraq: 

 Əvvəlcə 
1

0
2

1
sin2 dx

x
x  inteqralına baxaq. İnteqralaltı funksiya  1,0  

parçasında kəsilməz olduğundan bu inteqral həm Riman, həm də Lebeq 

mənada vardır. 

 Göstərək ki, 
1

0
2

1
cos

2
dx

xx
 inteqralı dağılandır. Bu məqsədlə, inteqralda 

t
x


2

1
 əvəzləməsi aparaq.  

 Onda .
cos1

cos
2

1

1

0
2 



 dt
t

t
dx

xx
 Sonuncu inteqral dağılandır. Ona görə 

də )(xf   funksiyası Lebeq mənada inteqrallanan deyildir.  

 8.   və 
 

hansı qiymətlərində 
1

0

sin
dx

x

x




 inteqralı yağılandır? 

 Həlli:  İnteqralda tx 
 əvəzləməsi aparaq. Onda  








0

1

0
1

1

sin1sin
dt

t

t
dx

x

x







. 

11
1







, yəni 1  olduqda inteqral mütləq yığılır.  

Əgər 01,01
1








 olarsa, onda inteqral şərti yığılan 

inteqraldır.  
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VII FƏSİL 

MƏHDUD VARİASİYALI FUNKSİYALAR  

 

7.1. Monoton funksiyalar. Monoton funksiyaların  

kəsilmə nöqtələri haqqında teorem.  

Sıçrayış və Kantor funksiyaları. 

 

Fərz edək ki,  xf   ba,  parçasında təyin edilmiş funksiyadır. 

Tərif. Əgər istənilən  bayx ,,   üçün yx   şərtindən    yfxf   

münasibəti alınarsa, onda  xf  artan funksiya adlanır. Əgər yx   şərtindən 

   yfxf   alınarsa, onda  xf  ciddi artan funksiya adlanır. Analoji olaraq 

əgər yx   şərtindən         yfxfyfxf   alınarsa, bu halda  xf  

azalan (ciddi azalan) funksiya adlanır. Artan və azalan funksiyalar monoton 

(ciddi monoton) funksiyalar adlanır. Aydındır ki, əgər  xf  artan isə, onda 

 xf  azalan funksiyadır. Ona görə də yalnız artan funksiyalara baxmaq 

kifayətdir.  

Baxdığımız bütün monoton funksiyaların sonlu qiymətlər alan 

funksiyalar olduğunu fərz edəcəyik.  

Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında təyin edilmiş artan funksiyadır və 

bxa  0 . 

Məlumdur ki, 0x  nöqtəsindən sağda yerləşən və 0x  nöqtəsinə yığılan hər 

hansı bir ,...,, 321 xxx  ardıcıllığı götürsək, 00 , xxxx nn   bu halda sonlu 

 xf
n 
lim  vardır. Bu limit     bxxxf 0inf  kəmiyyətinə bərabərdir və 

 nx  ardıcıllığının seçilməsindən asılı deyildir. Bunu  00 xf  simvolu ilə 

işarə edirlər. 

Eyni qayda ilə  00 xf  bxa  0  
simvolunu da təyin edə bilərik. 

Göründüyü kimi 

       ,,00 0000 bxaxfxfxf   
       bfbfafaf  0,0 . 

Buradan alınır ki,  xf  funksiyasının 0x  nöqtəsində kəsilməz olması 

üçün zəruri və kafi şərt      00 000  xfxfxf  olmasıdır. Əgər 0x  

nöqtəsi a  və ya b  ilə üst-üstə düşərsə bu halda yalnız  0af  yaxud 

 0bf  birtərəfli limitlərindən danışmaq olar.  

       0000 0;0 xfxfxfxf   ədədləri  xf  funksiyasının 0x  

nöqtəsində uyğun olaraq soldan yaxud sağdan sıçrayışları adlanır. Bu 
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sıçrayışların cəmi olan    00 00  xfxf  kəmiyyətinə  xf  funksiyasının 

0x  nöqtəsindəki sıçrayışı deyilir ( a  və b  nöqtələrində yalnız birtərəfli 

sıçrayışdan danışmaq olar). 

Lemma. Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında artan funksiyadır. Əgər 

nxxx ,...,, 21   ba,  parçası daxilində yerləşən istənilən nöqtələr isə, onda  

          


n

k
kk xfxfafaf

1

000  

        afbfbfbf  0                                    (1) 

doğrudur. 

İsbatı: Fərz edək ki, bxxxa n  ...21 . ,0xa   1 nxb  qəbul 

edək. İstənilən nk ,...,2,1,0  üçün 1 kkk xyx  şərtini ödəyən nyyy ,...,, 10  

ədədlərini götürək. 

Onda aşağıdakı bərabərsizlikləri yaza bilərik:  

         nkyfyfxfxf kkkk ,...,2,1,00 1    
       

       .0

,0 1

nyfbfbfbf

afyfafaf




. 

Bütün bu bərabərsizlikləri tərəf-tərəfə toplasaq (1) münasibətini alarıq. 

Lemma isbat olundu.  

Bu lemmadan aşağıdakı mühüm nəticə alınır: 

Nəticə:  ba,  parçasında verilmiş artan  xf  funksiyasının sıçrayışı 

verilmiş 0  ədədindən böyük olan sonlu sayda kəsilmə nöqtələri ola bilər.  

Doğrudan da, əgər nxxx ,...,, 21  nöqtələri  ba,  parçası  daxilində 

yerləşən, hər birində sıçrayışı 0  ədədindən böyük olan kəsilmə nöqtələri 

isə, onda (1) münasibətinə görə alınır ki,    afbfn   olmalıdır. Bu 

bərabəsizlikdən görünür ki, n  ədədi istənilən qədər böyük ola bilməz, sonlu 

ədəd olmalıdır.  

İndi isə monoton funksiyanın kəsilmə nöqtələrinin sayı haqqında 

aşağıdakı mühüm teoremi qeyd edək. 

Teorem 1.  ba,  parçasında verilmiş monoton artan  xf  funksiyasının 

kəsilmə nöqtələri ən çoxu hesabi sayda ola bilər. Əgər ,...,...,, 21 nxxx   ba,  

daxilində yerləşən kəsilmə nöqtələri olarsa, onda aşağıdakı bərabərsizlik 

doğrudur:  

          


1

000
k

kk xfxfafaf  

        .0 afbfbfbf                                    (2) 
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İsbatı: D  ilə  xf  funksiyasının bütün kəsilmə nöqtələri çoxluğunu, 

kD  ilə sıçrayışı 
k

1
-dan böyük olan kəsilmə nöqtələri çoxluğunu işarə edək. 

Aydındır ki, ......321  nDDDD . 

kD  çoxluqlarından hər biri sonlu olduğundan D  çoxluğu ən çoxu hesabi 

olar.  

(1) bərabərsizliyində sağ tərəf k -dan asılı olmadığı üçün k  şərtində 

limitə keçmək olar. Nəticədə (2) bərabərsizliyini alarıq. Teorem isbat olundu. 

Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında artan funksiyadır. Aşağıdakı kimi  xS  

funksiyası daxil edək.   ,0aS  

             
xx

kk

k

xfxfafafxS 000  

      .,0 bxafxfxf   

 xS  funksiyasına  xf -in sıçrayış funksiyası deyilir.  

Göründüyü kimi  xS  funksiyası da artan funksiyadır. 

Teorem 2.      xSxfx   bərabərliyi ilə təyin edilən  x  funksiyası 

artan və kəsilməz funksiyadır. 

İsbatı: Tutaq ki, byxa  . Əgər (2) bərabərsizliyini  yx,  parçasına 

tətbiq etsək 

       xfyfxSyS                                         (3) 

bərabərsizliyini alarıq. Buradan    ySxS  , yəni  xS  artan funksiyadır. 

Əgər (3) bərabərsizliyində xy  olarsa, onda 

       xfxfxSxS  00                                 (4) 

olduğunu alırıq. 

Digər tərəfdən  xS  funksiyasının təyin olunmasından görünür ki, yx   

olduqda        xSySxfxf 0  doğrudur. Burada da xy  şərtində 

limitə keçsək,  

       xSxSxfxf  00                                  (5)  

olduğunu alarıq. (4) və (5) bərabərsizliklərindən        xSxSxfxf  00 .  

Buradan    xx   0  olduğunu alırıq. 

Eyni qayda ilə    xx  0  bərabərliyini də ala bilərik. 

Buradan      00  xxx   alınır. Yəni  x  kəsilməz 

funksiyadır. Teorem isbat olundu. 
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Kantor funksiyası. Məlum olduğu kimi  xf  funksiyasının  xf   

törəməsi  ba,  parçasında Riman mənada inteqrallanan funksiyası olarsa, bu 

halda  xf  funksiyasını 

       baxdttfafxf
x

a

,,    

bərabərliyi ilə bərpa etmək olar. Lakin misallar qurmaq mümkündür ki, 

funksiyanın  xf   törəməsi Lebeq mənada inteqrallanan olmasına baxmayaraq 

funksiyanın özünü bu törəmə vasitəsilə bərpa etmək mümkün deyildir.  

Belə misallardan biri Kantor funksiyasıdır. Məlum olduğu kimi Kantorun 

0P  mükəmməl çoxluğu  1,0  parçasından ardıcıl olaraq I  addımda 








3

2
,

3

1
 

intervalının, II addımda ,
9

2
,

9

1

















9

8
,

9

7
 intervallarının, III addımda ,

27

2
,

27

1









,
27

8
,

27

7








,

27

20
,

27

19

















27

26
,

27

25
 intervallarının və s. nəticəsində alınan çoxluqdur. 

 x  Kantor funksiyası aşağıdakı kimi qurulur: 

1)   









3

2
,

3

1
,

2

1
xx  olduqda, 

2)  ( )  

{
 
 

 
 

4

1
              ,

9

2
,

9

1








  

4

3
              ,

9

8
,

9

7








  

3)  ( )  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

8

1
              ,

27

2
,

27

1








  

8

3
              ,

27

8
,

27

7









8

5
              ,

27

20
,

27

19









8

7
            









27

26
,

27

25

 

və s. 
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n -ci atılan və uzunlluqları 
n3

1
 olan 12 n  sayda intervallarda  x  

funksiyasının qiymətləri uyğun olaraq 
n

n

nnn 2

12
,...,

2

5
,

2

3
,

2

1 
 kimi təyin edilir.  

Prosesi bu qayda ilə davam etdirməklə bütün atılan intervallarda  x  

funksiyasını təyin edirik.  

Göründüyü kimi  x  atılan intervallardan ibarət   00 1,0 PG   

çoxluğunda hissə-hissə sabit funksiyadır.  x  funksiyasının 0P  çoxluğunda 

aşağıdakı kimi təyin edirik:   ,00    11   və 00 Px   olduqda 

   ,sup0 xx     0, xxGx  . 

Onda  x  funksiyası bütün  1,0  parçasında təyin edilmiş artan funksiya 

olur. 

 x  funksiyasının 0G  çoxluğunda aldığı qiymətlər çoxluğu 

,...
2

12
,...,

2

5
,

2

3
,

2

1
,...,

8

7
,

8

3
,

8

1
,

4

3
,

4

1
,

2

1
n

n

nnn


  1,0  parçasında hər yerdə sıx çoxluq 

olur. 

 x   1,0  parçasında kəsilməz funksiyadır. Doğrudan da, artan  x  

funksiyası hər hansı bir 0x  nöqtəsində kəsilən olarsa, onda onun aldığı 

qiymətlər     00 ,0 xfxf   və ya     00 ,0 xfxf   intervallarından birinə 

düşməz. Bu isə  x  funksiyası üçün ola bilməz.  

Beləliklə,  x  funksiyası  1,0  parçasında kəsilməz, artan funksiyadır və 

00 mP  olduğundan sanki bütün nöqtələrdə   0 x  . 

Bu halda       1010
1

0

   dxx . 

Bu isə onu göstərir ki,  x  funksiyası  x   törəməsi vasitəsilə bərpa 

edilə bilməz. 

 

 

7.2. Məhdud variasiyalı funksiyalar və onların əsas xassələri. 

 

Bu yarımfəsildə monoton funksiyalarla sıx əlaqəsi olan yeni bir 

funksiyalar sinfi ilə, məhdud variasiyalı funksiyalar adlanan funksiyalarla tanış 

olacağıq. 
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Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında təyin olunmuş sonlu qiymətli 

funksiyadır.  ba,  parçasını bxxxxa n  ...210  nöqtələri vasitəsi ilə 

hissələrə bölək və  

   



 

1

0
1

n

k
kk xfxfV  

 cəmini düzəldək.  

Aydındır ki,  ba,  parçasının hər bir bölgüsünə bu şəkildə bir cəm 

uyğundur. 

Tərif 1.  ba,  parçasının bütün bölgülərinə uyğun düzəldilmiş  V  

cəmlər çoxluğunun dəqiq yuxarı sərhəddinə  xf  funksiyasının  ba,  

parçasında tam variasiyası deyilir və  fV
b

a
 kimi işarə edilir. 

Əgər   fV
b

a
 olarsa, onda  xf  funksiyasına sonlu dəyişməyə malik, 

yaxud məhdud variasiyalı funksiya deyilir. 

Məhdud variasiyalı funksiyalar haqqında aşağıda göstərilən mühüm 

teoremləri qeyd edək.  

Teorem 1. Əgər  xf  funksiyası  ba,  parçasında monoton funksiya isə, 

onda  xf  məhdud variasiyalı funksiyadır. 

İsbatı: Tutaq ki,  xf  monoton artan funksiyadır. Onda istənilən 

1,...,1,0  nk  üçün    kk xfxf 1  mənfi olmayan ədədlərdir və  

        afbfxfxfV
n

k
kk  






1

0
1 . 

Buradan      afbffV
b

a
  olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

Tərif 2. Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında təyin edilmiş sonlu funksiyadır. 

Əgər istənilən  bayx ,,   üçün     yxKyfxf   ( K -sabitdir) şərti 

ödənərsə, onda deyirlər ki,  xf  funksiyası Lipşits şərtini ödəyir. 

Əgər  xf  funksiyasının  ba,  parçasının hər bir nöqtəsində məhdud 

törəməsi varsa, onda Laqranj düsturuna görə 

        yxyxfyfxf   ,  və   Kf    olduğundan  xf -in 

Lipşits şərtini ödəməsini alırıq. 
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Əgər funksiya Lipşits şərtini ödəyərsə, onda 

     kkkk xxKxfxf   11  olduğundan    abKfV
b

a
  alarıq. Bu isə  xf  

funksiyasının məhdud variasiyalı olmasını göstərir.  

Qeyd edək ki, istənilən kəsilməz funksiya məhdud variasiyalı deyildir. 

Məsələn,   10,
2

cos  x
x

xxf


 funksiyasına baxaq. Bu funksiya kəsilməz 

olmasına baxmayaraq onun tam variasiyası sonsuzluğa bərabərdir. Bunu 

göstərmək üçün  1,0  parçasının aşağıdakı kimi bölgüsünü götürək və V  

cəmini düzəldək:  

,1
2

1

3

1

2

12

2

1
0 




n

n

n

 

   
n

xfxfV
n

k
kk

1
...

3

1

2

1
1

1

0
1  




 . 

Buradan   fV
1

0
 olduğunu alarıq. 

Başqa bir misala da baxaq:

  























olduqda0,0

olduqda
2

,0,
1

sin
)(

x

n
x

x
x

xf

 

Bu funksiya 










2
,0  parçasında kəsilməz funksiyadır. 











2
,0  parçasının 

    

2

3

2
...

12

2

12

2
0 







nn
 şəklində bölgüsünü götürək və V  cəmini 

düzəldək.  

   
 












 




 0

12

21

0
1

n
xfxfV

n

k
kk



       



























 ...

32

2

12

2

12

2

12

2

nnnn   

.
12

2
...

5

2

3

2
1

22

3

2

3

2

5

2






























n
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Burada 
12

2
...

5

2

3

2
1




n
 cəmi dağılan sıranın n -ci xüsusi cəmi 

olduğundan n  şərtində bu cəm   olur. Ona görə də   fV


2

0
 alırıq. 

Teorem 2.   ba,  parçasında məhdud variasiyalı funksiya məhduddur. 

İsbatı: İstənilən  bax ,  nöqtəsi üçün  

         fVxfbfafxfV
a

a
  

 olduğunu nəzərə alsaq  

               afxfafafafxfxf

       fVafxfbf
a

a
  

     fVafxf
a

a
 . 

Bu isə  xf  funksiyasının məhdud olduğunu göstərir. Teorem isbat 

olundu.  

Teorem 3. Əgər  xf  və  xg  funksiyaları  ba,  parçasında məhdud 

variasiyalı funksiyalar isə, onda onların cəmi, fərqi, hasili və əlavə olaraq 

  0xg  şərti ödəndikdə nisbəti də məhdud variasiyalı funksiyalardır. 

İsbatı:   ba,  parçasının bxxxxa n  ...210  bölgüsünü götürək. 

a) əvvəlcə fərz edək ki,      xgxfxS  . Onda alarıq:  

                kkkkkk xgxfxgxfxSxS 111  

            kkkk xgxgxfxf 11  

       kkkk xgxgxfxf   11 . 

Buradan      gVfVSV
a

a

a

a

a

a
  olduğunu alırıq. 

b)      xgxfxp   işarə edək. Tutaq ki, 
 

 
 

 .sup,sup
,,

xgBxfA
baxbax 

   

Onda alarıq: 

              kkkkkk xgxfxgxfxpxp 111  

                kkkkkk xfxgxgxgxfxf 111  
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              kkkkkk xgxgxfxfxfxg 111  

       kkkk xgxgAxfxfB   11  

Buradan      gVAfVBpV
b

a

b

a

b

a
  və      xgxfxpS   məhdud 

variasiyalı olduğunu alırıq 

c) 
 
 

 
 xg

xf
xg

xf 1
  şəklində yazaraq əvvəlcə   

 xg
xq

1
 -in məhdud 

variasiyalı olduğunu göstərək: 

   
   






kk

kk
xgxg

xqxq
11

1

1  

   
   

    .
1

12
1

1
kk

kk

kk xgxg
xgxg

xgxg





 






 

Buradan    gVqV
b

a

b

a
2

1


  və eyni zamanda  xq -in məhdud variasiyalı 

olmasını alırıq. Nəticədə 
 
 xg

xf
-in məhdud variasiyalı olduğunu alırıq. Teorem 

isbat olundu.  

Teorem 4. Əgər  xf  funksiyası  ba,  parçasında sonlu qiymətli 

funksiya isə və bca   isə, onda  

     fVfVfV
b

c

c

a

b

a
                                             (1) 

İsbatı:  ca,  və  bc,  parçalarından hər birini hissələrə bölək: 

cyyyya m  ...210 , bzzzzc n  ...210 . Onda  ky  və  kz  birlikdə  ba,  

parçasının bölgüsü olar,  

       








 

1

0
12

1

0
11 ,

n

k
kk

m

k
kk zfzfVyfyfV . 

Onda  ba,  parçasına uyğun cəm 21 VVV   olar. Nəticədə  

 fVVV
b

a
 21  olar. Buradan  

     fVfVfV
b

a

b

c

c

a
 .                                           (2) 

alarıq. 
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İndi isə  ba, -parçasının bxxxxa n  ...210  bölgüsünü götürək, 

belə ki, c  nöqtəsi bu bölgü nöqtələrindən biri ilə üst-üstə düşsün: mxc  . 

Onda bu bölgüyə uyğun cəmi iki hissəyə bölə bilərik:  

        21

1

1

1

0
1 VVxfxfxfxfV

n

mk
kk

m

k
kk  









 . 

21 VVV  . 

Burada 1V  və 2V  uyğun olaraq  ca,  və  bc, parçalarına uyğun 

cəmlərdir. 

Bu halda  

   fVfVV
b

c

c

a
                                              (3) 

Bu cəm c  nöqtəsinin bölgü nöqtələrindən biri ilə üst-üstə düşdüyü hal 

üçün yazılmışdır. Bu bölgüyə yeni bölgü nöqtələrinin əlavə olunması zamanı 

V  cəmi azalmadığı üçün bütün bölgülərə uyğun V  cəmləri üçün də (3) 

bərabərsizliyi doğru olar.  

Nəticədə  

     fVfVfV
b

c

c

a

b

a
                                           (4)  

olduğunu alarıq. (2) və (4) bərabərsizliklərindən (1) bərabərliyini alırıq. 

Teorem isbat olundu.  

İsbat olunmuş teoremdən aşağıdakı nəticələr alınır. 

Nəticə 1.  Əgər teoremin şərtləri daxilində  xf  fuksiyası  ba,  

parçasında məhdud variasiyalı isə, onda  ca,  və  bc, parçalarından hər 

birində məhdud variasiyalıdır. 

Nəticə 2. Əgər  ba,  parçasını sonlu sayda elə hissələrə bölmək olarsa 

ki, bu hissələrdən hər birində  xf  funksiyası monoton olsun, onda  xf  

funksiyası  ba,  parçasında məhdud variasiyalı olar. 

Teorem 5.  xf  funksiyasının  ba,  parçasında məhdud variasiyalı 

olması üçün zəruri və kafi şərt onun iki artan funksiyanın fərqi şəklində 

göstərilə bilməsidir. 

İsbatı. Zərurilik. Titaq ki,  xf  məhdud variasiyalı funksiyadır. 

Göstərmək lazımdır ki, onu iki artan  x  və  x  funksiyalarının fərqi 

şəklində göstərmək olar. 
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       bxafVxa
x

a
 ,,0   funksiyasını götürək. 21 xx   olduqda 

       fVfVfVx
x

x

x

a

x

a

2

1

1

2   olduğundan və   0
2

1

fV
x

x
 olduğunu nəzərə alsaq, 

   12 xx    alarıq. Deməli,  x  artan funksiyadır.      xfxx   işarə 

edək. Onda 

          2222

2

xffVxfxx
x

a
  

           112

2

1

1

xfxfxffVfV
x

x

x

a
 

          








 121

2

1

1

xfxffVxffV
x

x

x

a
, 

Burada      fVxfxf
x

x

2

1
12   olduğunu nəzərə alsaq,    12 xx   , yəni 

 x -in artan olduğunu alarıq.      xxxf    bərabərliyi teoremin 

zəruriliyinin doğru olduğunu göstərir. 

Kafiliyin isbatı:  Əgər      xxxf    şəklində göstərilmişsə, belə ki, 

 x  və  x  artan funksiyalardır, onda  x  və  x -in məhdud variasiyalı 

olduğuna görə onların fərqi də məhdud variasiyalı olar. Teorem isbat edildi. 

Bu teoremdən aşağıdakı nəticələr alınır. 

Nəticə 1.  Əgər  xf  funksiyası  ba,  parçasında məhdud variasiyalı isə, 

onda  xf  funksiyasının  ba,   parçasının sanki bütün nöqtələrində sonlu 

 xf   törəməsi vardır və bu törəmə cəmlənən funksiyadır. 

Nəticə 2. Məhdud variasiyalı funksiyanın kəsilmə nöqtələri ən çoxu 

hesabi saydadır. İstənilən 0x  nöqtəsində hər iki      ,lim0 00
0

xxxfxf
xx


  

   xfxf
xx 0

lim00


   0xx   birtərəfli limitləri vardır. 

Nəhayət, məhdud variasiyalı funsiyanın göstərilişini ifadə edən aşağıdakı 

mühüm teoremi də qeyd edək.  

Teorem 6.  ba,  parçasında məhdud variasiyalı hər bir funksiyanı onun 

sıçrayış funksiyası ilə kəsilməz məhdud variasiyalı funksiyaların fərqi şəklində 

göstərmək olar. 

İsbatı:  Tutaq ki, ...321  xxx  nöqtələri  xf  funksiyasının  ba,  

parçasında kəsilmə nöqtələridir. 
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 xS  və  xS  ilə    fVx
x

a
  və      xfxx   funsiyalarının 

sıçrayış funksiyalarını işarə edək.  

           



xx

kk

k

xxaaxS 000 

         ;0,0  aSbxaxx   

           



xx

kk

k

xxaaxS 000 

         .0,0  aSbxaxx   

     xSxSxS  
  işarə edək. 

Onda  

       afafxS 0          



xx

kk

k

xfxfxfxf 000  

olduğunu alarıq.  xS   xf  funksiyasının sıçrayış funksiyası olur. 

 x  və  x  funksiyaları artan,  xS  və  xS  funksiyaları isə 

bunların sıçrayış funksiyaları olduğundan    xSx     və    xSx    

kəsilməz funksiyalardır. Onda            xSxxSxxh     funksiyası da 

kəsilməz olar. Eyni zamanda      xxxf    olduğundan      xfxSxh   

olur. Burada  xh  kəsilməz və iki artan funksiyanın fərqi olduğundan məhdud 

variasiyalıdır.  xS  isə sıçrayış funksiyasıdır.  

Son nəticədə      xhxSxf   olduğundan teorem isbat edilmiş olur. 

 

 

7.3. Riman-Stiltes inteqralı. 

 

1. Stiltes inteqralının tərifi və xassələri 

Tutaq ki,  xf  və  xg   ba,  parçasında təyin olunmuş sonlu 

funksiyalardır.  ba,  parçasını byxxxa b  ...210  bölgü nöqtələri vasitəsilə 

hissələrə bölək və hər bir kiçik  1, kk xx  parçasından bir k  nöqtəsi 

götürməklə  

      



 

1

0
1

n

k
kkk xgxgf   

cəmini düzəldək.  
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Əgər   0max 1   kk xx  şərtində   cəminin nə  ba,  parçasının 

həssələrə bölünməsi qaydasından, nə də bu hissələrdə k  nöqtələrinin 

seçilməsindən asılı olmayan sonlu I limiti varsa, bu limitə  xf  funksiyasının 

 xg  funksiyasına nəzərən Stiltes inteqral deyilir və      
b

a

xdgxfS  yaxud 

     
b

a

xdgxfSR
 kimi işarə olunur. 

Bu tərifi başqa formada aşağıdakı kimi ifadə edə bilərik: İstənilən 0  

ədədi verildikdə elə 0  tapmaq olarsa ki, boyu    olan istənilən  bölgü 

və ixtiyari üsulla seçilmiş k  nöqtələri üçün   I  şərti ödənilsin, bu halda 

I ədədinə  xf  funksiaysının  xg -ə görə Stiltes inteqralı deyilir. 

Göründüyü kimi Riman inteqralı Stiltes inteqralının xüsusi halıdır və 

Stiltes inteqralında   xxg   olduqda Riman inteqralını alırıq. 

Bilavasitə tərifdən Stiltes inteqralını aşağıdakı xassələrini ala bilərik:  

I.                
b

a

b

a

b

a

xdgxfxdgxfxdgxfxf 2121  

II.                
b

a

b

a

b

a

xdgxfxdgxfxgxgdxf 2121  

III. İstənilən A  və B  sabitləri üçün 

       . 
b

a

b

a

xdgxfBAxdBgxAf  

IV. Əgər bca   və    ,
b

a

xdgxf     
c

a

xdgxf  və    
b

c

xdgxf
 

inteqrallarından hər üçü varsa, onda  

           . 
b

c

c

a

b

a

xdgxfxdgxfxdgxf  

Qeyd edək ki,    
b

a

xdgxf  inteqralının varlığından    
c

a

xdgxf  və 

   
b

c

xdgxf
 inteqrallarının varlığı alınır. Amma bunun əksi doğru deyildir. 
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Yəni    
c

a

xdgxf  və    
b

c

xdgxf
 inteqrallarının varlığından    ,

b

a

xdgxf  

interqalının varlığı çıxmaya da bilər. Bunu aşağıdakı misaldan görə bilərik. 

Misal. Tutaq ki,  xf  və  xg  funksiyaları  1,1 parçasında verilmiş 

funsiyalardır və aşağıdakı kimi təyin olunmuşlar:   

 









olduqda.10,1

olduqda,01,0

x

x
xf

  









olduqda.10,1

olduqda,01,0

x

x
xg  

Göründüyü kimi      


1

0

0

1

, xdgxfdxxf  inteqrallarından hər biri vardır və 

sıfra bərabərdir. (Çünki, hər iki halda   cəmi sıfra bərabər olur.) Amma 

   


1

1

xdgxf  inteqralı yoxdur. 

Doğrudan da,  1,1  parçasının elə bölgüsünü götürək ki, 0x  bölgü 

nöqtəsi olmasın.  

      



 

1

0
1

n

k
kkk xgxgf   cəminə baxaq. Əgər 1 ii xxx  olarsa, bu 

halda   cəmini yalnız bir i .-ci həddən ibarət olar. Çünki, əgər kx  və 1kx  

nöqtələri 0  nöqtəsindən bir tərəfdə yerləşərlərsə, onda    1 kk xgxg  olar. 

Ona görə də       iii xgxgf  1  olar. 0i  yaxud 0i  olmasından 

asılı olaraq 0i  yaxud 1  olar. Bu isə tərifə görə inteqral cəminin 

limitinin olmaması deməkdir. Yəni    


1

1

xdgxf  yoxdur. 

V.    
b

a

xdgxf  və    
b

a

xdfxg  inteqrallarından birinin varlığından 

digərinin varlığı alınır və aşağıdakı bərabərlik doğrudur.   

            ba
b

a

b

a

xgxfxdfxgxdgxf                           (1) 

 Burada 

            agafbgbfxgxf
b

a                              (2)  

işarə olunmuşdur. 
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Bu xassəni isbat edək. Tutaq ki,    
b

a

xdgxf  inteqralı vardır.  ba,  

parçasını hissələrə bölək və       



 

1

0
1

n

k
kkk xgxgf   cəmini düzəldək. Bu 

cəmi aşağıdakı şəkildə yazaq:  

        









1

0

1

0
1

n

k
kk

n

k
kk xgfxgf 

 

              001

1

1
1 xgfxgfffxg nn

n

k
kkk   




  

Bu bərabərliyin sağ tərəfinə     baxgxf  ifadəsini əlavə etsək və çıxsaq, 

alırıq:   

             affagxgxf
b

a 0   

             .1

1

1
1 




  n

n

k
kkk fbfbgffxg                            (3) 

Əgər  ba,  parçasının ba n  1210 ...   bölgüsünü götürsək 

və bxxxa n ,,...,,, 121   nöqtələrini      ba n ,,...,,,, 1100   parçalarından 

götürülmüş nöqtələr hesab etsək, bu halda (3) cəminin    
b

a

xdgxf  inteqralının 

inteqral cəmi olduğunu görərik.   0max 1   kk xx  
şərtində 

  0max 1   kk 

 

olduğundan     


b

a

xdgxf
 0
lim  alarıq. 

2. Stiltes inteqralının varlığı şərti. 

İndi isə hansı şərtlər daxilində Stiltes inteqralının varlığı məsələsini 

araşdıraq. 

Aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 1. Əgər  xf  funksiyası  ba,  parçasında kəsilməz,  xg  

funksiyası isə  ba,  parçasında məhdud variasiyalı funksiya isə, onda 

   
b

a

xdgxf  Stiltes inteqralı vardır və sonlu ədəddir.  

İsbatı: Hesab edə bilərik ki,  xg  artan funksiyadır. (Çünki hər bir 

məhdud variasiyalı funksiya iki artan funksiyanın fərqi şəklində göstərilə bilir.) 

 ba,  parçasını byxxxa b  ...210  nöqtələri vasitəsilə 

 1, kk xx  hissələrinə bölək. 
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   xfMxfm
kkkk xxx

k
xxx

k

11

sup,inf
 

  işarə edək. 

         








 

1

0
1

1

0
1 ,

n

k
kkk

n

k
kkk xgxgMSxgxgms  cəmlərini 

düzəldək. Bu cəmlərə aşağı və yuxarı Stiltes cəmləri deyilir.  

 1,  kkk xx  götürək və  

      



 

1

0
1

n

k
kkk xgxgf   

cəmini düzəldək.  

Aydındır ki,  ba,  parçasının istənilən bölgüsü üçün Ss   doğrudur. 

Riman inteqral cəmlərində olduğu kimi isbat etmək olar ki,  ba, -nin 

bölgüsünə yeni bölgü nöqtələri əlavə etdikdə aşağı Stiltes cəmi azalmır, yuxarı 

Stiltes cəmi isə artmır. Eləcə də ixtiyari bölgüyə uyğun hər bir aşağı Stiltes  

cəmi istənilən yuxarı Stiltes cəmini aşmır, istənilən yuxarı Stiltes  cəmi isə 

aşağı Stiltes cəmlərindən kiçik olmur. Alırıq ki,  s  yuxarıdan,  S  isə 

aşağıdan məhdud çoxluqlardır. Ona görə də sonlu ,lim
0

Js 


 JS 
0

lim


limitləri vardır və JJ  . 

 xf  funksiyası  ba,  parçasında kəsilməz olduğundan 0  üçün elə 

0  ədədi tapmaq olar ki,  xx  olduqda      xfxf olar. Onda 

alarıq ki,      kk xx  1max olduqda  1,...,2,1,0  nkmM kk   olar.  

Buradan     agbgsS    olduğunu alarıq.  

Nəticədə JJSsJ 
 00

limlim


 olar. 

sSJ   münasibətindən    


b

a

xdgxfJ 
 0
lim  alırıq. Teorem 

isbar olundu. 

2. Stiltes inteqralının hesablanması. 

Aşağıda Stiltes inteqralının hesablanması üçün iki hala baxacağıq. 

Teorem 2.  Əgər  xf  funksiyası  ba,  parçasında kəsilməz,  xg  

funksiyası isə  ba,  parçasında Riman mənada inteqrallanan  xg  törəməsinə 

malik isə, onda  

            
b

a

b

a

dxxgxfRxdgxfS .                               (4) 

İsbatı: Teoremin şərtlərindən alınır ki,  xg  funksiyası Lipşits şərtini 

ödəyir və ona görə də məhdud variasiyalı funksiyadır. Bu halda (4) 

bərabərliyinin sol tərəfindəki inteqral vardır. Digər tərəfdən  xg  funksiyası, 
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eləcədə    xgxf   funksiyası sanki hər yerdə kəsilməz olduğundan (4) 

bərabərliyinin sağ tərəfindəki inteqralda vardır. Ona görə də (4) bərabərliyinin 

doğru olduğunu göstərmək lazımdır.  

Bu məqsədlə  ba,  parçasını bxxxxa n  ...210  nöqtələri vasitəsilə 

hissələrə bölək. Hər bir kiçik  1, kk xx  parçasında  xg  funksiyası üçün 

Loqranj teoremini tətbiq edək:  

        111   kkkkkkkk xxxxxxgxgxg  

Əgər    
b

a

xdgxf  inteqralı üçün inteqral cəmini düzəldərkən k  nöqtələri 

olaraq kx  nöqtəsini seçsək, onda   inteqral cəmi aşağıdakı kimi olar:  

    



 

1

0
1

n

k
kkkk xxxgxf , 

Göründüyü kimi bu cəm    xgxf   funksiyası üçün inteqral cəmidir. 

Əgər   0max 1   kk xx  şərtində limitə keçsək (4) bərabərliyini alarıq. 

Teorem isbat olundu. 

Teorem 3.  Əgər  xf   ba,  parçsında kəsilməz,  xg  isə 

     bcccca m,,,,,, 211  intervallarından hər birində sabitdirsə, (

bccca m  ...21 ) yəni, pilləvari funksiya isə, onda aşağıdakı bərabərlik 

doğrudur:  

           agagafxdgxf
b

a

0  

             00
1




bgbgbfcgcgcf
m

k
kkk                      (5) 

İsbatı: Məlumdur ki, hissə-hissə sabit (pilləvari) funksiyalar üçün  

              



m

k
kkkk

b

a
cgcgcgcgagagbV

1

000  

doğrudur. Buradan  xg  funksiyasının  ba,  parçasında məhdud variasiyalı 

funksiya olduğunu alırıq. Onda  xg   ba,  parçasının hər bir hissəsində sonlu 

dəyişməyə malikdir. Ona görə də  

       ,
0

1

 





m

k

c

c

b

a

k

k

xdgxfxdgxf                                    (6)  

burada ., 10 bcac m       
1k

k

c

c

xdgxf

 

inteqralı üçün   inteqral cəmi  

             00 110   kknkk cgcgfcgcgf   



156 
 

olar. 

Odur ki,  

          


kkk

c

c

cgcgcfxdgxf
k

k

0
1

 

       ),...,1,0(011 mkcgcgf kkk  

                     

(7) 

(7) bərabərliyində mk ,...,2,1,0  qiymətlərini verməklə alınan bərabərlikləri 

tərəf-tərəfə toplasaq (6) bərabərliyini alarıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 4. Tutaq ki,  xf  funksiyası  ba,  parçasında kəsilməz,  xg  

funksiyasının isə mccc ,...,, 21  nöqtələri istisna olmaqla  ba, -nin bütün 

nöqtələrində inteqrallanan  xg  törəməsi vardır. Onda  

                agagafdxxgxfxdgxf
b

a

b

a

0  

             .000
1





m

k
kkk cgcgcfbgbgbf  

İsbatı:  xS  ilə  xg  funksiyasının sıçrayış funksiaysını işarə edək:  

                .0000 



xc

kk

k

xgxgcgcgagagxS  

Onda      xSxgxh   funksiyası kəsilməz funksiya olar və  ba,  

parçasında Riman mənada inteqrallanan  xh  törəməsinə malik olar, belə ki, 

   xgxh  . ( bcccax m,,...,,, 21  olduqda). Onda isbat edilmiş teorem 2 və 

teorem 3-ə əsasən  

            
b

a

b

a

b

a

xdSxfxdhxfxdgxf

 

                   00 bgbgbfagagafdxxgxf
b

a  

      



m

k
kkk cgcgcf

1

00  

olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

4. Stiltes inteqralının orta qiymət xassəsi. 
Aşağıdakı sadə teoremlər doğrudur: 

Teorem 5. Tutaq ki,  xf  funksiyası  ba,  parçasında kəsilməz,  xg  

isə məhdud variasiyalı funksiaydır. 

Onda aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur:  
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       gVfMxdgxf
b

a

b

a

                                        (8) 

burada  
 

 xffM
bax ,

max


 . 

İsbatı:  ba,  parçasının istənilən bölgüsü və k  nöqtələrinin 

seçilməsindən asılı olmayaraq alarıq:  

               










1

0
1

1

0
1

n

k
kkk

n

k
kkk xgxgfxgxgf 

 

         .
1

0
1 gVfMxgxgfM

b

a

n

k
kk  




  

Buradan teoremin doğru olması alınır. 

Teorem 6. Fərz edək ki,  xf   ba,  parçasında kəsilməz,  xg  isə 

 ba,  parçasında artan funksiyadır. Onda elə  bac ,  nöqtəsi vardır ki,  

          .agbgcfxdgxf
b

a

  

İsbatı: 
 

 
 

 xfmxfM
baxbax ,,

inf,sup


  işarə edək.  

Onda  

             .agbgMxdgxfagbgm
b

a

   

Buradan 

   

   
.M

agbg

xdgxf

m

b

a 





 

Onda alırıq ki, elə  Mm,  vardır ki, 

   

   
,





agbg

xdgxf
b

a  xf   ba,  

parçasında kəsilməz olduğundan elə  bac ,  nöqtəsi vardır ki,   cf . 

Bunu nəzərə alsaq           agbgcfxdgxf
b

a

  alarıq. Teorem isbat 

olundu.  

Teorem 7.  Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında monoton artan,  xg  isə 

kəsilməz, məhdud variasiyalı funksiyadır. Onda elə  bac ,  nöqtəsi vardır ki,  

                 .cgbgbfagcgafxdgxf
b

a

  

İsbatı: Stiltes inteqralının hissə-hissə inteqrallanma düsturuna görə  
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            . 
b

a

b

a

b

a

xdfxgxgxfxdgxf  

Teorem 6-ya görə elə  bac ,  nöqtəsi vardır ki, 

          afbfcgxdfxg
b

a

 . Bunu nəzərə alsaq, 

                afbfcgxgxfxdgxf
b

a

b

a  
             .cgbgbfagcgaf   

Teorem isbat olundu. 

 

5. Stiltes inteqralı altında limitə keçmə teoremləri. 

 

Teorem 8. Fərz edək ki,   xfn  kəsilməz funksiyalar ardıcıllığı  ba,  

parçasında  xf  funksiyasına müntəzəm yığılandır və  xg   ba,  parçasında 

məhdud variasiyalı funksiyadır. Onda  

       .lim  


b

a

b

a

n
n

xdgxfxdgxf                                  (9) 

İsbatı:  
 

   xfxfffM n
bax

n 
 ,
max  işarə edək. Teoremin şərtinə görə 

n  şərtində   0 ffM n . 

Əgər teorem 5-dən istifadə etsək, onda  

                
b

a

n

b

a

b

a

n xdgxfxfxdgxfxdgxf

 

    0 gVffM
b

a
n  

olduğunu alarıq. Bu isə teoremin doğru olduğunu göstərir. 

Teorem 9. Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında kəsilməz funksiyadır və 

 xgn  məhdud variasiyalı funksiyalar ardıcıllığı  ba,  parçasının hər bir 

nöqtəsində sonlu  xg  funksiyasına yığılan ardıcıllıqdır. Fərz edək ki, elə 

K  sonlu sabiti vardır ki,  

   .,...2,1 kKgV n

b

a
                                (10) 

Onda  

       .lim  


b

a

b

a

n
n

xdgxfxdgxf

                              

 (11) 
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İsbatı: Əvvəlcə göstərək ki,  

  KgV
b

a
                                                   (12) 

yəni,  xg  məhdud variasiyalı funksiyadır. Bunun üçün  ba,  parçasını 

ixtayiri qaydada hissələrə bölək. 

Onda alarıq:  

     ,...2,1
1

0
1 




 nKxgxg

m

k
knkn  

buradan  n  şərtində alarıq: 

    .
1

0
1 Kxgxg

m

k
kk 




  

Bölgünün ixtiyariliyi şərtinə görə (12) şərtinin ödənməsini alırıq. 

İstənilən 0  ədədini götürək və  ba,  parçasını    mkxk ,...,1,0  

nöqtələri vasitəsilə elə kiçik  1, kk xx  hissələrə bölək ki, bu hissələrin hər 

birində  xf  funksiyasının rəqsi (dəyişməsi) 
K3


 ədədindən kiçik olsun, yəni 

    .
3K

xfxf k


  

Aşağıdakı bərabərliyi yazaq: 

`          




1

0

1m

k

x

x

b

a

xdgxfxdgxf
k

k  

          ,
1

0

1

0

11

  











m

k

x

x

k

m

k

x

x

k xgdxfxdgxfxf
k

k

k

k

 

     kk

x

x

xgxgxgd
k

k

 


1

1

 

və  1, kk xx  parçasında    
K

xfxf k
3


  

olduğundan alarıq:  

        gV
K

xgdxfxf
k

k

k

k

x

x

x

x

k

11

3






. 

Buradan  

        
33

1

0

1 
 







gV
K

xgdxfxf
b

a

m

k

x

x

k

k

k

. 

Beləliklə  

            .1
3

1

0
1  




 




m

k
kkk

b

a

xgxgxfxdgxf  
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Analoji üsulla alarıq:  

            1
3

1

0
1  




 nn

m

k
knknk

b

a

n xgxgxfxdgxf 


  

0nn   nömrələri üçün aşağıdakı bərabərsizliyi alarıq:  

              .
3

1

0
1

1

0
1


 











m

k
kkk

m

k
knknk xgxgxfxgxgxf  

Bu halda həmin n  nömrələri üçün  

         
b

a

b

a

n xdgxfxdgxf  

olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu. 

Sonuncu iki teoremi aşağıdakı kimi birləşdirmək olar.  

Teorem 10. Tutaq ki,  ba,  parçasında  xfn  funksiyalar ardıcıllığı 

 xf  funksiyasına müntəzəm yığılan,  xgn  məhdud variasiyalı funksiyalar 

ardıcıllığı isə  xg  funksiyasına  ba,  parçasının hər bir nöqtəsində yığılır və 

elə K  sabit ədədi vardır ki,  

   ,...3,2,1 kKgV n

b

a
. 

Onda  

       .lim  


b

a

b

a

nn
n

xdgxfxdgxf  

 

 

7.4. Lebeq-Stiltes inteqralı. 

 

1. Stiltes ölçüsü. Tutaq ki,  ba,  parçasında azalmayan  xg  funksiyası 

verilmişdir. Fərz edirik ki,  xg  funksiyası soldan kəsilməz funksiyadır, yəni 

     baxxgxg ,,0 000  .  ba,  parçasında  xg  funksiyasının köməyi ilə 

aşağıdakı kimi ölçülər təyin edək: 

  ,  intervalının ölçüsü      0,   gg , 

  ,  parçasının ölçüsünü       ggba  0, , 

  ,  yarımintervalının ölçüsü      00,   gg , 

  ,  yarımintervalının ölçüsünü       gg ,  

kimi təyin edək. 

Əgər  bax ,0   xg  funksiyasının kəsilmə nöqtəsi olarsa, bu nöqtədə 

ölçü      000 0 xgxgx   kimi götürülür. Bu ölçünü  ba,  parçasına daxil 
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olan bütün açıq və qapalı çoxluqlar üçün də təyin etmək olar. Bu qayda ilə 

alınan ölçü Lebeq-Stiltes ölçüsü adlanır. 

 xg  funksiyasına Lebeq-Stiltes ölçüsünü doğuran funksiya deyilir və 

g  kimi işarə edilir 

Tutaq ki,  xg   ba,  parçasında məhdud variasiyalı funksiyadır. Məlum 

olduğu kimi bu halda  xg  fuksiyasını iki artan  x  və  x  funksiyaların 

fərqi kimi göstərmək olar. Bu funksiyaların doğurduğu ölçüləri uyğun olaraq 

  və   kimi işarə edək. Onda  xg -ın doğurduğu g  ölçüsü   g  

kimi olar. Qeyd edək ki, g  ölçüsü istənilən işarəli ola bilər. 

 2. Lebeq-Stiltes inteqralının tərifi. 

Tutaq ki,  ba,  parçasında sonlu  xf  və monoton artan  xg  

funksiyaları verilmişdir.   ilə  xg  funksiyasının doğurduğu ölçünü işarə 

edək.  xf  funksiyasının  ba,  parçasında Lebeq inteqralını təyin edərkən 

çoxluğun ölçüsü olaraq g  ölçüsünü götürək. Bu zaman alınmış  

 
b

a

dxf 

                                                     

 (1) 

 Lebeq inteqralına Lebeq-Stiltes inteqralı deyilir və  

     
b

a

xdgxfSL

                                            

 (2) 

kimi işarə olunur. 

Tutaq ki,  xg  funksiyası  ba,  parçasında məhdud variasiyalı 

funksiyadır. Onda Lebeq-Stiltes inteqralı  

            
b

a

b

a

b

a

xdxfxdxfxdgxf                              (3) 

kimi təyin olunur. Burada      ,xxxg      ,gVx
b

a
      xgxx  . 

Aşağıdakı teoremlər doğrudur. 

Teorem 1. Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında ölçülən və məhdud 

funksiyalardır,  xg  funksiyasının sanki hər yerdə  xg  törəməsi vardır və bu 

törəmə Lebeq mənada inteqrallanandır. Onda  

            
b

a

b

a

dxxgxfLxdgxfSL  .                              (4) 

İsbatı: Aşağıdakı hallara baxaq: 

1)    .,, baxcxf   Bu halda 
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           
b

a

b

a

b

a

dxxgcxdgcxdgxfSL

 

          
b

a

b

a

dxxgxfLdxxgcL . 

2) Tutaq ki,  xf  funksiyası  ba,  parçasında sadə funksiyadır, yəni 

ölçülən və ən çoxu hesabi sayda qiymətlər ala bilən funksiyadır. 

 baE ,  parçasını kəsişməyən hesabi sayda   ,...3,2,1,  kcfEA kk  

çoxluqlarına ayırmaq olar. Onda  

             
k A

k
k

b

a k

xdgcxdgxfxdgxfSL

 

           
b

a

b

a k
k

k A

k dxxgxfLdxxgcdxxgc

k

. 

3) Fərz edək ki,  xf  funksiyası   xfn  sadə funksiyalar ardıcıllığının 

müntəzəm limitidir. Bu halda hər bir n  natural ədədi üçün 

        
b

a

n

b

a

n dxxgxfxdgxf  bərabərliyi doğrudur. n  şərtində limitə 

keçsək           
b

a

b

a

dxxgxfxdgxfSL  olduğunu alarıq. Teorem isbat 

olundu. 

Teorem 2. Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında məhdud və ölçülən,  xg  isə 

,...,,...,, 21 nxxx  kəsilmə nöqtələrinə malik sıçrayış funksiyasıdır. 

Onda  

        
k

kk

b

a

hxfxdgxfSL  

bərabərliyi doğrudur, burada  xghk ,  funksiyasının kx  nöqtələrində 

sıçrayışlarıdır.  

İsbatı: Bu halda  xg  funksiyasının doğurduğu ölçü diskret olub, 

  kkg hx   şərtini ödəyir. 

 baA ,  çoxluğunun ölçüsü   



Ax

kg

k

hA  kimi hesablanır. Tutaq ki, 

 xf   sadə  xfn  funksiyalar ardıcıllığının müntəzəm limitidir. 

Onda       
k

kkn

b

a

n hxfxdgxf .  
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Bu bərabərlikdə n  şərtində limitə keçsək 

        
k

kk

b

a

hxfxdgxfSL  olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu.  

 

 

7.5. Məhdud variasiyalı funksiyalara aid misallar. 

 

Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında kəsilməz funksiyadır. İsbat edin ki, 

   zfxm
xza 

 inf

 

bərabərliyi ilə təyin edilmiş  xm  funksiyası monoton azalan 

və kəsilməz funksiyadır və    zfxM
xza 

 sup  bərabərliyi ilə təyin edilmiş 

funksiya isə monoton artan və kəsilməz funksiyadır. 

İsbatı: İstənilən 0h  ədədi üçün  

        
   xmzf

zfzfzfhxm

xza

hxzaxzahxza









inf

inf,infmininf

 

olduğundan  xm -in azalan olduğunu alırıq. 

Göstərək ki,  

   
 

 zfhxmxm
hxx 


,

0 

                                  

 (*) 

münasibəti doğrudur. Burada 
 

     zfzfzf
hxzxhxzxhxx 

 infsup
,
   zf  funksiyasının 

 hxx ,  parçasında rəqsini göstərir.  

Tutaq ki,      xmzfhxm
xza




inf . Onda    
 

 zfhxmxm
hxx 


,

0  . 

Tutaq ki,    zfhxm
hxzx 

 inf . Onda      zfxfzf
hxzaxza 

 supinf  

olduğundan  

        




 


zfzfzfxm

hxzxxzxhxzx
infinfinf

 

       

     
 

 zfhxmzfzf
hxxhxzxhxzx 











,
infsup  . 

Buradan (*) bərabərsizliyinin doğru olması alınır. 

 zf  funksiyası kəsilməz olduğundan 
 

  0lim
,0




z
hxxh

 . Onda (*) 

bərabərsizliyinə görə  xm -in sağdan kəsilməz olduğunu alırıq. 

Analoji qayda ilə istənilən 0h  üçün    
 

 zfxmhxm
xhx ,

0


   

olduğunu da göstərmək olar. Bu bərabərsizlikdən  xm -in soldan kəsilməzliyi 
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alınır. Nəticədə  xm  funksiyasının monoton azalan və kəsilməz olduğunu 

alırıq.  

Eyni üsulla  xM  funksiyasının monoton artan və kəsilməz funksiya 

olduğunu göstərə bilərik. 

2. Tuatq ki,  xf  funksiyası  ba,  parçasında monoton artandır və 

qiymətləri     bfaf ,  parçasını tamamilə doldurur. Onda  xf  funksiyası 

 ba,  parçasında kəsilməzdir. 

İsbatı: Fərz edək ki, elə  bac ,  nöqtəsi vardır ki, bu nöqtədə funksiya 

kəsiləndir. Onda funksiyanın qiymətləri     0, cfcf , yaxud     cfcf ,0  

intervallarından birinə daxil olmur. Bu isə funksiyanın qiymətlərinin 

    bfaf ,  parçasını doldurması şərtinə ziddir. Alınmış ziddiyyət fərziyyənin 

doğru olmadığını göstərir. Deməli funksiya kəsilməzdir. 

3.  ba,  parçasına daxil olan bütün rasional ədədləri ,...,...,, 21 nrrr  ilə 

işarə edək və  bax ,  üçün   



xr

k
k

xf
2

1
 funksiyası təyin edək. Burada 

cəmləmə xrk   şərtini ödəyən bütün k  indeksləri üzrə aparılır.  

 xf  funksiyasının ciddi monoton artan olduğunu və  ,...2,1 nrx n  

nöqtələrinin bu funksiyanın kəsilmə nöqtələri olduğunu göstərin. 

Həlli.   2121 ,,, xxbaxx   nöqtələrini götürək. Heç olmazsa, elə bir 

rasional 
0nr  ədədi vardır ki, 21 0

xrx n  . Onda alarıq:  

   
00

12
2

1

2

1

2

1

2

1
12 nn

xr
k

xr
k

xfxf
kk

 


. 

Buradan    21 xfxf  , yəni  xf -in ciddi monoton artan olduğunu 

alırıq. 

İndi göstərək ki,  xf  funksiyası  ,...2,1 nrx n  nöqtələrində 

kəsiləndir. nrx   olduqda  

        

    ,
2

1

2

1

2

1

2

1
nn

xrr
k

rr
k

xr
k

rfxf
nknkk

 


 

buradan 0 nrx  şərtində alarıq:    
nnn rfrf

2

1
0   və ya 

   
nnn rfrf

2

1
0  . 

Bu onu göstərir ki, nrx   nöqtələrində  xf  sağdan kəsiləndir və onun 

sıçrayışı 
n2

1
 ədədindən böyükdür. Monoton artan funksiyanın bütün 
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sıçrayışlarının cəmi    afbfS   şərtini ödəməlidirlər. Baxılan halda isə 

    10
2

1
 

k
k

afbf  olduğundan 1S  alırıq. 

Digər tərəfdən funksiyanın sağ sıçrayışlar cəmi 

     1
2

1
01  

n
k

n
nn rfrfS  olduğundan 11  SS  alırıq. Buradan 

eyni zamanda  xf  funksiyasının nr  nöqtələrindən başqa kəsilmə nöqtələrinin 

olmadığını da alırıq. Əks halda funksiyanın sıçrayışlar cəmi vahiddən böyük 

olardı.  

4. Tutaq ki,  xf  funksiyasının  ba,  parçasında Riman mənada 

inteqrallanan  xf   törəməsi vardır. Göstərin ki, funksiyanın  ba,  parçasında 

tam variasiyası üçün     
b

a

b

a
dxxffV  düsturu doğrudur.  

Həlli.  ba,  parçasını bxxxxa n  ...210  nöqtələri vasitəsilə 

hissələrə bölək və    



 

1

0
1

n

i
ii xfxf  cəmini düzəldək. Loqranjın sonlu 

artımlar düsturuna görə         111   iiiiiiii xcxxxcfxfxf  

olduğundan       








 

1

0
1

1

0
1

n

i
iii

n

i
ii xxcfxfxf . 

Əgər bu bərabərlikdə   0max 1   ii xx  şərtində limitə keçsək, onda 

    
v

a

b

a
dxxffV  alarıq. 

5.   xxf sin  funksiyasının  2,0  parçasında tam variasiyasını tapın və 

onu artan iki funksiyanın fərqi şəklində göstərin. 

Həlli.   xxf sin  funksiyasının  2,0  parçasında Riman mənada 

inteqrallanan   xxf cos  törəməsi olduğundan tam variasiyanı 

  
 2

0

2

0
cos dxxfV  düsturu vasitəsilə tapa bilərik.  

Onda  

   








 2

23

23

2

2

0

2

0

2

0
coscoscoscos dxxdxxdxxdxxfV  

.4sinsinsin
2

23

23

2

2

0












xxx  
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İndi isə verilmiş funksiyanı iki artan funksiyanın fərqi kimi göstərək 

    
xx

dttfVx
0

0
cos  qəbul edək. 











2
,0


x  olduqda   xtdtx
x

sincos
0

  , 











2

3
,

2


x  olduqda 

  xdttdttx
xx

sin2cos1cos
2 22









 




 , 









 


2,

2

3
x  olduqda  

  xdttdttx
xx

sin4cos3cos
2

3

2323









 




 , 

Əgər      xfxx   qəbul etsək, onda 









2
,0


x  olduqda   0x , 











2

3
,

2


x  olduqda   xx sin22 , 








 


2,

2

3
x  olduqda   4x  

alarıq. 

Beləliklə    













































,2
2

3
,4

,
2

3

2
,sin22

,
2

0,0

,2
2

3
,sin4

,
2

3

2
,sin2

,
2

0,sin



















x

xx

x

x

xx

xx

xx

x  

6.  
2xexf   funksiyasının  ,0  yarımintervalında variasiyasını 

hesablayın.  

Həlli. Nn   ədədini götürək və  fV
N

0
 variasiyasını tapaq. 

   
222

12
0

2

00
0

N
N

x
N

x
NN

edxedxxedxxffV   


. 

Buradan  

    11limlim
2

00






  




N

N

N

N
efVfV . 

7. Verilmiş funksiyaların tam variasiyalarını tapın.  



167 
 

a)    ;50,0,  xexf x  

b)    ;2,1,ln  xxxf  

c)    ;4,0,cos  xxxf  

d)    ;1,1,3  xxxxf  

e)    ;1,0

,1,5

,10,1

,0,0

















x

xx

x

xf  

f)    ;2,0

,1,5

,1,10

,1,1

















x

x

xx

xf  

8. Verilmiş funksiyaların variasiyasını hesablayın onları iki artan 

funksiyanın fərqi kimi göstərin  

(      xxxf   ). 

 a)  
 

 
 .2,0

,2,1,1

,1,0

,1,0,2

















x

x

xx

xf  

 b)  
 

 
 .2,0

,2,0,5

,1,5

,1,0,2

















xx

x

xx

xf  

 c)    .,0,cos2   xxf  

 

 Cavablar: 

a)    
 

 
 

 
 
























,2,1,2

,1,0,2

,2,1,3

,1,2

,1,0,

,2
2

2

2

0 x

xx
x

x

x

xx

xfV   

b)    
 

 
 

 
 
























,2,1,2

,1,0,0

,2,1,5

,1,5

,1,0,

,7

2

2

0 x

x
x

xx

x

xx

xfV   
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c)    



































,,
2

,cos1

,
2

,0,cos1

,2
2

2

0









xx

xx

xfV  

 










































,
2

,1

,
2

,0,cos21 2

x

xx

x  
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VIII FƏSİL 

MÜTLƏQ KƏSİLMƏZ FUNKSİYALAR 

8.1. Mütləq kəsilməz funksiyanın tərifi və əsas xassələri. 

 VII fəsildə məhdud variasiyalı funksiyalar və onların bəzi xassələrini 

nəzərdən keçirdik. İndi isə məhdud variasiyalı funksiyalarla sıx əlaqəsi olan 

digər funksiyalar sinfi ilə tanış olaq.  

Tərif: Tutaq ki,  xf  [a, b] parçasında təyin edilmiş sonlu funksiyadır. Əgər 

istənilən 0 ədədi verildikdə elə 0  ədədi tapmaq olarsa ki, istənilən 

sonlu sayda, cüt-cüt kəsişməyən      nn bababa ,,...,,,, 2211  intervallar sistemi 

üçün 

  


n

k
kk ab

1

                                                (1) 

şərti ödənildikdə 

    


n

k
kk afbf

1

                                           (2) 

şərti ödənsin, bu halda  xf funksiyasına mütləq kəsilməz funksiya deyilir. 

 Tərifdən görünür ki, mütləq kəsilməz funksiya adi mənada kəsilməzdir. 

Bunun üçün tərifdə 1n  götürmək kifayətdir. Amma göstərəcəyik ki, bu faktın 

tərsi doğru deyildir. Yəni adi mənada kəsilməz funksiya mütləq kəsilməz 

olmaya da bilər. 

 Fərz edək  xf  funksiyası [a, b] parçasında Lipşits şərtini ödəyir: 

    constkyxkyfxf  ,  

Onda 

  


n

k
kk ab

1

 şərtini ödəyən intervallar sistemi üçün 

      KabKafbf
n

k
kk

n

k
kk  

 11

                           (3) 

olar. Əgər verilmiş 0  üçün 
K


   götürsək, onda  

    


n

k
kk afbf

1

 

olar. 

 Funksiyanın mütləq kəsilməzliyinin tərifindən görünür ki, istənilən 

 baxx ,,   üçün  xx  olduqda      xfxf  olması alınır. Bu 

onu göstərir ki,  xf müntəzəm kəsilməz funksiyadır. Deməli, mütləq kəsilməz 

funksiya nəinki kəsilməz, hətta müntəzəm kəsilməzdir. Yuxarıda qeyd etdik ki, 
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funksiyanın adi mənada kəsilməzliyindən onun mütləq kəsilməzliyi çıxmır. 

İndi göstərəcəyik ki, funksiyanın nəinki adi kəsilməzliyindən, hətta müntəzəm 

kəsilməzliyindən onun mütləq kəsilməz olması çıxmır. Məlum Kantor 

teoreminə görə sonlu [a,b] parçasında kəsilməz funksiya bu parçada müntəzəm 

kəsilməzdir.  x  Kantor funksiyası da [0,1] parçasında kəsilməz olduğundan 

bu parçada müntəzəm kəsilməzdir. Lakin  x  funksiyası [0,1] parçasında 

mütləq kəsilməz deyildir. Bunu göstərmək üçün 0P Kantor çoxluğuna baxaq. 

Məlumdur ki, 0P mükəmməl, kontinium gücə malik olan və 00 mP  olan 

çoxluqdur. 0P çoxluğunu uzunluqları cəmi istənilən 0 ədədindən kiçik olan 

kəsişməyən   nkkk ,...,2,1,,  intervalları ilə örtmək olar. Bu intervallar 

sistemi üçün 

    1
1




n

k
kk   

olduğundan funsiya mütləq kəsilməz deyil. 

Aşağıdakı mühüm teorem doğrudur. 

Teorem 1. Əgər  xf və  xg  [a,b] parçasında mütləq kəsilməz funksiyalar 

isə, onda onların cəmi, fərqi, hasili və   0xg olduğu halda 
 
 xg

xf
 nisbəti də 

mütləq kəsilməz funksiyalardır. 

İsbatı. a) Cəmin və fərqin mütləq kəsilməz olması aşağıda göstərilən 

münasibətdən alınır: 

                 kkkkkkkk agbgafbfagafbgbf   

Buradan 

         



n

k
kkkk agafbgbf

1

 

        .
11





n

k
kk

n

k
kk agbgafbf  

Şərtə görə istənilən  0  üçün elə  0  seçmək olar ki, 

    ,
211





n

k
kk

n

k
kk afbfolduqdaab


  

   



n

k
kk agbg

1 2


    olar.  Buradan  

         



n

k
kkkk agafbgbf

1

  

olduğunu alırıq. 



171 
 

b).    xgBxfA
bxabxa 

 max,max   işarə edək. 

Onda alarıq: 

               


kk

n

k
k

n

k
kkkk afbfbgagafbgbf

11  

           


n

k
kkkk

n

k
k afbfBagbgaf

11  

    .
1





n

k
kk agbgA  

Şərtə görə istənilən 0 üçün elə 0 seçmək olar ki, 

   



n

k
kk

n

k
kk

B
afbfolduqdaab

11 2


     və      

   



n

k
kk

A
agbg

1 2


    olsun. 

Bunları nəzərə alsaq 

       



n

k
kkkk agafbgbf

1

  

olduğunu alarıq. 

v). Əvvəlcə 
 xg

1
 - in mütləq kəsilməz olduğunu göstərək. 

   

   

   
   kk

kk

kk

kk

agbg
agbg

bgag

agbg







2

111


 

0 verildikdə 0  elə seçilə bilər ki,  


n

k
kk ab

1

olduqda 

   



n

k
kk agbg

1
2


  olsun. 

Onda 
   





n

k kk agbg1

11
  olduğunu alarıq. Buradan 

 xg

1
 -in mütləq 

kəsilməz olduğunu alırıq. 
 
   

 xf
xgxg

xf


1
 bərabərliyindən nisbətin mütləq 

kəsilməz olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 
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8.2. Mürəkkəb funksiyanın mütləq kəsilməzliyi 

 İndi isə mütləq kəsilməz funksiyaların superpozisiyasının (mürəkkəb 

funksiyasının) mütləq kəsilməz olduğu aşağıdakı sadə hallara baxaq. 

Teorem 1. Tutaq ki,  ba,  parçasında təyin olunmuş mütləq kəsilməz  xf

funksiyasının qiymətləri  BA, parçasına daxildir. Əgər  yF   BA,  

parçasında təyin edilmiş Lipşits şərtini ödəyən funksiya isə, onda   xfF  

mürəkkəb funksiyası da mütləq kəsilməz funksiyadır. 

İsbatı. Şərtə görə istənilən  BAyy ,,  üçün     yyKyFyF 

olduğundan, cüt – cüt kəsişməyən istənilən sonlu  kk ba ,  intervallar sistemi 

üçün  


n

k
kk ab

1

olduqda 

          
 


n

k

n

k
kkkk afbfKafFbfF

1 1

 və     
K

afbf
n

k
kk




1

 

bərabərsizliklərindən 

     



n

k
kk afFbfF

1

   olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 2. Tutaq ki,  ba,  parçasında verilmiş mütləq kəsilməz  xf funksiyası 

ciddi artan funksiyadır. Əgər  yF       bfaf ,  parçasında mütləq kəsilməz 

funksiya isə, onda mürəkkə   xfF  funksiyası da mütləq kəsilməz funksiyadır. 

İsbatı. İxtiyari 0 ədədini götürək. Onda elə 0 tapmaq olar ki, cüt–cüt 

kəsişməyən  kk BA ,  intervallar sistemi üçün 


n

k
kk AB

1

olduqda  

    


n

k
kk AFBF

1

 şərti ödənilər. Tapılmış 0  ədədinə görə elə   ədədi 

vardır ki, kəsişməyən  kk ba ,  intervallar sistemi üçün   


n

k
kk ab

1  
olduqda  

     


n

k
kk afbf

1

 şərti ödənilir. 

 Qeyd edək ki,  kk ba ,  intervalları kəsişməyən intervallar sistemi 

olduqda və onların uzunluqları cəmi  -dan kiçik olduqda     kk afbf ,  

intervalları da cüt–cüt kəsişməyən olar və uzunluqları cəmi  -dan kiçik olar. 

Onda  yF -in mütləq kəsilməzliyinə görə       


n

k
kk afFbfF

1

 olduğunu 

alarıq. Bu isə   xfF -in mütləq kəsilməz olduğunu göstərir. Teorem isbat 

olundu. 

Qeyd: Ümumi halda istənilən iki mütləq kəsilməz funksiyanın superpozisiyası 

mütləq kəsilməz olmaya bilər.  
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8.3. Mütləq kəsilməz funksiyanın diferensial xassələri 

Teorem 1.  ba,  parçasında mütləq kəsilməz funksiya məhdud variasiyalı 

funksiyadır. 

İsbatı.  xf funksiyası  ba, parçasında mütləq kəsilməz olduğundan 1

ədədinə görə elə 0  tapmaq olar ki, cüt–cüt kəsişməyən   kk ba ,  intervallar 

sistemi üçün   


n

k
kk ab

1

olduqda     1
1




n

k
kk afbf olsun.  ba,

parçasını bcccca N  ...210 nöqtələri vasitəsi ilə elə hissələrə bölək ki, 

 1,...1,01  Nkcc kk   olsun. Onda  1, kk cc  parçasının istənilən 

bölgüsü zamanı bu parça daxilində  xf - in tam artımı 1 – dən kiçik olar, yəni  

  1
1




fV
k

k

c

c
 olar. 

Onda son nəticədə   NfV
b

a
 olar. Bu isə  xf - in məhdud variasiyalı funksiya 

olduğunu göstərir.Teorem isbat olundu. 

Bu teoremdən aşağıdakı mühüm nəticələr çıxır: 

Nəticə 1. Bu teoremdən bir daha kəsilməz olan, amma mütləq kəsilməz 

olmayan funksiyaların varlığı alınır. 

Nəticə 2. Əgər  xf funksiyası  ba, parçasında mütləq kəsilməz isə, onda 

 ba,  parçasının sanki bütün nöqtələrində sonlu və cəmlənən  xf   törəməsi 

vardır. 

Teorem 2. Əgər mütləq kəsilməz  xf  funksiyasının  xf   törəməsi  ba,

parçasında sanki hər yerdə sıfra bərabər isə, onda  xf funksiyası sabitdir. 

İsbatı.  Fərz edək ki,  xf  artan funksiyadır. Onda  xf funksiyasının aldığı 

qiymətlər çoxluğu bütün     bfaf ,  parçası olar. Göstərək ki, sanki bütün 

 bax ,  üçün   0 xf olduqda    bfaf   olur. 

E ilə  ba,  parçasının   0 xf olan nöqtələri çoxluğunu işarə edək. 

Onda   EbaP /, çoxluğu 0mP şərtini ödəyər. Teoremin şərtinə görə  xf

mütləq kəsilməz olduğundan istənilən 1 ədədi verildikdə elə 0  tapmaq 

olar ki, P  çoxluğunu örtən və uzunluqları cəmi      ədədindən kiçik olan cüt–

cüt kəsişməyən elə   nkba kk ,...2,1,,    intervallar sistemi vardır ki,   


n

k
kk ab

1

  

olduqda     


n

k
kk afbf

1

 olsun. Buradan   0Pmf  olması alınır. 

 Tutaq ki, Ex 0 , yəni   00  xf . Onda tərifə görə kifayət qədər kiçik 

0h  ədədi üçün 
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   
.00 



h

xfhxf
 

Buradan 00  xxh  üçün     00 xxxfxf    alınır. 

Əgər    xfxxg   işarə etsək    xgxg 0  alarıq. Riss lemmasına görə E  

çoxluğunu örtən sonlu və ya hesabi sayda   ,...2,1,, kba kk  intervalları üçün 

    ...2,1,  kbgag kk  
və ya      ,...2,1,  kbfbafa kkkk   

buradan       kkkk abafbf    olduğundan 

        ababafbf
k

kk
k

kk     . 

Beləliklə, alırıq ki, E  çoxluğunu örtən   ...2,1,, kba kk  intervallar sisteminin 

obrazı  ab  ədədindən kiçik olur.   ixtiyari kiçik ədəd olduğundan 

  0Emf olur.         EfPfbfaf ,  və     0 EmfPmf olduğunu 

nəzərə alsaq,    bfaf   olar. Yəni  xf  sabitdir.Teorem isbat olundu. 

Teoremdən aşağıdakı nəticə alınır: 

Nəticə.  ba,  parçasında mütləq kəsilməz  xf  və  xg  funksiyaları üçün

   xgxf  ~ olarsa, bu halda     cxgxf   olar. 

Qeyd.  x  Kantor funksiyası  1,0  parçasında monoton artan, kəsilməz və 

sanki bütün  1,0x  üçün    0 x  olduğuna baxmayaraq sabit funksiya 

deyildir. Buna səbəb  x  funksiyasının mütləq kəsilməz olmamasıdır.  

 

 

8.4. Qeyri – müəyyən Lebeq inteqralı və onun mütləq kəsilməzliyi 

 Tutaq ki,  tf    ba,  parçasında verilmiş cəmlənən funksiyadır. 

   dttfcx
x

a

  

funksiyasına  tf funksiyasının qeyri – müəyyən inteqralı deyilir. Bu funksiya 

yuxarı sərhəddi dəyişən inteqral vasitəsilə təyin edilir.   tf  funksiyasının 

sonsuz sayda qeyri – müəyyən inteqralları vardır və bunlar bir – birindən sabit 

qədər fərqlənirlər. 

Teorem 1.  x  qeyri – müəyyən inteqralı mütləq kəsilməz funksiyadır. 

İsbatı. Lebeq inteqralının mütləq kəsilməzlik xassəsinə görə (VI fəsil, §3.), 

istənilən 0  üçün elə 0  vardır ki, me  şərtini ödəyən istənilən e  

ölçülən çoxluğu üçün  
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  
e

dttf . 

Xüsusi halda əgər cüt–cüt kəsişməyən  kk ba , intervallarının uzunluqları cəmi 

 dan kiçik olarsa, bu halda 

   


n

k

b

a

k

k

dttf
1

 

olar. 

Əgər      k

b

a

k abdttf
k

k

  olduğunu nəzərə alsaq, onda 

     


n

k
kk ab

1

 

alarıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 2.    
x

a
dttfx qeyri–müəyyən inteqralının  ba,  parçasının sanki 

bütün nöqtələrində törəməsi vardır və    xfx   bərabərliyi doğrudur. 

İsbatı. qp   rasional ədədlərini götürək. qpE ,  ilə  ba,  parçasının elə 

nöqtələri çoxluğunu işarə edək ki, bu nöqtələrdə  x  funksiyası 

diferensiallanan olsun və  x  törəməsi    xfpqx   şərtini ödəsin. 

 xf  və  x  ölçülən funksiyalar olduğundan qpE ,  çoxluqları da ölçülən 

çoxluqlardır. Göstərək ki, 0, qpmE . Bu məqsədlə istənilən 0 ədədi 

götürək və elə 0  ədədi tapaq ki, me  olduqda 

  
e

dttf  

şərti ödənilsin. Elə açıq  baG ,  çoxluğu quraq ki,  

 qpqp mEmGGE ,, ,   olsun. 

Əgər qpEx , olarsa, onda kifayət qədər kiçik bütün 0h ədədləri üçün 

   
q

h

xhx



                                          (1) 

 hxx ,  parçaları qpE ,  çoxluğunu örtən parçalardır. (belə ki, 0h  (1) şərtini 

ödəyən ədəddir). 

Hesab etmək olar ki, bütün  hxx ,  parçaları G çoxluğu daxilində yerləşirlər. 

Onda bu parçalardan hesabi sayda elə 

     ,...,,...,,,, 222111 nnn hxxhxxhxx   parçaları ayırmaq olar ki,  
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  0,
1

, 












kkkk

k
qp hxxxUEm  

olsun. (1) bərabərliyinə görə aşağıdakı bərabərsizliyi yaza bilərik: 

 



hx

x
k

k

k

qdttf
h

.
1

 

Əgər  kkkk
k

hxxxUS 




,
1

 işarə etsək, onda sonuncu bərabərsizlikdən 

  
S

mSqdttf  yaxud  

     10,,  
S

qpmEqdttf                           (2) 

olduğunu alarıq. 

Digər tərəfdən  
qpqp EGESGS ,,,   və   qpESm ,/   olduğundan 

  
qpES

dttf
,/

  

yaxud 

    
qpES

dttfdttf
,

                                         (3) 

olduğunu alarıq. 

qpE ,  çoxluğunda   ptf   olduğundan 

  qp

E

Epmdttf
qp

,

,

                                              (4) 

alarıq. (2), (3) və (4) bərabərsizliklərindən alınır ki,  

  ,.. ,,   qpqp mEpmEq  

buradan  un ixtiyariliyinə görə qpqp pmEmEq ,,   olduğunu alarıq. Bu isə 

yalnız 0, qpmE  olduqda mümkündür. Beləliklə, 0, qpmE  olduğunu alırıq. 

 ba,  parçasının   x in diferensiallanan olduğu və    xfx   şərtini 

ödədiyi bütün nöqtələr çoxluğunu E ilə işarə edək. 

 Aydındır ki, 
 

qp
qp

EUE ,
,

 , belə ki, bu birləşmə indeksləri qp  şərtini 

ödəyən bütün  qp,  rasional ədədlər cütü üzrə aparılır. Onda 
 
 

qp
qpmEmE

,
, 0

 

 

olduğunu alarıq. 
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 Əgər A  ilə  x  törəməsinin olduğu bütün nöqtələr çoxluğunu işarə 

etsək, A  çoxluğunda sanki hər yerdə  

   xfx                                                 (5) 

şərti ödənilər. 

   xfxg   qəbul edək və    
x

a

dxxgx  işarə edək. Göründüyü kimi 

   xx  . Ona görə də A -nın sanki bütün nöqtələrində  x  törəməsi 

vardır və    .xgx  Buradan 

   xfx                                                (6) 

olduğunu alırıq. Son nəticədə (5) və (6)–dan A çoxluğunda, eyni zamanda 

 ba, parçasında sanki hər yerdə 

        .xfx   

olduğunu almış olarıq. 

Teorem isbat olundu. 

Teorem 3. Mütləq kəsilməz funksiya öz törəməsinin qeyri–müəyyən 

inteqralına bərabərdir. 

İsbatı: Tutaq ki,  xF  mütləq kəsilməz funksiyadır. Onun  xF  törəməsi sanki 

hər yerdə vardır və cəmlənən funksiyadır. 

      
x

a

dxxFaFx  funksiyasını götürək. Bu funksiya da mütləq kəsilməz 

funksiyadır və sanki hər yerdə    .xFx   Məlum teoremə (§8.3, teorem 2) 

görə    xxF  fərqi sabitə bərabərdir. ax   olduqda    aFa  olduğundan 

   xFx  olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

 

 

8.5. Funksiyanın Lebeq nöqtəsi 

Tərif. Əgər  ba,  parçasında təyin olunmuş və Lebeq mənada inteqrallanan 

 xf funksiyası üçün  bax ,0   nöqtəsində   0xf
  
olarsa  və 

    0
1

lim 0

0

0

0
 




dtxftf

h

hx

x
x

h
 

şərti ödənərsə, onda 0x  nöqtəsinə  xf  funksiyasının Lebeq nöqtəsi deyilir. 

 Asanlıqla görə bilərik ki, əgər  xf funskiyası 0x  nöqtəsində kəsilməz 

isə, onda bu nöqtə funksiyanın Lebeq nöqtəsi olar. Doğrudan funksiya 0x  
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nöqtəsində kəsilməz isə, onda istənilən 0 üçün elə 0 ədədi vardır ki, 

 0xx  olduqda      0xfxf . Onda h olduqda, 

    
hx

x
xfxf

h

0

0
0

1
. 

Bu isə 0x -in Lebeq nöqtəsi olması deməkdir. 

Teorem 1. Tutaq ki,  bax ,0   nöqtəsi  xf funksiyasının Lebeq nöqtəsidir. 

Onda    
x

a
dttfx  funksiyasının 0x  nöqtəsində törəməsi vardır  və 

   .00 xfx   

İsbatı.  Aydındır ki, 

   
       ,

1 0

0
00

00 dtxftf
h

xf
h

xhx hx

x





 

Buradan 

   
      dtxftf

h
xf

h

xhx hx

x





0

0
00

00 1
 

Bu bərabərsizlikdən 0h  şərtində    00 xfx   olduğunu alırıq. Teorem 

isbat olundu. 

Teorem 2.  ba, parçasında Lebeq mənada inteqrallanan  xf  funksiyası üçün 

sanki bütün  bax ,0   nöqtələri Lebeq nöqtəsidir. 

İsbatı: Tutaq ki, r hər hansı rasional ədəddir.   rtf   funksiyası  ba,

parçasında cəmlənəndir və sanki bütün  bax ,0   üçün 

    .
1

lim
0

0
rxfdtrtf

h

hx

x
x

h
 




                             (1) 

 rE  ilə  ba, parçasının (1) bərabərliyinin ödənmədiyi bütün nöqtələri 

çoxluğunu işarə edək. Aydındır ki,   .0rmE  ba, parçasındakı bütün rasional 

ədədləri nömrələyək və     



fErEUE n

n 1
 işarə edək. 

Onda 0mE  və   Eba /,  çoxluğunun bütün nöqtələri  tf  funksiyasının 

Lebeq nöqtəsidir. 
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Tutaq ki,   ./,0 Ebax   istənilən 0 ədədi götürək və elə nr  rasional 

ədədi tapaq ki,  
3

0


 nrxf  olsun.  Onda aydındır ki, 

     
3

0


 xftfrtf n   olar  və        .

3

11 0

0

0

0
0


 

 hx

x

hx

x n dtxftf
h

dtrtf
h

 

Ex 0  olduğundan  h  olduqda 

    ,
3

1 0

0
0




hx

x nn rxfdtrtf
h  

yəni  

 



hx

x n dtrtf
h

0

0

,
3

21
  

və bu bərabərsizliyi ödəyən h  ədədləri üçün 

   



hx

x
dtxftf

h

0

0
0

1
  

alarıq. Bu isə 0x  nöqtəsinin Lebeq nöqtəsi olması deməkdir. Teorem isbat 

olundu.  

 

 

8.6. Məhdud variasiyalı funksiyanın ayrılışı 

 Tutaq ki,  xf  ba,  parçasında məhdud variasiyalı funksiya, 

...,...,, 21 nxxx  bu funksiyanın kəsilmə nöqtələri,  xS  isə uyğun sıçrayış 

funksiyasıdır: 

  ,0aS  

            
xx

kk

k

xfxfafafxS 000  

     bxaxfxf  ,0                                     (1) 

     xSxfx   işarə edək. §7.2 teorem 6 – ya görə  x  kəsilməz, məhdud 

variasiyalı funksiyadır. Buradan  

     xSxxf                                              (2) 
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alırıq, yəni hər bir məhdud variasiyalı funksiya kəsilməz məhdud variasiyalı 

funksiya ilə onun sıçrayış funksiyasının cəmi şəklində göstərilə bilər. 

Tutaq ki,  x  kəsilməz və məhdud variasiyalı funksiyadır. Onda 

    
x

a
dttx   funksiyası mütləq kəsilməz funksiya olar. 

     xxx                                               (3) 

işarə edək. Bu funksiya da kəsilməz və məhdud variasiyalı funksiya 

olduğundan sanki bütün  bax ,0   üçün 

               0


  xxdttxxxx
xx

a
  

Tərif. Törəməsi sanki bütün  bax ,0   nöqtələrində sıfra bərabər olan, sabitdən 

fərqli, kəsilməz və məhdud variasiyalı funksiyaya sinqulyar funksiya deyilir. 

Sinqulyar funksiya mütləq kəsilməz ola bilməz. Çünki, məlum teoremə 

görə əgər mütləq kəsilməz funksiyanın törəməsi sanki hər yerdə sıfra bərabər 

olarsa, onda funksiya sabitə bərabər olar. Sinqulyar funksiya isə sabitdən 

fərqlidir. Məsələn Kantor funksiyası  x  sinqulyar funksiyadır. Bu funksiya 

kəsilməz və monoton artan funksiyadır. Ona görə də məhdud variasiyalı 

funksiyadır. Bu funksiya üçün sanki bütün  bax ,0   nöqtələrində   00  x  

şərti ödənilir. 

Əgər (3) bərabərliyindən      xxx   tapıb (2) bərabərliyində 

yerinə yazsaq, onda 

       xSxxxf                                          (4) 

alarıq. Beləliklə, aşağıdakı teoremin doğru olduğunu alırıq: 

Teorem.  ba,  parçasında məhdud variasiyalı hər bir  xf  funksiyasını 

       xSxxxf                                          (5) 

şəklində göstərmək olar. Burada  x mütləq kəsilməz,  x sinqulyar və 

 xS  sıçrayış funksiyalarıdır. 

 Bu ayrılışla əlaqədar olaraq məhdud variasiyalı funksiyaların 

doğurduğu Stiltes ölçüsünü də üç sinfə ayırmaq olar: 

I. Tutaq ki,  x  azalmayan mütləq kəsilməz funksiyadır. Onda bu 

funksiyanın  ba, parçasının sanki bütün nöqtələrində Lebeq mənada 

inteqrallanan    xrx   törəməsi vardır. Törəmənin olmadığı nöqtələrdə 
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  0xr qəbul etməklə  xr funksiyasını bütün  bax , nöqtələrində təyin 

etmək olar. Onda  ba, parçasında hər bir ölçülən A  çoxluğu üçün 

   dxxrA
A

                                              (6) 

inteqralının mənası vardır. Bu inteqral vasitəsilə təyin olunan  A  ədədinə A 

çoxluğunun ölçüsü deyilir. Lebeq inteqralının məlum xassəsinə görə 0mA

olduqda   0A olur. Mütləq kəsilməz  x  funksiyası vasitəsilə təyin 

olunan  A  ölçüsünə mütləq kəsilməz ölçü deyilir. 

 Göstərək ki, A çoxluğunun  AB  obrazının Lebeq mənada ölçüsü 

(6) düsturu vasitəsilə hesablana bilər.   ,A  intervalı olduqda 

       ,A  olur. Onda         .dxxrAmmB 



  

A açıq çoxluq,    ,...2,1, kkk   isə onun təşkiledici intervalları olduqda, 

yəni  kk
k

UA  , olduqda       kk
k

UAB  ,      və  

         
Akk

kk dxxrdxxrmB k

k

.



  

Əgər A qapalı çoxluq olarsa, bu halda da  AB  çoxluğu üçün də 

 
A

dxxrmB                                                 (7) 

düsturu doğru olar. 

 Tutaq ki, A istənilən ölçülən çoxluqdur. GAP   şərtini ödəyən P 

qapalı və G açıq çoxluğu üçün       GAB   . İxtiyari 0 ədədi üçün 

elə P və G çoxluqlarına baxaq ki,  PmmB    və    mBGm  olsun. 

Onda    baxxr ,,0    üçün 

          .   mBGmdxxrdxxrdxxrPmmB
GAP

 

0  ixtiyari ədəd olduğundan bu münasibətdən (7) bərabərliyinin doğru 

olduğunu alırıq. 

 Tutaq ki,   GAeGxxr /,,0    və  0mB . Onda (7) bərabərliyinə 

əsasən 

       dxxrdxxrdxxrdxxr
eeGA

 0 . 

ex  üçün   0xr  olduğundan 0me  alırıq. 
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II. Tutaq ki,  xX  sinqulyar funksiyadır. Əgər  xX  fnksiyasının törəməsi 

olmadığı nöqtələr çoxluğunu 0A
 
ilə işarə etsək, onda 00 mA olar. 

 baA ,  çoxluğu üçün 

    0, AAExdXA
E

X                                      (8) 

qəbul edək. Bu qayda isə təyin edilmiş  AX  ədədinə A çoxluğunun ölçüsü 

deyilir. Bu ölçü sinqulyar ölçü adlanır. 

Məsələn, 0P  Kantorun mükəmməl çoxluğu və  x  Kantor funksiyası üçün 

00 mP .  1,0A çoxluğunun ölçüsünü 

    0, PAExdA
E

  
 

düsturu ilə hesablamaq olar. 

III. Tutaq ki,  xS  sıçrayış funksiyası, ...,...,, 21 nxxx  kəsilmə nöqtələri, 

...,...,, 21 nhhh  isə funksiyanın kəsilmə nöqtələrindəki sıçrayışlarıdır. Onda hər 

bir  baA ,  çoxluğunun ölçüsü  

  



Ax

kS

k

hA                                                (9) 

düsturu vasitəsilə təyin edilir. Xüsusi halda A çoxluğu bir  kx
 
nöqtəsindən 

ibarət olarsa, onun ölçüsü kh
 
ədədinə bərabər olar. 

 Sıçrayış funksiyasının doğurduğu (9) ölçüsünə diskret ölçü deyilir. 

 Göstərilən üç qaydada təyin olunan bu ölçülər  additiv ölçülərdir. 

 Doğrudan da ...,...,, 21 nAAA  çoxluqları cüt–cüt kəsişməyən çoxluqlar 

olarsa, bu halda diskret ölçü üçün 

   .  
 


k

kS
AUx k Ax

iik
k

S AhhAU
k

k
i i

  

alarıq. Bu diskret ölçünün additivliyini göstərir. Digər ölçüləri də eyni üsulla 

göstərə bilərik. Beləliklə, aşağıdakı nəticəyə gəlirik: 

Nəticə. Hər bir məhdud variasiyalı funksiya üç növ ölçü: mütləq kəsilməz, 

sinqulyar və diskret ölçü doğurur. 

 

8.7. Lebeq inteqralında dəyişənin əvəz edilməsi 

 Məlum olduğu kimi Riman inteqralınının əsas hesablama üsullarından 

biri dəyişənin əvəz edilməsi üsuludur. 

 İndi göstərək ki, Lebeq mənada inteqrallanan bəzi sinif funksiyalar 

üçün Lebeq inteqralında da analoji əvəzetmə üsulu doğrudur. 
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Teorem. Tutaq ki,  tx   funksiyası   ,  parçasında mütləq kəsilməz və 

ciddi monoton artan funksiyadır, belə ki,     ., ba    Onda  ba,

parçasında Lebeq mənada inteqrallanan  xf  funksiyası üçün 

      dtttfdxxf
b

a





                                     (1) 

düsturu doğrudur. 

İsbatı. Aşağıdakı hallara baxaq: 

1) Tutaq ki,  xf  funksiyası  ba,  parçasında kəsilməzdir. Onda  xf

funksiyasının Riman mənada inteqralı vardır. Bu inteqralı hesablamaq üçün 

 ba, parçasını bxxxxa n  ...210 bölgü nöqtələri ilə hissələrə bölək. 

 
 

 
 

 1...2,1,0sup,inf
11 ,,


 

nkxfMxfm
kkkk xxx

k
xxx

k  ba, parçasının bu bölgüsünə uyğun 

olaraq   ,  parçası da  1, kk tt hissələrinə bölünər, belə ki, 

   .1...2,1,0  nkxt kk  

Onda   1,  kk ttt  üçün 

   kk Mtfm                                                (2) 

olar. Digər tərəfdən    0 t  olduğundan 

  .1

1
 



k

k

t

t kk xxdtt  

Onda Lebeq inteqralının orta qiymət xassəsinə görə alarıq: 

          kkk

t

tkkki xxMdtttfLxxm k

k

  


11

1   

Buradan 

       SdtttfLs   



,                                      (3) 

alarıq. 











1

0

1

0

.,
n

k
kk

n

k
kk xMSxms  

 kk xx  1max  işarə edək. 

0 şərtində limitə keçsək və   0lim
0




Ss


olduğunu nəzərə alsaq, (1) 

bərabərliyini alarıq. 

2) Tutaq ki,  xf  ölçülən və məhdud funksiyadır.    baxMxf ,,  . 
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Onda sanki bütün  bax ,  nöqtələrində  xf -ə yığılan kəsilməz   xgn  

funksiyalar ardıcıllığı seçmək olar, yəni, 

       baxMxgxfxg nn
n

,,,lim 


                         (4) 

(4) bərabərliyinin ödənmədiyi  bax ,  nöqtələr çoxluğunu E ilə işarə edək. 

Şərtə görə 0mE . 

e  ilə  

         ttfttgn
n

 


lim                                  (5) 

bərabərliyinin ödənmədiyi   ,t  nöqtələr çoxluğunu işarə edək:   .Ee   

Onda mütləq kəsilməz  t  funksiyasının doğurduğu ölçüyə görə 

    
e

ettdttmE ,0,   

olar. Buradan 0me  alırıq. Ölçülən funksiyalar ardıcıllığının sanki hər yerdə 

limiti olan     ttf    ölçülən funksiyadır. Onda  

              ,,  ttMttfttgn  

olduğundan inteqral altında limitə keçmək olar. Nəticədə      ttf  nin 

Lebeq mənada inteqrallanan olduğunu və 

           dtttfdtttgdxxf n
n

b

a  









lim  

bərabərliyini alarıq. 

3) Tutaq ki,  xf  mənfi olmayan Lebeq mənada inteqrallanan funksiyadır. 

(Əgər funksiya müsbət olmazsa, onda onu iki mənfi olmayan inteqrallanan 

funksiyanın fərqi şəklində göstərmək olar). 

 
   

 








olduqdanxfn

olduqdanxfxf
xfn

,

,
 

funksiyaları təyin edək. 

2) -ci bəndə əsasən 

       ...3,2,1,   ndtttfdxxf n

b

a n




  

olduğunu alarıq. Baxılan halda hər bir    ,t   üçün  

         ttfttf n
n

 


lim  
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olduğundan və    ...3,2,1, ntfn   funksiyaları artan və mənfi olmayan 

funksiyalar olduğundan 

      dtttfdxxf n
n

b

a  





lim  

olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 

 

8.8. Mütləq kəsilməz funksiyalara aid misallar 

1. Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında mütləq kəsilməz funksiyadır. Onda göstərin 

ki, a)   ,xf     b)   1, pxf
P

funksiyaları da mütləq kəsilməz 

funksiyalardır. 

Göstəriş: a) halında baba   bərabərsizliyindən, b) halında isə 

 baccpba pPP
,max,1  

  bərabərsizliyindən istifadə edin. 

2. Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında kəsilməz,  xf isə mütləq kəsilməzdir. 

Onda  xf funksiyasının da mütləq kəsilməz olduğunu göstərin. 

Göstəriş: Kəsilməz funksiyanın nöqtə ətrafında öz işarəsini saxlamaq 

xassəsindən istifadə edin. 

3. Tutaq ki,  xf  funksiyası   ,  intervalında Lipşits şərtini ödəyir, 

 xx   funksiyası isə  ba, parçasında mütləq kəsilməzdir. Göstərin ki, 

  tf   mürəkkəb funksiyası da mütləq kəsilməzdir. 

Göstəriş:           



n

k
kk

n

k
kk kff

11

    bərabərsizliyindən 

istifadə edin. 

4. Tutaq ki,   













olduqdax

x

olduqdax

xf

2

1
0,

ln

1

0,0

 

funksiyası verilmişdir. 

Göstərin ki, a) funksiya kəsilməz və ciddi monoton artandır: 

                    b) məhdud variasiyalıdır,  fV
2

1

0

  tapın. 

                    c) mütləq kəsilməzdir. 

                    d) Lipşits şərtini ödəmir. 
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Göstəriş:  a)   21
0

,0lim xxxf
x




  olduqda     21 xfxf   

                b) monoton funksiya məhdud variasiyalıdır,  fV
2

1

0

 . 

                c)  
xxx

xf
2ln

1
  törəməsi inteqrallanandır. 

                d) 
   




 x

fxf

x

0
lim

0
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IX FƏSİL 

SOBOLEV FƏZALARI.DAXİLOLMA TEOREMLƏRİ 

9.1. Ortalaşdıran nüvə anlayışı 

 Yuxarıda biz cəmlənən və kvadratı ilə cəmlənən funksiyalardan ibarət 

olan 
1L  və 

2L  fəzalarını daxil etdik və onların bəzi xassələrini öyrəndik. İndi 

isə bu fəzalara daxil olan funksiyalar üçün ortalaşdırma anlayışını daxil 

edəcəyik. Bu anlayışın köməyi ilə biz 
1L  və 

2L  fəzalarında bu fəzalarda təyin 

edilmiş məsafəyə görə götürülmüş funksiyaya kifayət qədər yaxın olan sonsuz 

diferensiallanan funksiyaların qurulmasının mümkünlüyünü isbat edəcəyik.  

Əvvəlcə bir həqiqi dəyişəndən asılı  tf  funksiyası üçün ortalaşdıran 

nüvə anlayışını daxil edək. 

Aşağıdakı bərabərlik vasitəsilə  t  funksiyası təyin edək: 

 












.1,0

,1,

2

21

1
2

olduqdat

olduqdatect
t

                                   (1) 

c sabitini sonralar təyin edəcəyik. Göründüyü kimi bu funksiyanın 12 t  

nöqtələrində kəsilməz olması aydındır. Bu funksiyanın və onun törəmələrinin 

1t nöqtələrində kəsilməzliyini araşdıraq. 1t şərtində 12 t olduqda 

 


1

1
2t

 və   t olması aşkardır.  t  funksiyasının istənilən tərtibli 

törəməsi  12 t  olduqda aşağıdakı şəkildədir: 

 

 
1

1

2

2

1





te
t

tP


 

Burada  tP  hər hansı çoxhədlidir və  tam müsbət ədəddir. 12 t   1t  

şərtində qeyri – müəyyənliyi açsaq   1

1

2 2

1 


 tet


 ifadəsinin sıfra yaxınlaşdığını 

görərik. Beləliklə görürük ki,  t  funksiyasının  t  qiymətlərində 

bütün tərtib törəmələri vardır. 

 İndi isə    mm yyyyxxxx ...,,..., 2121   dekart koordinatlarına malik 

mE  fəzasına baxaq. Bu nöqtələr arasında məsafəni 

   22

11 ... mm yxyxyxr   

kimi təyin edək. Tutaq ki, 0h  istənilən ədəddir. 
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Tərif.  rh  funksiyası aşağıdakı şərtləri ödədikdə ona ortalaşdıran nüvə 

deyəcəyik. 

1)  rh  funksiyası x və y dekart koordinatlarına nəzərən sonsuz 

diferensiallanan funksiyadır. Qeyd edək ki, 0r  olduqda bu şərtin ödənməsi 

üçün zəruri və kafi şərt baxılan funksiyanın r  dəyişəninə görə sonsuz 

diferensiallanan olmasıdır; 

2) hr   olduqda    0rh  və hr   olduqda   0rh  olmalıdır; 

3)    



hr

h

hr

h dxrdyr 1 . 

Məsələn, göstərək ki, 

 














olduqdahr

constchrecr h
rh

h

hh

,0

;0,,
22

2

                       (2) 

funksiyası yuxarıdakı şərtləri ödəyir. 

2) şərtinin ödənməsi aydındır. 

Əgər  

1

22

2 



















  dyec

hr

rh

h

h
 qəbul etsək 3) şərti də ödənər. 

1) şərtinin ödənməsini göstərək: 

(2) şəklində təyin edilmiş funksiyanın hr   və hr   olduqda sonsuz 

diferensiallanan olması aydındır, belə ki, hr   olduqda bütün törəmələr sıfra 

bərabərdir. Ona görə də funksiyanın r  dəyişəninə görə bütün tərtibdən 

törəmələrinin varlığını və hr   olduqda sıfra bərabər olduğunu, eləcə də hr   

olduqda hr   şərtində bütün törəmələrin də sıfra yaxınlaşdığını göstərmək 

kifayətdir. 

 Bu faktın birinci tərtib törəmə üçün doğru olduğunu göstərək; Yüksək 

tərtib törəmələr üçün həmin faktı analoji üsulla göstərmək olar. 

a)  rh  funksiyası hr   olduqda kəsilməzdir. Doğrudan da, (2) düsturundan 

görünür ki,    hh hh   00  .  Eləcə də,  

  ,0lim0
22

2

0
 





rh

h

n
hr

h ech  

çünki  
22

2

rh

h


  ifadəsi 0 hr  şərtində  -a yaxınlaşır. 

b)  rh  vardır və sıfra bərabərdir. Doğrudan da  

   
,00limlim

00






 hr

hh

hr hr

hr 
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Eyni zamanda 

   
0limlim

22

2

00







 


 hr

e

hr

hr hr

h

hr

hh

hr


 

olduğundan 

   
 h

hr

hr
h

hh

hr










lim  

limiti vardır və sıfra bərabərdir, yəni    0 hh . 

Beləliklə, istənilən r  üçün  rh  törəməsinin varlığını və kəsilməzliyini alırıq. 

Analoji üsulla digər törəmələrin də varlığını və kəsilməzliyini göstərə bilərik. 

Bu qayda ilə (1) şərtinin də doğru olduğunu alırıq. 

 

 

9.2. Orta funksiya və onun əsas xassələri 

 Tutaq ki, mE  hər hansı sonlu oblastdır və  yu  D oblastında 

cəmlənən funksiyadır.  yu  funksiyasını  D oblastından kənarda sıfra bərabər 

hesab etməklə davam etdirək. Tutaq ki, mEx  istənilən nöqtədir. 

     


 dyyurxu hh                                            (1) 

funksiyasının təyin edək, burada   rh  §9.1-dəki 1) - 3)  şərtlərini ödəyən hər 

hansı ortalaşdıran nüvədir. 

 xuh  funksiyası  yu  funksiyasına nəzərən orta funksiya adlanır ; h - ədədi isə 

ortalaşdırma radiusu adlanır. 

Orta funksiyanı digər üsulla, aşağıdakı üç formada da daxil etmək olar. 

1) 


y  üçün   0yu  olduğunu nəzərə alaraq (1) inteqralını bütün mE  fəzası 

üzrə götürə bilərik: 

     
mE

hh dyyurxu                                         (1a) 

2) Ortalaşdıran nüvənin 2)–ci xassəsinə görə inteqrallamanı bütün mE  üzrə 

deyil, yalnız mərkəzi x  nöqtəsində olan h  radiuslu dairə üzrə götürmək olar: 

      ;



hr

hh dyyurxu                                     (2b) 

3) İnteqrallamanı  hr   oblastı üzrə aparmaq olar, çünki bu halda 

inteqralaltı funksiyalardan hər hansı biri sıfra bərabər olur. Ona görə də  
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     
 




hr

hh dyyurxu                                     (1b) 

düsturu da doğrudur. 

İndi isə orta funsiyaların bəzi xassələrini qeyd edək. 

I. Orta funksiyalar bütün mE  fəzasında sonsuz diferensiallanan funksiyalardır 

və onların istənilən tərtib törəməsini (1)–(2) düsturlarından ixtiyari birində 

inteqralaltda diferensiallamanın köməyi ilə almaq olar. 

Ona görə də orta funksiyanın istənilən tərtib törəməsini  

     


 dyrDrxuD hxhh  
                                (2) 

düsturu ilə hesablamaq olar. Burada  ,,..., 21 n    m  ..., 21

m tərtibli multindeksdir və   oblastını mE ,  ,hr    hr 

oblastlarından biri ilə əvəz etmək olar. 

II. Orta funksiya   oblastından h – dan kiçik olmayan məsafədə yeləşən bütün 

nöqtələrdə sıfra bərabərdir. Doğrudan da, bu halda  hr   kürəsi tamamilə   

oblastının xaricində yerləşir və (1b) intqralı altda   0yu  olur. 

 Beləliklə, orta funksiya yalnız  h  ilə işarə edilmiş və aşağıdakı qayda 

ilə qurulmuş oblastda sıfırdan fərqli ola bilər: hər bir x  nöqtəsi üçün bu 

nöqtə mərkəz olmaq şərti ilə h radiuslu kürə götürək. Bu kürələriin birləşməsini 
 h  ilə işarə edirik. Aydındır ki,  h . Əgər   R  radiuslu kürə olarsa, 

onda  h    ilə konsentrik olan hR  radiuslu kürə olar. 

 Orta funksiyalar haqqında aşağıdakı mühüm teoremləri də qeyd edək. 

Teorem 1. Əgər  xu  funksiyası   oblastında kəsilməz isə, onda   

oblastının istənilən qapalı alt oblastında  xuh  orta  funksiyası 0h  şərtində 

 xu  funksiyasına müntəzəm yığılır. 

İsbatı. Tutaq ki,   hər hansı oblastdır.   ilə   - nın elə alt oblastını 

işarə edək ki,   eyni zamanda   - nın də alt oblastı olsun.   və   

oblastlarının sərhədlərini 1L  və 2L  ilə işarə edək və tutaq ki, 0h
 
bu sərhədlər 

arasındakı ən kiçik məsafədir. 0hh   götürək. (1b) düsturuna və ortalaşdıran 

nüvənin 3) xassəsinə görə alarıq: 

          dyrxuyuxuxu h

hr

h 


                               (3) 

Əgər x  isə, onda (3) bərabərliyində y .   qapalı oblastında 

kəsilməz olan  yu funksiyası müntəzəm kəsilməz olduğundan kifayət qədər 

kiçik h  üçün hr   olduqda      xuyu  ( 0 kifayət qədər kiçik 

ədəddir) olar. 
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  0rh  şərtini nəzərə alsaq (3) düsturundan  

     



hr

hh dyrxuxu   

olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu. 

Teorem 2. p ədədinin  p1  aralığından olan bütün qiymətləri üçün 

 pL  fəzasından olan funksiyaların ortalaşdırılması zamanı norma artmır, 

yəni istənilən     pLxu ,  p1  üçün  
 

 
 


pp LLh xuxu . 

İsbatı.  , pLu   p1  götürək. Hölder bərabərsizliyini tətbiq etməklə 

alarıq: 

           


p

q

h

p

h

p

h

p

h dyryudyryuxu

11

  

          
 









 dyryudyrdyryu h

p
q

p

hh

p
                   (4) 

burada q ədədi p  ilə qarşılıqlı qoşma ədəddir: .1
11


qp
 Ortalaşdıran nüvənin 

xassəsinə görə 

   
 

  1 
 hr

h

hr

hh dyrdyrdyr  . 

Onda (4) bərabərsizliyini   oblastı üzrə inteqrallasaq alarıq 

 
 

      








 



dydxryudxxuxu h

p

h

p

h

p

Lh
p

  

 
 

p

L

p

h
p

uyu




   

buradan  
   


pp LLh uu .  Teorem isbat edildi. 

Teorem 3. İstənilən   pLu   p1  üçün 0h  şərtində 

 
0

pLh uu  münasibəti doğrudur. 

İsbatı. Məlum olduğu kimi istənilən ölçülən funksiya verildikdə elə  xf  

çoxhədlisi vardır ki, ixtiyari 0 üçün 
  3




pL
fu  şərti ödənilsin. 

Üçbucaq bərabərsizliyini tətbiq etməklə alarıq: 

       


pppp LhhLhLLh uffffuuu  . 
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Yuxarıda isbat edilmiş teorem 2 – yə əsasən 

   


pp LLhh ufuf    olduğundan 

       


pppp LhLhLLh ffffufuu
3

2
2


 

alarıq. 

Elə 
1  oblastı götürək ki,   oblastı onun tam daxili altoblastı olsun. 

f çoxhədlisi 
1  oblastında kəsilməz olduğundan onun istənilən qapalı alt 

oblastında, xüsusi halda   oblastında 0h şərtində müntəzəm yığılma 

mənada ffh  olar. Qapalı oblastda müntəzəm yığılmadan orta mənada 

yığılma alındığından kifayət qədər kiçik h üçün 
  3




pLhff   şərti 

ödənilər. 

Bunu yuxarıda yazılmış son bərabərsizlikdə nəzərə alsaq 
 

3
pLhuu  

olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu. 

 

 

9.3. Finit və sonsuz diferensiallanan funksiyalar sinfi 

 Əgər  ba ,  parçasında təyin edilmiş  xf  funksiyası üçün elə 

   ba ,,   intervalı varsa ki,     ,, bax  olduqda  ba   ,  

  0xf olsun, onda bu funksiyaya  ba , parçasında finit funksiya deyilir. 

Qeyd edək ki, hər bir finit funksiyanın özünə uyğun   ,  intervalı vardır. 

Məsələn, 

 













olduqdahx

olduqdahxexf
hx

h

,0

,
22

2

 

funksiyası   ,  intervalında finit funksiyadır. Bu funksiyanın istənilən 

tərtib törəmələri vardır və bu törəmələr də hx   olduqda sıfra bərabərdir. 

Tutaq ki,    nxxxfxf ..., 21  funksiyası nR  oblastında təyin edilmişdir və 

elə   alt oblastı vardır ki, x  olduqda   0xf . Burada  ilə   

oblastnın ciddi daxili oblastı işarə olunur, yəni  ilə   oblastlarının 

sərhədləri arasında məsafə müsbət ədəddir. Ona görə də  xf  finit funksiyadır. 

Çoxdəyişənli finit funksiyaya misal olaraq 
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 















hx

xxxxhx
hx

x

x
n

,0

...,, 22

2

2

122

2

                    (1) 

funksiyasını göstərə bilərik. Bu funksiyanın nR  fəzasında istənilən tərtib 

kəsilməz törəmələri vardır. nR  fəzasında finit funksiya dedikdə adətən bütün 
nR  fəzasında təyin olunmuş və Mx   ( M - kifayət qədər böyük müsbət 

ədəddir) şərtini ödəyən bütün nöqtələrdə sıfra bərabər olan funksiya başa 

düşülür. nR  fəzasında finit və sonsuz diferensillanan funksiyalar sinfi  nRC

0  

kimi işarə olunur. Bu sinfə daxil olan hər bir  xu  funksiyası üçün M ədədi 

müxtəlif ola bilər. Bütün nR  fəzasında cəmlənən  xu  funksiyası götürək, yəni 

   nRLxu 1  .   xu M  ilə Mx  kürəsi daxilində  xu  ilə üst – üstə düşən, 

nR  - in qalan hissəsində sıfra bərabər olan funksiyanı işarə edək.    nRLxu 1  

şərtindən alınır ki, 

      



MxR

M Mdxxudxxuxu
n

,0  olduqda     xu hM  ilə  xu - in 

orta funksiyasının işarə edək, 1h .    xu hM  sonsuz diferensialanan 

funksiyadır və 1 Mx olduqda sıfra bərabərdir, yəni      .0

h

hM RCxu 

Bundan başqa 0h şərtində       



1

.0
Mx

hMM dxxuxu  İxtiyari 0

ədədini qeyd edək və M ədədini elə seçək ki,  

    
2


 dxxuxu M  

olsun. Kifayət qədər kiçik h ədədləri üçün  

             



1

.
2Mx

hMMhMM dxxuxudxxuxu


 

olar. 

Nəticədə alırıq: 

   
 

 
      .

1

  dxxuxuuxu
n

n

R

hM
RL

x

hM  

Bu onu göstərir ki,  xu  funksiyasını  nRL1  fəzasının normasına nəzərən 

 nRC

0  fəzasına daxil olan    xu hM  funksiyaları vasitəsilə istənilən qədər 

yaxınlaşdırmaq olar. 
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 Eyni qayda ilə    nRLxu 2  funksiyası üçün də M  və 0h  

şərtində 

   
 

 
,0

2


nRL

x

hMuxu  

olduğunu göstərmək olar. 

Nəticədə aşağıdakı teoremin doğru olduğunu alarıq: 

Teorem 1.  nRC

0  funksiyalar sinfi  nRL1  və  nRL2  fəzalarında sıxdır. 

İndi isə tutaq ki, nR  hər hansı məhdud oblastdır.   oblastında 

finit funksiyalardan ibarət olan  

0C  sinfinə baxaq. Bu sinfə daxil olan 

funksiyalar elə    nRCxu  0  funksiyalarından ibarətdir ki,   0xu  şərtini 

ödəyən bütün x  nöqtələrindən ibarət olan açıq çoxluq qapanması ilə birlikdə 

  daxilində yerləşir. 

İsbat etmək olur ki,  

0C  funksiyalar sinfi  nRL1  və  nRL2  fəzalarında 

sıxdır. 

 

 

9.4. Ümumiləşmiş törəmə anlayışı 

 Əvvəlcə birdəyişənli funksiyanın ümumiləşmiş törəməsi anlayışı ilə 

tanış olaq. Tutaq ki,  xu   ba ,  parçasında mütləq kəsilməz,  xv  funksiyası 

isə finit və kəsilməz  xv  törəməsi olan funksiyalardır. Onda hissə - hissə 

inteqrallama düsturunu tətbiq etməklə alarıq: 

            
b

a

b

a

b

a
dxxvxuxvxudxxvxu  

Əgər  xv  funksiyasının finit olduğunu nəzərə alsaq  

        
b

a

b

a
dxxvxudxxvxu                                 (1) 

olar. 

Alınmış (1) bərabərliyi istənilən finit və kəsilməz törəməsi olan istənilən  xv

funksiyası üçün eyniliklə ödənilir. 

Tərif 1. Əgər cəmlənən  xu  funksiyası üçün  ba ,  parçasında Lebeq mənada 

inteqrallanan elə  x  funksiyası varsa ki, istənilən finit və kəsilməz törəməsi 

olan  xv  funksiyası üçün 

        
b

a

b

a
dxxvxudxxvx                                (2) 
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bərabərliyi ödənilsin, onda  x  funksiyasına  xu  funksiyasının 

ümumiləşmiş törəməsi deyilir və    xux   kimi işarə edilir. 

(1) və (2) bərabərliklərindən alınır ki,  xu  funksiyasının adi mənada törəməsi 

varsa, onun ümumiləşmiş törəməsi də vardır. Amma ümumiləşmiş törəmənin 

varlığından adi törəmənin varlığı çıxmaya da bilər. 

Misal 1.  1,1 parçasında   xxu   funksiyasına baxaq. Məlumdur ki, 0x

nöqtəsində bu funksiyanın adi mənada törəməsi yoxdur. 

Tutaq ki,  xv   1,1 parçasında kəsilməz diferensiallanan     011  vv

şərtini ödəyən funksiyadır. 

Onda 

     dxxvxdxxvxdxxvx   
 

1

0

1

1

0

1
 

olduğundan hissə - hissə inteqrallama tətbiq etməklə alarıq: 

          


1

1

1

0

1

1

0

1
vvv dxxsignxdxxdxxdxxvx  

Buradan   xsignx  olduğunu alırıq. Yəni,   xsignx     xxu 

funksiyasının ümumiləşmiş törəməsidir. 

Qeyd. Göstərək ki,   xsignx  funskiyasının  1,1 intervalında birinci tərtib 

ümumiləşmiş törəməsi yoxdur. (Baxmayaraq ki, bu funksiyanın 0x bütün 

nöqtələrdə kəsilməz törəməsi vardır). 

Bunu göstərmək üçün aşağıdakı inteqrala baxaq: 

       02
1

0

0

1

1

1
   

dxxdxxdxxsignx                  (3) 

Burada  x   1,1  intervalında birinci tərtib kəsilməz törəməsi olan 

funksiyadır. 

Göstərək ki,  1,1  intervalında cəmlənən elə bir  xv  funksiyası yoxdur ki, 

istənilən finit və kəsilməz diferensiallanan  x  funksiyası üçün 

      
1

1
02 dxxxv                                           (4) 

bərabərliyi ödənilsin. 

Tutaq ki, belə bir  xv  funksiyası vardır. Onda    
x

dxxvx
0

v
 

funksiyası istənilən    1,1, ba parçasında mütləq kəsilməz funksiya olar və 

onun bu parçada cəmlənən  xv  törəməsi olar. 

Əgər (4) inteqralına hissə - hissə inteqrallama tətbiq etsək, onda (3) 

bərabərliyinə görə istənilən kəsilməz diferensiallanan  x  funksiya üçün 

     0v
1

1
 dxxxsignx  
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alarıq. Buradan,   ,v cxxsign    .1,1x  Alınmış bərabərliyin sol tərəfi 

kəsilən, sağ tərəfi isə kəsilməz funksiyadır. Alınmış ziddiyət (4) bərabərliyini 

ödəyən cəmlənən  xv funksiyasının olmadığını göstərir. Yəni xsign

funksiyasının ümumiləşmiş törəməsi yoxdur. 

Teorem 1. Əgər birdəyişənli  xu  funksiyasının ümumiləşmiş törəməsi varsa, 

onda o hər hansı bir mütləq kəsilməz funksiyaya ekvivalentdir. 

İsbatı. Tutaq ki,  x  funksiyası  xu  funksiyasının ümumiləşmiş 

törəməsidir. Onda istənilən finit və kəsilməz törəməsi olan  xv  funksiyası 

üçün  

         
b

a
dxxvxudxxvx                                    (5) 

bərabərliyi ödənilir.    
x

a
dttxh   işarə edək. Onda hissə - hissə inteqralama 

düsturuna görə alarıq: 

         
b

a

b

a
dxxvxhdxxvx

                                   
(6) 

(5) və (6) bərabərliklərindən 

       .0 dxxvxhxu
b

a
 

 xv  ixtiyari finit və diferensiallanan funksiya olduğundan sanki bütün 

 bax ,  üçün     cxhxu  alarıq.   0ah  olduğundan  auc  . 

Nəticədə  xu  və    auxh   mütləq kəsilməz funksiya olduğundan  xu  

funksiyası da mütləq kəsilməzdir. Məlumdur ki, mütləq kəsilməz  xu  

funksiyanın sanki hər yerdə  xu  törəməsi vardır və bu funksiyanı törəməyə 

görə bərpa etmək olar: 

      
x

a
dttuauxu                                           (7) 

Nəticə. Ümumiləşmiş törəməsi olan funksiyanın sanki hər yerdə adi 

törəməsinin olduğunu qəbul etmək olar. Amma, funksiyanın sanki hər yerdə 

törəməsinin olmasından onun ümumiləşmiş törəməsinin olduğunu hökm etmək 

olmaz. Məsələn,  1,0  parçasında Kantorun  x  funksiyasının sanki hər yerdə 

  0 x törəməsi vardır. Lakin bu funksiyanın ümumiləşmiş törəməsi yoxdur. 

İndi isə çoxdəyişənli funksiyanın ümumiləşmiş törəməsini öyrənək. 

Tərif 2. Tutaq ki, nR  məhdud oblastdır. İxtiyari   oblastında 

cəmlənən    nxxxuxu ..., 21  funksiyası götürək.  oblastında cəmlənən elə 

   nxxxx ..., 21   funksiyası varsa ki,   oblastında finit və k tərtibdən 

kəsilməz xüsusi törəmələri olan istənilən  xv  funksiyası üçün 
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       
 

dx
xxx

xv
xudxxvx

nk

n

kk

k
k




 

 ...
1

21

21

                      (8) 

bərabərliyi ödənilsin, onda  x  funksiyasına  xu  funksiyasının  

 
nk

n

kk

k

xxx

xu





...21

21

 şəklində ümumiləşmiş törəməsi deyilir. Burada 

kkkk n  ...21 . 

Əgər k tərtibli ümumiləşmiş törəməni adi törəmə şəklində 

   
nk

n

kk

k
k

xxx

u
uDx






...21

21

  

işarə etsək, onda (8) bərabərliyini 

       


 dxxvxdxvDxu
kk 1                               (9) 

şəklində yaza bilərik. 

 Qeyd edək ki, ümumiləşmiş törəmə adi törəmənin bir çox xassələrinə 

malikdir. Onlardan bir neçəsini göstərək. 

1)  xu  funksiyasının   ,
...21

21
nk

n

kk

k
k

xxx

u
uDx




   nkkkk  ...21

şəklində ümumiləşmiş törəməsi ekvivalentlik mənada yeganədir. Doğrudan da, 

fərz edək ki,  xu  funksiyasının  x  və  x
~

 kimi iki müxtəlif ümumiləşmiş 

törəmələri vardır. Onda 

       

       
























dxxvxdxvDxu

dxxvxdxvDxu

k

k

~
1

1









                           (10) 

Buradan alarıq: 

      .0
~



















dxxvxx   

 xv  ixtiyari funksiya olduğundan sanki bütün x  üçün 

    ,0
~

 xx   yəni     xx
~
   
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olduğunu alırıq. 

2)  xu  funksiyasının 
 

nk

n

kk

k

xxx

xu





...21

21

 ümumiləşmiş törəməsi diferensiallama 

növbəsindən asılı deyildir. Bu xassənin doğruluğu  xv  funksiyasının k tərtibli 

kəsilməz xüsusi törəmələrinin varlığından və qarışıq törəmələrin bərabərliyi 

haqqında məlum Şvarts teoremindən alınır. 

3) Tutaq ki,  xu  və  x  funksiyalarının eyni tərtibdən ümumiləşmiş 

törəmələri vardır və bu törəmələr uyğun olaraq  x1  və  x2  -dir. Onda 

   xcxuc 21   funksiyalarının da k  tərtibli ümumiləşmiş törəmələri vardır və 

   xcxc 2211   -ə bərabərdir. Burada  
1c  və 

2c  istənilən sabitlərdir. 

4) Tutaq ki,  txu ,  funksiyası  TtQ  0 silindrik oblastında cəmlənən 

funksiyadır və 
t

u




 ümumiləşmiş törəməsi vardır. Onda 

   


 dxtxutf ,  

funksiyası mütləq kəsilməzdir və onun 

 
 


 


 dx

t

txu
tf

,
 

ümumiləşmiş törəməsi vardır. 

5) Tutaq ki,  oblastında  xu  funksiyasının    xuDx k  ümumiləşmiş 

törəməsi vardır və  xuh  və  xh  uyğun olaraq  xu  və  x  funksiyalarının 

orta funksiyalarıdır. Onda h oblastında  xu funksiyasının ümumiləşmiş 

törəməsinin orta funksiyası,  xu -in orta funksiyasının həmin tərtibli 

törəməsinə bərabərdir, yəni 

   h

k

h

k uDuD   

yaxud 

        , 
 
















h h

dyyurDdyyuDr h

kk

h   

burada  nkkkk  ...21   .
...21

21
nk

n

kk

k
k

xxx
D




  

6) Tutaq ki,   ,...2,1, nxun  funksiyalar ardıcıllığı sonlu nR  oblastında 

eyni tərtibli    xuDxv n

k

n   ümumiləşmiş törəmələrinə malikdirlər. Əgər 

  xun  və   xvn  ardıcıllıqları  1L  fəzasında uyğun olaraq  xu və  xv  
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limitlərinə malik isə, onda   oblastında   xv  funksiyası  xu -in eyni tərtibli 

ümumiləşmiş törəməsidir. 

7) Tutaq ki,  xu ,     pLxv ,  p1  və  xv  funksiyası  xu

funksiyasının k tərtibli ümumiləşmiş törəməsidir.    xuDxv k . Onda hər bir 

daxili  oblastında sonsuz diferensiallanan funksiyalardan ibarət olan elə 

  xun  ardıcıllığı qurmaq olar ki,  pL  fəzasında    xuxun  ,  

   xvxuDk   olsun. 

8) İndi isə ümumiləşmiş törəmələrin adi törəmələrdən fərqli olan bir xassəsini 

göstərən aşağıdakı misala baxaq. Tutaq ki,  tf və  tg funksiyaları  1,1  

parçasında kəsilməz funksiyalardır, amma bu parça daxilində heç bir nöqtədə 

diferensiallanan deyildirlər. Tərifdən istifadə etməklə göstərmək olar ki,  

       2121, xgxfxxuxu                                   (11) 

funksiyasının birinci tərtib ümumiləşmiş törəməsi yoxdur, amma bu 

funksiyanın ikinci tərtib ümumiləşmiş törəməsi vardır  və bu törəmə sıfra 

bərabərdir. 

Bunun üçün göstərmək kifayətdir ki. 1,1 21  xx  kvadratında finit və ikinci 

tərtib kəsilməz törəməsi olan    21,xxx    funksiyası üçün 

  0
,

, 21

1

1
21

2
1

1 21 



  

dxdx
xx

xxu


 

eyniliyi doğrudur. 

 Bu eyniliyin doğruluğu aşağıdakı bərabərliklərdən alınır: 

    
















    1

1

1 2

21

2
1

1 121

1

1
21

2
1

1 21
,,

, dxdx
xx

xfdxdx
xx

xxu


 

        






























 1

1

1

1 2

1

1

2

21

2

2

1

12

1

1 1

21

2
1

1 2 0
1

1

1

1

,
dx

x

x

x
xgdx

x

x

x
xfdxdx

xx
xg


. 

Bu misal göstərir ki, hər hansı tərtibli ümumiləşmiş törəmənin varlığından 

ondan aşağı tərtibli ümumiləşmiş törəmələrin varlığı çıxmır. 

 

 

9.5. Sobolev fəzaları 

I.  DW 1

2 fəzası. Tutaq ki. mE  hissə - hissə hamar sərhəddə malik sonlu 

oblastdır. Oblast üzərinə əlavə şərtlər aşağıda göstəriləcəkdir.   oblastında 

 2L  fəzasına daxil olan və  2L -ya daxil olan bütün birinci tərtib 
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ümumiləşmiş törəmələri olan funksiyalar çoxluğunu  1

2W  ilə işarə edək. Bu 

funksiyalar çoxluğu xətti çoxluqdur,  yəni     2Lxuk    nk ...2,1  olduqda 

   



n

k
kk Wxuc

1

1

2 , kccc ..., 21 sabit ədədlərdir. 

Bu sinifdə       1

2, Wxvxu  funksiyalarının skalyar hasili 

        dx
x

v

x

u
xvxuvu

n

k kk

W  
 

 

















1

,, 1
2

                            (1) 

kimi, elementin norması isə 

 
  dx

x

u
xuu

n

k k
W  

 
































1

2

22

1
2

                                 (2) 

bərabərliyi ilə təyin olunur. Burada 
kx

u




 - ümumiləşmiş törəmələrdir. 

Təyin olunmuş skalyar hasil və norma bütün zəruri şərtləri ödəyirlər: 

1)      
 


 1

2

1
2

,,
W

uvvu
W

, 

2)             ,,,, 1
2

1
2

1
2

22112211 


WWW
vucvucvucuc  

3)   0,0,  uuu   olduqda. 

Bu xassələrdən 

       
 1

2
1
2

1
2

,
WWW

vuvu  

Koşi – Bunyakovski bərabərsizliyi və  

         1
2

1
2

1
2 WWW vuvu  

üçbucaq bərabərsizliyi alınır. 

 1

2W  fəzasında funksiyalar ardıcıllığının limiti təbii olaraq aşağıdakı kimi 

təyin edilir:  1

2W  fəzasında n  şərtində uun   o zaman ki, 

 
 

.01
2


Wn uu                                              (3) 

Bu yığılma  2L   fəzasında  

 
0

2


Ln uu  və   

 

.0

2











Lkk

n

x

u

x

u
                    (4) 
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olmasına ekvivalentdir.  2L  fəzasında üçbucaq aksiomundan  1

2W  

fəzasında normanın kəsilməzliyi alınır, yəni 

 
01

2


Wn uu şərtindən  

   
 1

2
1
2 WWn uu  

olması çıxır. 

Aşağıdakı mühüm teorem doğrudur. 

Teorem 1.   1

2W  fəzası tam Hilbert fəzasıdır. 

İsbatı.       1

2Wxun  ardıcıllığını götürək. Fərz edək ki, bu ardıcıllıq 

fundamentaldır, yəni  

qp,  şərtində  
 

.0
1
2


Wqp uu                              (5) 

Göstərək ki, elə     1

2Wxu  vardır ki, n  şərtində 

 
01

2


Wn uu .                                           (6) 

(3) şərtindən çıxır ki, p  q   şərtində 

 
0

2


Lqp uu və 

 

.0

2











Lk

q

k

p

x

u

x

u
 

 2L  tam fəza olduğuna görə elə   221 ,...,, Lvvvu m funksiyaları vardır ki, 

n  şərtində 

 
0

2


Ln uu  ,  

 

0

2






L

k

k

n V
x

u
  ....2,1 mk                  (7) 

Ümumiləşmiş törəmə əməliinin qapalılıq xassəsinə görə alırıq ki, 

    1

2Wxu  və 
 

k

k
x

xu
v




     ....2,1 mk   Onda (7) münasibətlərini də 

nəzərə alsaq (4) şərtlərinin ödəndiyini alarıq. Nəticədə (6) münasibətinin doğru 

olduğunu alırıq. Bu isə   1

2W  fəzasının tam olması deməkdir. Teorem isbat 

olundu. 

Qeyd:  2L  fəzasında olduğu kimi  1

2W  fəzasında da yığılan ardıcıllığın 

limiti yeganədir. 

II.  
0

1

2W fəzası. 

Tərifə görə  
0

1

2W  fəzası   oblastında sonsuz diferensiallanan bütün 

    

0Cxu  funksiyalar çoxluğunun  1

2W  fəzasının normasına nəzərən 
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qapanmasından ibarət alt fəza kimi təyin edilir. Başqa sözlə,    
0

1

2Wxu  

olması o deməkdir ki, elə     

0Cxun    ...,2,1n  vardır ki, n  

şərtində 
 

01
2


Wn uu . 

 
0

1

2W  fəzasında skalyar hasil və norma  1

2W  fəzasında olduğu kimi (1), (2) 

bərabərlikləri ilə təyin edilir. 

 
0

1

2W  sinfinə daxil olan funksiyalar üçün Puankare – Fridrixs bərabərsizliyi 

adlanan 

  dx
x

u
cdxxu

m

k k

  
   






























1

2

2                                    (8) 

bərabərsizliyi doğrudur. 

Qeyd edək ki,  
0

1

2W  fəzasını  1

2W  fəzasına daxil olan və   oblastının 

sərhəddində müəyyən ümumiləşmiş mənada sıfra çevrilən funksiyalar sinfi 

kimi də təsvir etmək olar. Bütün bu tipli məsələlər ilk dəfə görkəmli 

riyaziyyatçı, akademik S.L.Sobolev tərəfindən öyrənilmiş və diferensial 

tənliklər nəzəriyyəsində tətbiq edilmişdir. 

III.  2

2W  fəzası. Bu funksiyalar sinfi  2L fəzasına daxil olan elə 

funksiyalardan ibarətdir ki, onların mümkün olan bütün birinci və ikinci tərtib 

ümumiləşmiş törəmələri olsun və bu törəmələr də  2L  fəzasına daxil olsun. 

 2

2W  fəzasında skalyar hasil 

        dx
xx

v

xx

u

x

v

x

u
xvxuvu

m

ik ikik

m

k kk

W  
 

 






























1,

22

1

2
2

,

                

(9) 

bərabərliyi ilə təyin edilir. Uyğun norma isə 

     
2

1

2

1,

2
2

1

2

2
2

2
,












































  

 


ik ik

m

k k

W
xx

u

x

u
xuvu                (10) 

bərabərliyi ilə təyin olunur. 

Təyin edilmiş normaya nəzərən  2

2W  fəzasında funksiyalar 

ardıcıllığının yığılması anlayışı da daxil edilir. Bu fəzada yığılma  2L  

fəzasında ardıcıllığın həm özünün, həm də birinci və ikinci tərtib ümumiləşmiş 

törəmələrinin eyni zamanda yığılmasından ibarətdir.  1

2W  fəzasında 
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olduğuna analoji qaydada  2

2W  fəzasının da tam Hilbert fəzası olduğunu 

isbat etmək olar. 

IV.   1.
~

 pW p

k - fəzası. Bu fəza  - oblastında cəmlənən, verilmiş k tərtibli 

bütün mümkün olan ümumiləşmiş törəmələrə malik olan və bu törəmələri 

1p  dərəcədən cəmlənən funksiyalardan təşkil edilmişdir. 

Bu çoxluq xəttidir. Bu çoxluqda elementin norması 

 

 

   
   




kkkk

p

k

m

kk

k
pp

n

m
k

p

dx
xxx

u
dxxu

W

u
... 2121

21
~

...
               (11) 

bərabərliyi ilə təyin olunur. Burada cəm kkkk m  ...21  şərtini ödəyən 

bütün natural və sıfır qiymətləri ala bilən mkkk ..., 21  ədədləri üzrə götürülür. 

Baxılan funksiyalar çoxluğu bu normaya nəzərən yığılmaya görə tam 

normalaşmış fəzadır, yəni  
~

p

kW  -  Banax fəzasıdır. 

V. 
  k

pW   1p  fəzası. Tutaq ki,  xu  funksiyasının mR  oblastında k  

tərtibə qədər ( k -da daxil olmaq şərti ilə) bütün mümkün olan ümumiləşmiş 

törəmələri vardır və bu törəmələr 1p tərtibdən cəmlənən funksiyalardır. Bu 

funksiyalar çoxluğu xətti fəza təşkil edir və 
  k

pW  kimi işarə edilir. 

Bu fəzada elementin norması aşağıdakı kimi təyin edilir: 

     
  

 




0 ... 2121

21 ...l lkkk

p

k

m

kk

l
p

W
m

m
k

p

dx
xxx

u
u                  (12) 

İsbat olunmuşdur ki, daxil edilmiş normaya nəzərən yığılmaya görə bu 

çoxluq tam fəzadır. Yəni 
  k

pW  - Banax fəzasıdır. 

Qeyd 1. Göründüyü kimi         .00~
 ppp LWW  Eləcə də  

      11
~

pp WW  . 

 Tutaq ki,   oblastının hər bir 0x  daxili nöqtəsindən çəkilmiş radius–

vektor oblastının sərhəddini ancaq bir nöqtədə kəsir. Belə oblastlara 0x  

nöqtəsinə nəzərən ulduzvari oblast deyilir. Əgər   oblastı daxilində elə S  

kürəsi varsa ki,   oblastı bu kürənin bütün nöqtələrinə nəzərən ulduzvari 

oblastdır, onda   oblastı S kürəsinə nəzərən ulduzvari oblast adlanır. 



204 
 

Tutaq ki,   oblastı sonlu sayda məhdud və hər biri müəyyən bir kürəyə 

nəzərən ulduzvari olan oblastların birləşməsindən ibarətdir. İsbat olunmuşdur 

ki, belə oblastlar üçün  

      .
~

 k

p

k

p WW  

Başqa sözlə, bu onu göstərir ki, ulduzvari oblastlarda k tərtibli ümumiləşmiş 

törəmələrin varlığından k tərtibə qədər bütün tərtibdən  kl ,...2,1  

ümumiləşmiş törəmələrin olması alınır. 

Qeyd 2. Bəzi hallarda tam ədəd olmayan k  indeksinə malik olan 
  k

pW  

fəzalarına baxmaq zərurəti ortaya çıxır. Diferensial tənliklər nəzəriyyəsinin 

bəzi məsələlərinin həlli zamanı bu tipli fəzalar xüsusi rol oynayır. Ona görə də 

bu tipli fəzalarla tanış olaq. Bu fəzalar aşağıdakı kimi təyin olunur. 

Tutaq ki,  lk , belə ki, 0l tam ədəddir və 10   . Bu halda 
  k

pW  

fəzasının elementləri 
  l

pW  fəzasına daxil olan elə  xu  funksiyalarından 

ibarətdir ki, 

 
   

dxdy
xy

xuDyuD
uJ

lk
pm  

  











                           (13) 

inteqralı yığılan olsun. 

Bu fəzada elementin norması 

       
   p

WW
uJuu l

p
k

p

1



                              (14) 

bərabərliyi ilə təyin edilir. 

 

 

9.6. Daxilolma teoremləri 

Tutaq ki, X və Y  Banax fəzalarıdır, belə ki, X  fəzasının bütün 

elementləri eyni zamanda Y  fəzasına da daxildir. Bu halda deyirlər ki, X
fəzası Y  fəzasına daxildir. (yaxud Y  daxilində yerləşir) . 

V  ilə istənilən Xu elementinə qarşı, Y  fəzasının elementi kimi baxılan eyni 

u elementini qarşı qoyan operatoru işarə edək. V operatoruna  X  fəzasından 

Y  fəzasına daxilolma operatoru deyilir. 

Aydındır ki,   XVD   və   XVR  . 

“Daxilolma teoremləri” dedikdə adətən daxilolma operatorunun 

məhdudluğu və ya tamam kəsilməzliyi haqqında teoremlər başa düşülür. 
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Sobolev tipli fəzalar nəzəriyyəsində, eləcə də diferensial tənliklərin 

həllinin hamarlıq məsələlərinin tədqiqində mühüm əhəmiyyətə malik olan 

aşağıdakı daxilolma teoremlərini qeyd edək: 

Teorem 1 (Rellix). Tutaq ki,   istənilən məhdud oblastdır. Onda 
  1

2W  

fəzasının normasına görə məhdud olan istənilən    
0

1

2Wxu  funksiyalar 

çoxluğu  2L  fəzasında kompaktdır. 

 Bu teoremin hökmünü adətən aşağıdakı kimi də ifadə edirlər.  
0

1

2W  

fəzası  2L  fəzasına kompakt daxildir. Başqa sözlə,  
0

1

2W  fəzasından 

 2L  fəzasına daxilolma operatoru kompakt (tamam kəsilməz) operatordur. 

 İndi tutaq ki, mR  (məhdud) oblastı hər hansı kürəyə nəzərən 

ulduzvari oblastdır. 

Teorem 2. Əgər mpk   şərti ödənilərsə, onda 
  k

pW  fəzası  C  fəzasına 

kompakt daxildir. 

 Bu halda daxilolma operatorunun tamam kəsilməzliyindən onun 

məhdudluğu alınır. Deməli mpk   olduqda elə B  sabiti vardır ki, 

     
.


 k

pWC
uBu  

Teorem 3. Tutaq ki, mpk   və   s  ölçülü hissə - hissə hamar 

çoxobrazlıdır, belə ki, mskpm  . Onda 
  k

pW  fəzasından  qL  

fəzasına daxilolma məhduddur, burada 
kpm

sp
q


1 . 

 Daxilolmanın məhdudluğu o deməkdir ki, elə 01 B  sabiti vardır ki, 

     
.1  k

pq WL
uBu   

Teorem 4. Əgər mpk   isə, onda 
  k

pW  fəzasından  qL  fəzasına 

daxilolma kompaktdır, burada   .1
kpm

mp
q


  

Teorem 5. Əgər 
   k

pWu  isə, onda onun   oblastında kl   tərtibli 

mümkün olan bütün ümumiləşmiş törəmələri vardır və   mplk   olduqda 
  k

pW  fəzasından  
 lC   fəzasına daxilolma kompaktdır. Əgər   mplk   və 

kpm

mp
q


1 isə, onda 

  k

pW -dən 
  l

qW -yə daxilolma da kompaktdır. 

 Qeyd edilən daxilolma teoremləri S.L.Sobolev tərəfindən funksiyanın 

öz törəmələri vasitəsilə inteqral göstərişlərindən istifadə isbat olunur. 
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II HİSSƏ 

X FƏSİL 

XƏTTİ  FƏZALAR 

10.1. Xətti fəzanın tərifi. Misallar 

 

Əgər istənilən təbiətli ,...,, zyx elementlərindən ibarət olan R  

çoxluğunda aşağıdakı üç şərt ödənərsə, onda R -ə xətti fəza deyilir: 

I. R  çoxluğunda elementlərin cəmi adlanan cəbri əməl təyin edilmişdir, 

yəni istənilən Ryx ,  elementlərinə qarşı onların cəmi adlanan, bu çoxluğa 

daxil olan və yxz   kimi işarə edilən z  elementi təyin edilmişdir.  

II. R  çoxluğunda istənilən Rx  elementi və istənilən   həqiqi 

(kompleks) ədədi üçün   ədədinin x  elementinə hasili adlanan və xu    

kimi işarə edilən Ru  elementi təyin edilmişdir.  

III. Göstərilən iki cəbri əməl aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

1
0
. xyyx   (kommutativlik) 

2
0
.     zyxzyx  (assosativlik) 

3
0
. Sıfır element adlanan elə R  vardır ki, istənilən Rx  üçün xx  . 

4
0
. İstənilən Rx  elementi üçün onun əksi olan  x  elementi vardır ki, 

   xx . 

5
0
. İstənilən Rx  üçün xx 1 . 

6
0
. İstənilən Rx  və ,  ədədləri üçün    xx   . 

7
0
. İstənilən Rx  və ,  ədədləri üçün   xxx   . 

8
0
. İstənilən Ryx ,  və   ədədi üçün   yxyx   . 

 Əgər tərifə daxil olan ,  ədədləri həqiqi ədədlər meydanından 

götürülürsə, R  həqiqi xətti fəza, əgər kompleks ədədlər meydanından 

götürülərsə, onda R  kompleks xətti fəza adlanır.  

 Bilavasitə xətti fəzanın tərifindən aşağıdakı nəticələri ala bilərik: 

 Nəticə 1. Xətti fəzanın sıfır elementi yeganədir.  

 Doğrudan da 1  və 2 -nin R  fəzasının sıfır elementləri olduğunu fərz 

etsək, 3
0
 şərtinə görə 121    və 212    olar. Buradan 1

0
 şərtinə görə 

21    alarıq.  

 Nəticə 2. Xətti fəzada hər bir elementin yeganə əks elementi vardır.  

 Əksinə, fərz edək ki, hər hansı x  elementinin 1y  və 2y  əks elementləri 

vardır. Onda  1yx ,  2yx  olar. Ardıcıl olaraq 3
0
, 2

0
, 1

0
 şərtlərindən 

istifadə edərək, yaza bilərik: 

     212111 yxyyxyyy   

  2221 yyyyx    

21 yy  , yəni əks element yeganədir.  
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 Nəticə 3. Xətti fəzanın   elementi istənilən x  elementinin 0 ədədinə 

hasilinə bərabərdir.  

 Tutaq ki, x  istənilən element, y - isə onun əksi olan elementdir. Yaza 

bilərik: 

     yxxyxxxx 0000   

      011010 xyxyxyxyxx   

Nəticə 4. Xətti fəzada hər bir x  elementinin əksi  xy 1 -ə 

bərabərdir.  

 Bunun üçün göstərmək lazımdır ki, . yx  Doğrudan da  

     xxxxyx 111  

    0011 xxx . 

 Qeyd edək ki, xətti fəzada istənilən x  və y  elementlərinin fərqi yeganə 

üsulla təyin edilir. x  və y -in fərqi elə z  elementinə deyilir ki, xyz   

olsun. Bu element  yxz 1  kimi təyin edilir. Xətti fəzalara misallara 

baxaq: 

 Misal 1. Fəzada bütün sərbəst vektorlar çoxluğunu götürək. Vektorların 

cəmini analitik həndəsə kursunda olduğu kimi “paraleloqram” qaydası ilə təyin 

edək. Vektor   ədədinə vurularkən, onun uzunluğu   ədədinə vurulur, 0  

olduqda istiqamət dəyişmir, 0  olduqda isə vektorun istiqaməti əksinə 

dəyişir. Bu qayda ilə təyin edilmiş cəm və ədədə vurma əməllərinin 1
0
-8

0
 

şərtlərini ödədiyini asanlıqla göstərə bilərik. Deməli, fəzada bütün sərbəst 

vektorlar çoxluğu xətti fəza təşkil edir. Eyni qayda ilə müstəvi üzərində və düz 

xətt üzərindəki vektorlar çoxluqlarının xətti fəza təşkil etdiyini göstərə bilərik. 

Bu fəzaları uyğun olaraq 23, RR  və 1R  ilə işarə edirlər.  

 Misal 2. Elementləri n  sayda nizamlanmış həqiqi ədədlərdən ibarət 

 nxxx ,...,, 21  toplusundan düzəlmiş çoxluğa baxaq. Bu çoxluğun elementlərini 

 nxxxx ,...,, 21  kimi işarə edək. nxxx ,...,, 21  həqiqi ədədlərinə x  elementinin 

koordinatları deyilir. Bu çoxluğu nR  ilə işarə edirlər.   nxxxx ,...,, 21 , 

 nyyyy ,...,, 21  elementlərinin cəmini və elementin ədədə hasilini aşağıdakı 

kimi təyin edək: 

 nn yxyxyxyx  ,...,, 2211 ,  nxxxx  ,...,, 21 . 

 Fəzanın sıfır elementi  0,...,0,00  , x -in əksi olan element isə 

 nxxxx  ,...,, 21  kimi təyin edilir.  

 1
0
-8

0
 şərtlərinin ödənməsini asanlıqla yoxlamaq olar. 

 Misal 3. bxa   parçasında kəsilməyən bütün funksiyalar çoxluğunu 

götürək. Funksiyaların cəmi və ədədə hasilini adi qayda ilə, riyazi analiz 
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kursunda olduğu qayda ilə təyin edək. Bu çoxluq da təyin edilmiş əməllərə 

nəzərən xətti fəza təşkil edir. Bu fəzanı  baC ,  kimi işarə edirlər.  

 Misal 4. Dərəcəsi n  natural ədədini aşmayan bütün   tpn  çoxhədlilər 

çoxluğunu götürək. Çoxhədlilərin cəmi və çoxhədlinin ədədə hasilini adi qayda 

ilə təyin edək. 1
0
-8

0
 şərtlərinin ödənilməsi aşkardır. Bu çoxluq da xətti fəza 

təşkil edir. Əgər   tpn  çoxluğuna  ba,  parçasında baxsaq, bu çoxluğun 

 baC ,  xətti fəzasının altçoxluğu olduğunu görərik.  

 Misal 5. n -tərtibli kvadrat matrislər çoxluğunu götürək. ija  və  ijb  

matrislərinin cəmini ijij ba  , ija  matrisinin   ədədinə hasilini isə ija  

kimi təyin edək. Sıfır matris bütün elementləri sıfırlardan ibarət olan matrisdir. 

Xətti fəzanın bütün aksiomlarının ödənməsini yoxlamaq olar. Bu çoxluq da 

xətti fəzadır.   

 Misal 6.  baCk ,  ( k – natural ədəddir) ilə  ba,  parçasında k  dəfə 

kəsilməz diferensiallanan funksiyalar çoxluğunu işarə edək. 

      baCtytx k ,,   olduqda        baCtytx k ,  və      baCtx k , . 

 Bu çoxluğunda xətti fəza təşkil etməsi aydındır.  

 Misal 7.  Bütün müsbət həqiqi ədədlər çoxluğunu götürək: 

  ,0R . Bu çoxluğun iki x  və y elementlərinin cəmini bu ədədlərin yx   

hasili kimi, x  ədədinin  –ya hasilini isə x  kimi təyin edək. Bu çoxluğun 

sıfır elementi 1, x  elementinə uyğun əks element isə 
x

1
 həqiqi ədədidir. 

 00 81   aksiomlarının doğruluğunu asanlıqla yoxlamaq olar. Məsələn 
00 2,1  aksiomlarının doğruluğu xyyx   və    zxyyzx   bərabərliklərindən 

alınır. 00 4,3  aksiomları isə xx 1  və 1
1


x
x  olmasından alınır. 05  şərti 

xx 1 , 00 7,6  şərtləri isə    xx   və    xxx   bərabərliklərindən 

alınır. 08  şərti isə   
yxyx  – dan alınır. 

 Beləliklə R  çoxluğunun daxil edilmiş cəm və ədədə vurma əməllərinə 

görə xətti fəza olduğunu alırıq. 

 Misal 8.  ,...,...,, 21 nxxxx   şəklində ardıcıllıqlardan ibarət olan və 







1

2

n

kx  şərtini ödəyən elementlər çoxluğunu 2l  ilə işarə edək. 

Elementlərin cəmini və elementin ədədə hasilini belə təyin edək: 

    ,...,...,,...,..., 2121 nn yyyxxxyx  

 ,...,...,, 2211 nn yxyxyx   
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 ,...,...,, 21 nxxxx    

 İki x və y  elementlərinin cəminin də 2l – yə daxil olması 











  











 1 1

22

1

2
2

n n

kk

n

kk yxyx  

bərabərsizliyindən alınır. 

 00 81   aksiomlarının ödənməsini biləvasitə yoxlamaq olar. 2l – xətti 

fəzadır. 

 Misal 9. Yığılan ardıcıllıqlardan ibarət c  çoxluğu, eləcə də bütün 

məhdud ədədi ardıcıllıqlardan ibarət m  çoxluğu uyğun koordinantlara görə 

toplama və ədədə vurma əməllərinə nəzərən xətti fəza təşkil edirlər. 

 İndi isə müəyyən səbəblərə görə xətti fəza təşkil etməyən çoxluqlara 

misallar göstərək. 

 a) dərəcəsi n  natural ədədinə bərabər olan bütün çoxhədlilər çoxluğu 

xətti fəza təşkil etmir. Çünki iki n  – dərəcəli çoxhədlinin cəmi n  dərəcəli 

olmaya da bilər. Məsələn     4,22  tttQtttp nn  çoxhədlilərin 

cəmi     23  ttqtp  n  dərəcəli çoxhədli deyildir. 

 b) dərəcəsi n  natural ədədini aşmayan və bütün əmsalları müsbət 

ədədlər olan çoxhədlilər çoxluğu xətti fəza təşkil etmir. Çünki şoxhədlinin 

mənfi ədədə hasili olan çoxhədli bu çoxluğa daxil deyildir. 

 v)  ba,  parçasında kəsilməz olan və   1tf  şərtini ödəyən bütün 

funksiyalar çoxluğu da xətti fəza təşkil etmir. Çünki 

    ,1,1 21  tftf olmasından     121  tftf  olması çıxmaya da bilər.  

 q) Fəzada hər hansı l  düz xəttinə kolleniar olan vektorlar istisna 

olmaqla bütün sərbəst vektorlar çoxluğunu götürək. Bu vektorlar çoxluğu da 

xətti fəza təşkil etmir, çünki bu düz xəttə nəzərən simmetrik olan vektorların 

cəmi l  – üzərində yerləşən vektorlardır və bu çoxluğa daxil deyildir. 

 

10.2. Vektorların xətti asılılığı və xətti asılı olmaması 

 

 Fərz edək ki, R  hər hansı həqiqi xətti fəza, ,...,..., zyx  isə bu fəzanın 

elementləridir.  

  ,...,,  istənilən həqiqi ədədlər olduqda 

zyx   ...                                              (1) 

şəklində ifadəyə zyx ,...,  elementlərinin xətti kombinasiyası deyilir. 

 Tərif 1. Əgər heç olmazsa biri sıfırdan fərqli olan elə  ,...,  həqiqi 

ədədləri tapmaq olarsa ki, 

0...  zyx                                          (2) 
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bərabərliyi ödənilsin, bu halda zyx ,...,  elementlərinə xətti asılı elementlər 

deyilir. Əgər zyx ,...,  elementləri xətti asılı deyilsə, onlara xətti asılı olmayan 

elementlər deyilir. Xətti asılı olmayan elementlərin dəqiq tərifi aşağıdakı kimi 

verilir. 

 Tərif 2. Əgər  (2) bərabərliyi yalnız və yalnız 0...    

olduqda ödənərsə, bu halda zyx ,...,  elementləri xətti asılı olmayan elementlər 

adlanır. 

 Teorem 1. R  xətti fəzasında zyx ,...,,  elementlərinin xətti asılı olması 

üçün zəruri və kafi şərt bu elementlərdən hər hansı birinin qalan elementlərin 

xətti kombinasiyası olmasıdır. 

 İsbatı. Zərurilik. Tutaq ki,  zyx ,...,,  elementləri xətti asılıdır, yəni (2) 

bərabərliyi doğrudur, belə ki,  ,...,,  ədədlərindən heç olmasa biri sıfırdan 

fərqlidir. Tutaq ki, 0 . Onda (2) bərabərliyindən  

zyx   ... , ,...



   




                               (3)  

alarıq, yəni x  elementi digər zy,..,  elementlərinin xətti kombinasiyasıdır. 

 Kafilik. Tutaq ki, elementlərdən hər hansı biri, məsələn x  qalan 

elementlərin xətti kombinasiyasıdır, yəni (3) doğrudur. Onda həmin bərabərliyi 

  0...1  zyx                                          (4)  

şəklində yaza bilərik. Burada  1 , ,...  ədədlərindən biri sıfırdan fərqli 

olduğu üçün bu elementlərin xətti asılı olduğunu alırıq. Teorem isbat edildi.  

 Aşağıdakı sadə təkliflər də doğrudur.  

1. Əgər verilmiş zyx ,...,,  elementlərindən biri sıfır vektor olarsa, bu 

halda bu elementlər xətti asılıdır. Doğrudan da, əgər 0x  olarsa, bu 

halda (2) bərabərliyində 1 , 0...    götürə bilərik.  

2. Əgər zyx ,...,,  elementlərinin müəyyən hissəsi xətti asılı olarsa, onda 

bu elementlərin hamısı xətti asılı elementlər olar.  

Doğrudan da əgər zy...  elementləri xətti asılı olarsa, bu halda 

0...  zy   olar, belə ki,  ,..., -dan heç olmasa biri sıfırdan fərqlidir. Bu 

halda eyni  ,...,  ədədləri və 0  üçün də (2) bərabərliyi doğru olar. Bu isə 

bütün vektorların xətti asılı olması deməkdir.  

Misal 1. nR  fəzasında aşağıdakı elementləri götürək: 

 0,...,0,0,11 e  

 0,...,0,1,02 e  

 0,...,1,0,03 e  

........................ 

 1,...,0,0,0ne  

Göstərək ki, bu elementlər xətti asılı deyildirlər: 
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0...2211  nneee   

götürək: 

      01,...,0,0,0...0,...,0,1,00,...,0,0,1 21  n  

      0,...,0,0,0...0,....,0,,00,...,0,0, 21  n . 

  0,...,, 21 n . 

Buradan 0...21  n  alırıq. Bu isə baxılan elementlərin xətti asılı 

olmaması deməkdir. Göstərək ki, neee ,...,, 21  elementləri və hər hansı 

 nxxxx ,...,, 21  elementi birlikdə xətti asılı elementlər sistemidir. Bunun üçün 

x  elementinin neee ,...,, 21  elementlərinin xətti kombinasiyası olduğunu 

göstərmək kifayətdir. Bunu asanlıqla almaq olar: 

      0,...,0,,00,...,0,0,,...,, 2121 xxxxxx n  

      0,...,0,0,1,...,0,0,0...0,...,,0,0 13 xxx n  

      1,...,0,0,0...0,...,1,0,00,...,0,1,0 32 nxxx  

nnexexex  ...2211 . 

nnexexexx  ...2211 . 

 Misal 2.  ,0C  fəzasında t2cos,1 , t2sin  funksiyalarının xətti asılı 

olduğunu göstərin. 

 Doğrudan da  

tt
t

t 2cos12cos
2

1
1

2

1

2

2cos1
sin2  




















  

bərabərliyindən t2sin -nin 1 və t2cos -nin xətti kombinasiyası olduğunu alırıq. 

Bu isə onların xətti asılı olması deməkdir.  

 

 

10.3. Xətti fəzanın bazisi və vektorun koordinatları 

 

 İstənilən R  həqiqi xətti fəzasını götürək.  

 Tərif 1. Əgər R  xətti fəzasının istənilən x  elementi üçün elə nxxx ,...,, 21  

həqiqi ədədləri tapmaq olarsa ki,  

nnexexexx  ...2211                                         (1) 

bərabərliyi ödənilsin, bu halda xətti asılı olmayan neee ,...,, 21  elementləri 

fəzanın bazisi adlanır.  

 Bu halda (1) bərabərliyi x  elementinin neee ,...,, 21  bazisi üzrə ayrılışı, 

nxxx ,...,, 21  isə x  elementinin bu bazisdə koordinatları adlanır. x  elementinin 

neee ,...,, 21  bazisi üzrə ayrılışı yeganədir, yəni x  elementinin neee ,...,, 21  

bazisinə görə koordinatları birqiymətli təyin edilir.  
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 Bunun üçün fərz edək ki, x  elementinin (1) ayrılışından başqa  

nnexexexx  ...2211                                         (2) 

şəklində başqa bir ayrılışı da vardır. Bu halda (1) və (2) bərabərliklərini tərər-

tərəfə çıxsaq, alarıq: 

      0...222111  nnn exxexxexx                    (3) 

neee ,...,, 21  elementləri xətti asılı olmadığı üçün (3) bərabərliyindən 011  xx , 

022  xx ,..., 0 nn xx , yaxud 11 xx  , 22 xx  ,..., nn xx   alırıq. Bu isə 

bazis üzrə ayrılışın yeganə olduğunu göstərir.  

 Xətti fəzanın elementlərinin bazis vektorları üzrə ayrılışından istifadə 

edərək göstərə bilərik ki, fəzanın istənilən iki elementini topladıqda onların 

uyğun koordinatları toplanır, vektoru hər hansı ədədə vurduqda isə vektorun 

bütün koordinatları bu ədədə vururlur: 

nnexexexx  ...2211 ,   nneyeyeyy  ...2211  

isə 

      nnn eyxeyxeyxyx  ...222111  

      nnn exexexx   ...2211  

İndi isə bəzi xətti fəzalarda bazis vektorlarını göstərək: 

 Analitik həndəsə kursundan məlumdur ki, bütün sərbəst vektorlardan 

ibarət 3R  fəzasında komplanar olmayan istənilən üç vektor bazis təşkil edir. 

Eyni qayda ilə müstəvi üzərində yerləşən bütün vektorlardan ibarət olan 2R  

fəzasında kolleniar olmayan istənilən iki vektor bu fəzanın bazisini təşkil edir. 

Verilmiş istiqamətə paralel olan bütün vektorlar çoxluğunda sıfırdan fərqli 

istənilən vektor bu fəzanın bazis vektorudur.  

 Yuxarıda göstərdik ki, nR  fəzasında  ,0,...,0,0,11 e    0,...,0,1,02 e ,..., 

 1,...,0,0,0ne  vektorları xətti asılı deyildir və istənilən  nxxxx ,...,, 21  

vektorunu ...2211  exexx  nnex...  şəklində ayırmaq olar. Bu onu göstərir 

ki, baxılan vektorlar  nR  fəzasının bazisini təşkil edirlər.  

 Dərəcəsi  1n -i aşmayan bütün çoxhədlilər çoxluğunda 11 e , te 2 , 
12

3 ,...,  n
n tete  elementləri bazis təşkil edirlər. 

    12
321 ...  n

ntatataatp  çoxhədlisinin bu bazisdə koordinatları 

naaa ,...,, 21  ədədləridir. Bu fəzada başqa bir bazis 11 e ,   ate 2 , 

  ,...,
2

3 ate     1


n
n ate  ola bilər. Hər bir  tp  çoxhədlisini   

      
  

 
  1

1

!1
...









n

n

at
n

ap
atapaptp  
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şəklində göstərmək mümkün olduğundan,   tp  çoxhədlisinin bu bazisdə 

koordinatları    apap , ,..., 

  

  !1

1





n

ap n

 ədədləri olar. 

 

10.4. Sonlu ölçülü və sonsuz ölçülü xətti fəzalar 

 Fərz edək ki, R  hər hansı həqiqi xətti fəzadır.  

 Tərif 1. Əgər R  xətti fəzasında n  sayda xətti asılı olmayan elementlər 

varsa və istənilən  1n  sayda elementlər xətti asılı isə, onda R  n -ölçülü xətti 

fəza adlanır. n  ədədi xətti fəzanın ölçüsü adlanır.  

 R  fəzasının ölçüsünü Rdim  kimi işarə edirlər.  

 Tərif 2. Əgər R  xətti fəzasında istənilən sayda xətti asılı olmayan 

elementlər varsa, onda R  fəzası sonsuz ölçülü fəza adlanır.  

 Fəzanın sonsuz ölçülü olması o deməkdir ki, istənilən n  natural ədədi 

üçün bu fəzada n  sayda xətti asılı olmayan elementlər tapmaq olar.  

 Əgər fəzanın ölçüsü n -ə bərabər isə, onda bu fəzada xətti asılı olmayan 

istənilən n  sayda element bu fəzanın bazisini təşkil edir. Eləcə də, əgər R  

fəzasında n  sayda elementlər bazis təşkil edirsə, onda bu fəzanın ölçüsü n -ə 

bərabərdir.  

 3R  fəzasında komplanar olmayan istənilən üç vektor fəzanın bazisini 

təşkil etdiyi üçün bu fəza üç ölçülü, müstəvi üzərindəki vektorlar çoxluğu olan 
2R  fəzasında kollinear olmayan istənilən iki vektor fəzanın bazisini təşkil edir. 

Ona görə də bu fəza iki ölçülüdür. Verilmiş düz xəttə paralel olan vektorlar 

fəzası R -də sıfırdan fərqli istənilən vektor bazis vektoru olduğundan bu 

fəzanın ölçüsü birdir.  

 nR  fəzasında n  sayda  ,0,...,0,0,11 e    0,...,0,1,02 e ,...,  1,...,0,0,0ne  

vektorların bu fəzanın bazisi olduğunu göstərmişik. Ona görə də bu fəza n -

ölçülü fəzadır.  

 Göstərək ki,  baC ,  fəzası sonsuz ölçülü fəzadır. Bu məqsədlə  1n  

sayda nttt ,...,,,1 2  elementlərini götürək və  

0...2
210  n

nttt                                      (1) 

bərabərliyini yazaq. Göstərək ki, 0...10  n . 

(2) bərabərliyini ardıcıl olaraq n  dəfə diferensiallasaq, alarıq: 
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 



























0!...00

..................................................................

01...200

0...20

0...

10

2
210

1
210

2
210

n

n
n

n
n

n
n

n

tnn

tnt

ttt









                      (2) 

(2) xətti bircins tənliklər sisteminin əsas determinantı 

 

0

!...000

........................................

1...200

...210

...1

2

1

2











n

tnn

ntt

ttt

n

n

n

 

olduğu üçün (2) sisteminin yalnız 0...10  n  həlli vardır. Deməli, 

nttt ,...,,,1 2  xətti asılı deyildir. Bu onu göstərir ki,  baC ,  fəzasında istənilən n  

üçün  1n  sayda xətti asılı olmayan elementlər vardır.  

 Tərifə görə  baC , -nin sonsuz ölçülü olduğunu alırıq. Xüsusi halda 

 1n  dərəcəli   1
1101 ... 
  n

nn tataatp  çoxhədlisi üçün   01  tpn  

bərabərliyindən ...10  aa  0... 1  na  alındığı üçün n  sayda 12,...,,,1 nttt  

elementlərinin xətti asılı olmadığını alırıq. Ona görə də dərəcəsi  1n -i 

aşmayan çoxhədlilər çoxluğu n  ölçülüdür.  

 Eyni qayda ilə dərəcəsi  2n -ni aşmayan çoxhədlilər çoxluğu  1n  

ölçülü və nəhayət dərəcəsi 1-i aşmayan çoxhədlilər çoxluğu 2 və 0 dərəcəli 

çoxhədlilər çoxluğu (həqiqi ədədlər çoxluğu) 1 ölçülüdür.  

 

10.5. Xətti altfəzalar və xətti çoxobrazlılar 

 

 Fərz edək ki, X  xətti fəzasının L  altçoxluğu aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

1
0
. Əgər Lyx ,  isə, onda Lyx  . 

2
0
. Əgər   Lx  isə, onda istənilən   həqiqi ədədi üçün Lx . 

 Göstərmək olar ki, əgər L  altçoxluğu 1
0
, 2

0
 şərtlərini ödəyirsə, onda L  

altçoxluğu özü də xətti fəzadır. Bunun üçün L  altçoxluğunda 1
0
, 8

0
 

aksiomlarının ödənməsini göstərmək lazımdır. 3
0 

və 4
0 

aksiomlarından başqa 

digər aksiomlar X -ə daxil olan bütün elementlər üçün ödəndiyindən xüsusi 
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halda L -ə daxil olan elementlər üçün də doğrudur. Göstərək ki, L -də 3
0 

və 4
0 

aksiomları da ödənir.  

 İstənilən Lx  üçün Lx  olduğundan xüsusi halda 0  üçün 

 x  və L , eyni zamanda 1  olduqda Lx  alırıq. Deməli, L -də 

3
0
, 4

0
 şərtlərini ödəyən   sıfır və x  əks elementlər vardır. Bu isə L -in xətti 

fəza olduğunu göstərir.  

 Tərif 1. R  fəzasının 1
0
 və 2

0
 şərtlərini ödəyən L  altçoxluğuna xətti 

altfəza deyilir. 

 Yalnız sıfır elementdən ibarət altçoxluq və bütün fəza R -in 

altfəzalarıdır. Bunlar qeyri-məxsusi altfəzalar adlanır. 

  ba,  parçasında kəsilməz funksiyalar fəzasında dərəcəsi n -i aşmayan 

bütün cəbri çoxhədlilər çoxluğu   tpn  1
0
, 2

0
 şərtlərini ödəyir. Ona görə də 

 baC ,  fəzasının altfəzasıdır. 

 Tutaq ki, X  hər hansı xətti fəzadır.  

 Tərif 1. Əgər X  xətti fəzasının elementlərindən düzülmüş L  çoxluğu 

nxxx ,...,, 21  elementləri ilə bərabər  nnxxx   ...2211  şəklində istənilən 

xətti kombinasiyaları da öz daxilində saxlayarsa, onda L  çoxluğuna xətti 

çoxobrazlı deyilir.  

 Qeyd edək ki, hər bir xətti çoxobrazlı sıfır elementi öz daxilində 

saxlayır. Doğrudan da, L  boş olmadığından hər hansı x  elementinə malikdir. 

L  xətti çoxobrazlı olduğundan, xüsusi halda  xx 1  elementini, eyni 

zamanda   01  xx  elementini öz daxilində saxlayır.   

 Xxxx n ,...,, 21  götürək. Mümkün olan bütün  nnxxx   ...2211  

şəklində olan bütün mümkün cəmlər çoxluğu X -da hər hansı 0L  çoxobrazlısı 

əmələ gətirir.   

 0L  çoxobrazlısı nxxx ,...,, 21  elementlərini saxlayan ən kiçik xətti 

çoxobrazlıdır. (Yəni, nxxx ,...,, 21  elementlərini saxlayan hər hansı başqa bir L  

çoxobrazlısı 0L -ı öz daxilində saxlayır, LL 0 ). 

 Verilmiş elementləri daxilində saxlayan ən kiçik xətti çoxobrazlı 

anlayışını sonsuz sayda elementlər üçün də vermək olar. Fərz edək ki, 

  Xxxx n ...,...,,, 10  hesabi sayda elementlərdir. Bu elementləri daxilində 

saxlayan ən kiçik xətti çoxobrazlı dedikdə  nnxxx   ...2211  şəklində 

mümkün olan cəmlər çoxluğu başa düşülür, belə ki, n ,...,, 21  istənilən 

ədədlər, n  isə istənilən natural ədəddir.  

 Verilmiş elementləri daxilində saxlayan ən kiçik xətti çoxobrazlıya bəzən 

bu elementlərin xətti örtüyü də deyilir.  

 Misal 1.  baC ,  fəzasında nttt ,...,,,1 2  elementlərinin xətti çoxobrazlısı 

dərəcəsi n -i aşmayan bütün    tpn  cəbri çoxhədlilərindən ibarətdir.  
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 Misal 2.   baCk , , 1k  fəzası  baC ,  fəzasında xətti çoxobrazlıdır, 

çünki k  tərtibdən kəsilməz diferensiallanan hər bir funksiya kəsilməz 

funksiyadır və  baCk , -dən olan funksiyaların xətti kombinasiyaları da 

 baCk , -yə daxildir.  

 

10.6. Xətti fəzanın altfəzaların düz  

cəminə ayrılması 

 

 Tutaq ki, X – xətti fəza, nLLL ,...,, 21 -isə ona daxil olan xətti 

çoxobrazlılardır.  

 Tərif. Əgər istənilən Xx  elementini birqiymətli olaraq  

 nxxxx  ...21 ,  ii Lx    ni ,...,2,1                            (1)     

şəklində göstərmək olarsa, bu halda deyirlər ki, X  fəzası ona daxil olan 

nLLL ,...,, 21  xətti çoxobrazlıların düz cəminə ayrılmışdır. Bu halda  

i

n

i

LX 



1

 

şəklində yazılır. 

Asanlıqla göstərmək olar ki, əgər 21 LLX   isə, onda 1L  və 2L  

altfəzalarının ortaq elementi yalnız sıfır element ola bilər. Doğrudan da, 1L  və 

2L  sıfırdan fərqli hər hansı ortaq u  elementinə malik olarlarsa, bu halda 

Xx  elementi zyx  , Ly , 2Lz  ayrılışı ilə bərabər başqa  

   uzuyx  , Luy  , 2Luz   

ayrılışına da malik olardı. Bu isə şərtə görə mümkün deyildir.  

 

 

10.7. Xətti fəzaların izomorfluğu 

 

 Fərz edək ki, X  və X   xətti fəzalardır. Əvvəlcə bu fəzaların sonlu ölçülü 

olduğu hala baxaq.  

 Tərif 1. Əgər X  və X   xətti fəzalarının elementləri arasında elə qarşılıqlı 

birqiymətli uyğunluq yaratmaq olarsa ki, bu uyğunluq zamanı Xyx ,  

elementlərinə Xyx ,  uyğun olduqda, yx   elementinə yx   və x  

elementinə x  uyğun olsun, onda X  və X   fəzaları izomorf xətti fəzalar 

adlanır.  

 Qeyd edək ki, əgər X  və X   xətti fəzaları izomorf olarsa, bu zaman X  

fəzasının sıfır elementinə X   fəzasının sıfır elementi uyğun gəlir və tərsinə.  
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 Buradan alırıq ki, əgər fəzalar izomorf isə və X  fəzasının zyx ,...,,  

elementlərinə X   fəzasının zyx  ,...,,  elementləri uyğun olarsa, onda 

zyx   ...  xətti kombinasiyası X  fəzasının o zaman sıfır elementi olar 

ki,  zyx   ...  xətti kombinasiyası X   fəzasının sıfır elementi olsun.  

 Bu onu göstərir ki, əgər  X  və X   fəzaları izomorf isə, onda bu fəzalarda 

xətti asılı olmayan elementlərin maksimal sayı bərabərdir. Başqa sözlə, iki 

izomorf fəza eyni ölçüyə malik olmalıdır və iki müxtəlif ölçülü fəzalar izomorf 

ola bilməzlər.  

 Aşağıdakı təklif doğrudur: 

 Teorem 1. n  ölçülü həqiqi X  və X   xətti fəzaları izomorfdur. 

 İsbatı. X  fəzasında neee ,...,, 21 ,   X   fəzasında isə neee  ,...,, 21  bazislərini 

götürək. X  fəzasının hər bir nnexexexx  ...2211  elementinə qarşı X   

fəzasının nnexexexx  ...2211  elementini qarşı qoyaq. Bu uyğunluq X  və 

X   arasında qarşılıqlı birqiymətlidir və xx  ,  yy   isə onda 

yxyx  , xx   olar. 

 İndi isə  X  və X  -in istənilən xətti fəzalar olduğu hala baxaq.  

 Tərif 2. Əgər X  və X   xətti fəzaları arasında xətti və qarşılıqlı 

birqiymətli uyğunlu q yaradan  xJx   funksiyası tapmaq olarsa, onda X  

və X   fəzaları izomorf xətti fəzalar adlanır. Başqa sözlə, aşağıdakı şərtlər 

ödənməlidir:  

1) İstənilən Xyx ,  və istənilən ,  ədədləri üçün 

  JyJxyxJ    

2) Əgər    21 xJxJ   isə, onda 21 xx   

3) İstənilən Xx ~  üçün elə Xx  vardır ki,  xJx ~ . 

İzomorf xətti fəzalara misallar göstərək. 

Misal 1. Dərəcəsi n -i aşmayan həqiqi əmsallı çoxhədlilər fəzası 1nR  

xətti fəzasına izomorfdur.   



n

k

k
kn tatp

0

 çoxhədlisi götürək və bu çoxhədliyə 

qarşı   1
210 ,...,,,  n

n Raaaaa  vektorunu qarşı qoyan    atpJ n   funksiyası 

düzəldək. Bu funksiya qarşılıqlı birqiymətli funksiyadır. 

Misal 2. İstənilən n  ölçülü həqiqi xətti E  fəzası nR  fəzasına 

izomorfdur.  

Bu məqsədlə E  fəzasında neee ,...,, 21  bazisini götürək. İstənilən Ex  

vektorunu nneeex   ...2211  şəklində göstərə bilərik. x  vektoruna qarşı 

onun  ke  bazisindəki koordinatlarından düzəlmiş   n
n Ra   ,...,, 21  

vektorunu qarşı qoyaq: 

  axJ   
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nneeey   ...2211  vektoruna qarşı  

  n
n Rb   ,...,, 21  

qoysaq,   byJ   olar. Onda   və   həqiqi ədədləri üçün  

    nnnn eeeeeeyx  ...... 22112211  

      nnn eee   ...222111  

oldugundan  

     yJxJbayxJ    

yaza bilərik. 

 Verilmiş bazisdə vektorun koordinatları yeganə üsulla təyin edildiyi 

üçün J  funksiyası qarşılıqlı birqiymətli olar. Bu qayda ilə E -nin nR -ə 

izomorf olduğunu alırıq.  

 

10.8. Xətti fəzalarda qabarıq çoxluqlar 

 

 Tutaq ki, X  xətti fəzadır. İstənilən Xxx 21,  elementlərini götürək. 

  211 txxtx  ,  1,0t  şəklində bütün nöqtələr çoxluğuna 1x  və 2x  

nöqtələrini birləşdirən parça deyilir.  

 XE   çoxluğunu götürək.  

 Tərif. Əgər istənilən Exx 21,  üçün bu nöqtələri birləşdirən parça da 

E  çoxluğuna daxil olarsa, onda E  çoxluğuna qabarıq çoxluq deyilir.  

 Tərifdən istifadə edərək göstərmək olar ki, xətti fəzada istənilən xətti 

çoxobrazlı qabarıq çoxluqdur. Eyni zamanda istənilən sayda qabarıq 

çoxluqların kəsişməsinin də qabarıq çoxluq olduğunu göstərmək olar.  

 

10.9. Xətti fəzalara aid məsələlər 

 

 1. Müstəvi üzərində yerləşən aşağıdakı vektorlar çoxluğunun hansının 

xətti fəza təşkil edib-etmədiyini göstərin.  

a) uc nöqtələri verilmiş düz xətt üzərində yerləşən bütün verktorlar çoxluğu; 

b) uc nöqtələri müstəvinin birinci rübündə yerləşən bütün vektorlar çoxluğu  

v) uc nöqtələri birinci və ya üçüncü rübdə yerləşən bütün vektorlar çoxluğu 

q) uc nöqtələri birinci və ya ikinci rübdə yerləşən bütün vektorlar çoxluğu 

 2. Verilmiş 0a  vektoru ilə  ,  0  bucağı əmələ gətirən bütün 

vektorlar çoxluğunun xətti fəza təşkil edib-etmədiyini göstərin. 

 3. Bütün çoxhədlilər çoxluğunun xətti fəza təşkil edib-etmədiyini 

yoxlayın.  

 4. Aşağıdakı şərtləri ödəyən bütün çoxhədlilər çoxluğu xətti fəza təşkil 

edirmi? 
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a)   10 f , b)   00 f , v)     01302  ff ,  

q)       0...21  nfff  

 5. Aşağıdakı n  tərtibli kvadrat matrislər çoxluğundan hansının xətti 

fəza təşkil edib-etmədiyini göstərin: 

a) birinci sətir elementləri sıfır olan matrislər çoxluğu 

b) bütün diaqonal matrislər çoxluğu 

v) bütün cırlaşan (məxsusi) matrislər çoxluğu 

 6. Sıfır vektor daxil olan vektorlar sisteminin xətti asılı olduğunu 

göstərin.  

7. Bir-birindən sabit vuruqla fərqlənən iki vektorun daxil olduğu 

sistemin xətti asılı olduğunu göstərin.  

8. Göstərin ki, vektorlar sisteminin hər hansı altsistemi xətti asılı isə, 

onda bütün sistem xətti asılıdır.  

 9. Göstərin ki, sistem xətti asılı deyilsə, onda onun istənilən althissəsi 

də xətti asılı deyildir. 

10. Tutaq ki, zyx ,,  xətti asılı olmayan vektorlar sistemidir.  

a) zyxyxx  ,, ; 

b) xzzyyx  ,, ; 

v) xzzyyx  ,,  

vektorlar sistemi xətti asılı olmayan sistemlər olarmı? 

 11. ,,sr – bərabər olmayan həqiqi ədədlərdir. 

      trtstrt , ,    tst  çoxhədliləri xətti asılı olarmı? 

 12. Aşağıda göstərilən vektorlar sisteminin xətti asılı olub olmadığını 

göstərin.  

a)      10,7,3,7,5,2,3,2,1 321  xxx  

b)      11,7,3,7,5,2,3,2,1 321  xxx  

v)       10,7,3,7,5,2,3,2,1 321 xxx .  

Burada   0   ixtiyari kiçik ədəddir.  

q)    ,1,1,1,1,1,1,1,1 21  xx  

        1,1,1,1,1,1,1,1 43  xx  

13. 5R  fəzasında aşağıdakı vektorların xətti örtüyünü təsvir edin. 

a)      1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1 321  xxx  

b)      0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1 321  xxx  

v)    ,1,0,0,1,0,1,0,0,0,1 21  xx  

        1,1,0,0,0,1,0,0,1,0 43  xx  

14. Aşağıdakı çoxhədlilər sisteminin xətti örtüyünü təsvir edin.  

a) 2,,1 tt  b)      222 1,1,1 tttt   



 220 

v)      222 2,,1 ttttt  , q)    22 ,1 ttt   

15. Aşağıda vektorlar sisteminin nR  fəzasında basiz təşkil etdiyini 

göstərin.  

a)      nxnxnx ,...,3,0,0,,...,3,2,0,,...,3,2,1 321  ,…,   

      nxn ,...,0,0,0  

b)  1,...,1,1,11 x ,  0,1,1,...,1,1,12 x ,  

      0,0,1,...,1,1,13 x ,…,  0,0,0,...,0,0,1nx  

v)  1,...,1,1,1,11 x ,  0,...,0,0,1,02 x ,  0,...,0,1,1,03 x ,  

       0,...,1,1,1,04 x ,…,  1,...,1,1,1,0nx  

16. Aşağıdakı vektorlar sistemindən hansının 4R  fəzasında bazis əmələ 

gətirdiyini göstərin. 

a)  2,1,2,11 x ,  1,0,3,22 x ,  3,1,2,13 x ,  

      0,1,3,14 x  

b)  2,1,2,11 x ,  1,0,3,22 x ,  4,1,2,13 x ,  

      0,1,3,14 x  

17. Aşağıdakı vektorların 3R  fəzasında bazis əmələ gətirdiyini göstərin 

və verilmiş vektorun bu bazisdə koordinatlarını tapın.  

a)  1,2,21 e ,  2,1,22 e ,  2,2,13 e ,  1,1,1x  

b)  3,5,11 e ,  3,7,22 e ,  4,9,33 e ,  1,1,2x  

18. Aşağıdakı vektorların 4R  fəzasında bazis əmələ gətirdiyini göstərin 

və verilmiş vektorun bu bazisdə koordinatlarını tapın.  

a)  1,1,2,11 e ,  0,1,3,22 e ,  2,1,1,33 e ,  

     6,1,2,44 e ,  7,2,0,0x  

b)  2,1,2,11 e ,  1,0,3,22 e ,  4,1,2,13 e ,  

     0,1,3,14 e ,  2,1,14,7 x  

19. 12345  ttttt  çoxhədlisinin aşağıdakı göstərilən bazislərdə 

koordinatlarını tapın. 

a) 5432 ,,,,,1 ttttt  

b) 1,1,1,1,1,1 5432  ttttt  

v) 353433233 ,,,,,1 tttttttttt   

20. Dərəcəsi n -i aşmayan bütün çoxhədlilər çoxluğunda  a)   00 f , 

b)   01 f , v)   0af , a – istənilən həqiqi ədəddir, q)     010  ff  

şərtləri ilə təyin edilmiş altçoxluqların xətti altfəza olduğunu göstərin və bu 

altfəzaların ölçüsünü tapın.   
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XI FƏSİL 

METRİK  FƏZALAR 

 

 Riyazi analizin bir çox mühüm anlayışları, o cümlədən ardıcıllığın və 

funksiyanın limiti, funksiyanın kəsilməzliyi və törəməsi, eləcə də bir çox 

anlayışlar ədəd oxu üzərində nöqtələr arasındakı məsafə anlayışı ilə sıx 

bağlıdır. Bir çox mühüm faktlar həqiqi ədədlərin cəbri xarakteri ilə deyil, bu 

ədədlərin bir-birinə yaxınlığını göstərən məsafə ilə təyin edilir. Həqiqi ədədlər 

çoxluğunda təyin edilmiş məsafə anlayışının istənilən təbiətli elementlərdən 

ibarət çoxluqlarda ümumiləşməsi müasir riyaziyyatın çox mühüm analyışı olan 

metrik fəzalar anlayışına gətirir. Ona görə də əvvəlcə metrik fəza analyışını 

daxil edək və onun bəzi xassələrini göstərək.  

  

11.1. Metrik fəzanın tərifi. Misallar 

 

Fərz edək ki, X  fəzasının istənilən Xyx ,  elementlərinə qarşı bu 

elementlər arasındakı məsafə adlanan və aşağıdakı şərtləri ödəyən mənfi 

olmayan  yx,  kəmiyyəti qarşı qoyulmuşdur: 

I.   0, yx  yalnız və yalnız yx   olduqda    

II.    xyyx ,,   , Xyx  ,  (simmetriklik) 

III.      yzzxyx ,,,   ,  Xzyx  ,,  (üçbucaq aksiomu) 

  yx,  kəmiyyəti x  və y  elementləri arasındakı məsafə, yaxud X  

fəzasının metrikası adlanır. I-III şərtlərinə məsafə aksiomları və ya metrika 

aksiomları deyilir.  

 Əgər verilmiş X  fəzasında təyin edilmiş məsafə (metrika) I,II,III 

şərtlərini (aksiomlarını) ödəyərsə, onda X  metrik fəza adlanır.  

 Metrik fəzalara misallar göstərək. 

1. İstənilən elementlər çoxluğunda  

 









yx

yx
yx

,1

,0
,  

kimi məsafə təyin etsək, bu çoxluq metrik fəza olar. Bu fəzaya izolə edilmiş 

nöqtələr fəzası deyilir. 

 2. R -fəzası.   ,R  həqiqi ədədlər çoxluğunu götürək. x  və y  

ədədləri arasında məsafəni  

  yxyx ,  

kimi təyin edək. Mütləq qiymətin məlum xassələrindən məsafə aksiomlarının 

ödənildiyini almaq olar. Doğrudan da  

I. 0 yx  olarsa, 0 yx ,  yx   və tərsinə 

əgər 

əgər 
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II.        xyxyxyxyyxyx ,11,    

III.     yzzxyxyx,  

          yzzxyzzx ,,     

Ona görə də R  metrik fəzadır.  

 3. nR -fəzası. Nizamlanmış n  sayda həqiqi ədədlərdən düzəlmiş 

 nxxxx ,...,, 21  çoxluğunda məsafəni  

   



n

k

kk xyyx
1

2
,                                           (1) 

kimi təyin edək. Bu fəza n -ölçülü Evklid fəzası adlanır və nR  kimi işarə edilir. 

I və II aksiomların ödənməsi aşkardır. III aksiomun doğru olduğunu göstərək. 

 nxxxx ,...,, 21 ,  nyyyy ,...,, 21 ,  nzzzz ,...,, 21  götürək. Bu halda 

üçbucaq aksiomu aşağıdakı kimi olar: 

      



n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk zyxzxy
1

2

1

2

1

2
                    (2) 

kkk axz  , kkk bzy   qəbul etsək, kkkk baxy   olar. Onda (2) 

bərabərsizliyi belə olar: 

  



n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

1

2
                                (3)  

(3) bərabərsizliyinin doğruluğu isə məlum Koşi-Bunyakovski 

bərabərsizliyindən alınır. Həmin bərabərsizlik belədir: 










































n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

2

1

                                (4) 

(4) Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyindən istifadə etsək, yaza bilərik: 

   


n

k

k

n

k

kk

n

k

k

n

k

kk bbaaba
1

2

11

2

1

2
2  

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2 2 







 



n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k babbaa  

Buradan (3) bərabərsizliyinin və nəticədə (2) bərabərliyinin doğru olmasını 

alırıq. Bu isə III aksiomun doğru olduğunu göstərir.  

 Qeyd 1. Bir çox hallarda eyni bir elementlər çoxluğunda I-III 

aksiomlarını ödəyən müxtəlif metrikalar təyin etmək olar. Məsələn, baxdığımız 

misalda,  nxxxx ,...,, 21  şəklində elementlər çoxluğunda məsafəni  

  



n

k

kk yxyx
1

1 ,                                            (5) 
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kimi təyin etmək olar. Bu halda I-III aksiomlarının ödənməsini asanlıqla 

yoxlamaq olar. Alınmış metrik fəzanı nR1  kimi işarə edirlər.  

 Baxılan çoxluqda elementlər arasındakı məsafəni  

  kk
nk

xyyx 
1

0 max,                                           (6) 

kimi təyin edək. Bu halda da məsafə aksiomlarının ödəndiyini göstərə bilərik. 

Alınmış metrik fəza nR0  kimi işarə olunur.  

 Bu misaldan görünür ki, eyni bir elementlər çoxluğu müxtəlif üsullarla 

metrikləşə bilər və bu zaman alınmış fəzalar müxtəlif metrik fəzalar olar.  

 Tərif. Əgər elə 01 c , 02 c  ədədləri varsa ki,  

     yxcyxyxc ,,, 12211    

bərabərsizliyi ödənsin, bu halda  yx,1  və  yx,2  məsafələri ekvivalent 

məsafələr adlanır.  

 4.  baC ,  fəzası.  ba,  parçasında kəsilməz bütün funksiyalar 

çoxluğunda məsafəni  

     tftggf
bta




max,                                        (7) 

kimi təyin edək. Məsafə aksiomlarının ödənməsini yoxlayaq: 

I.     0 tgtf  olduğu üçün       0max, 


tgtfyx
bta

  olduğunu alırıq. 

  0, gf  olarsa,     0max 


tgtf
bta

 və buradan    tgtf  . Tərsinə, 

   tgtf   olarsa,   0, gf  olar.  

II.        fgtgtfgf
bta

,max,  


 olması aydındır. 

III. Həqiqi ədədin mütləq qiymətinin xassələrinə görə  

                   tgtttftgtttftgtf    

Buradan  

           tgttgtftgtf
btabta



maxmax , 

           tgtttftgtf
btabtabta



 maxmaxmax  

     gfgf ,,,    

alırıq. 

 Alırıq ki, I-III aksiomları ödənir və  baC ,  metrik fəzadır.  

 Qeyd 2.  ba,  parçasında kəsilməz funksiyalar çoxluğunda məsafəni 

başqa üsulla, aşağıdakı qayda ilə təyin edək: 

      
2/1

2
,














 

b

a

dttgtfgf                                  (8) 
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Bu üsulla təyin edilmiş məsafənin I, II aksiomlarını ödənməsini asanlıqla 

yoxlamaq olar. III aksiomun doğru olması Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyinin 

inteqral forması olan 

        












 b

a

b

a

b

a

dttgdttfdttgtf 22

2

 

bərabərsizliyindən istifadə etməklə alınır.  

 Alınmış metrik fəza  baC ,2  kimi işarə edilir və kvadratik metrikaya 

malik kəsilməz funksiyalar fəzası adlanır. Bu üsulla alınmış metrik fəzanın 

elementlərinin kəsilməz funksiyalar olmasına baxmayaraq, bu fəza  baC ,  

fəzasından metrik xassələrinə görə kəskin şəkildə fərqlənən fəzadır.  

 5. 2l -fəzası. Bu fəzanın elementləri mümkün olan bütün 

 ,...,...,, 21 nxxxx   həqiqi ədədlər ardıcıllıqlarından ibarətdir, belə ki,  




1

2

k

kx  

Bu fəzada elementlər arasında məsafə 

   
2/1

1

2
, 










 



k

kk xyyx                                     (9) 

bərabərliyi ilə təyin edilir. Aşağıda göstərilən sadə  

   222
2 kkkk yxyx   

bərabərsizliyindən alınır ki, əgər 2, lyx   isə, yəni  




1

2

k

kx   və  


1

2

k

ky  

olarsa, onda  





1

2

k

kk xy . Bu onu göstərir ki, (8) bərabərliyinin sağ 

tərəfindəki sıra yığılandır və məsafəni bu üsulla təyin etmək olar. I və II 

aksiomların ödənməsi aydındır. Üçbucaq aksiomu aşağıdakı kimidir: 

     













1

2

1

2

1

2

k

kk

k

kk

k

kk zyxzxy                  (10) 

(10) bərabərsizliyinə daxil olan hər üç sıra yığılandır. Digər tərəfdən istənilən 

n  üçün  

     



n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk zyxzxy
1

2

1

2

1

2
 

doğru olduğundan n  şərtində limitə keçsək, bu bərabərsizlikdən (10)-un 

doğru olduğunu alarıq. 2l  fəzasında I-III aksiomları ödəndiyi üçün 2l  metrik 

fəzadır.  
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 6. m  fəzası. Həqiqi ədədlərdən təşkil edilmiş bütün məhdud 

 ,...,...,, 21 nxxxx   ardıcıllıqlar çoxluğunu götürək. İstənilən iki element 

arasında məsafəni  

  kk
k

xyyx  sup,                                         (11) 

kimi təyin edək. Ardıcıllıqların məhdudluğu şərtindən və dəqiq yuxarı 

sərhəddin xassələrindən istifadə etməklə, I-III aksiomlarının doğru olduğunu 

yoxlaya bilərik. Alınmış metrik fəzanı m  ilə işarə edirlər.  

 7.  1pRn
p  fəzası. Nizamlanmış n  sayda həqiqi ədədlərdən düzəlmiş 

 nxxxx ,...,, 21  elementlər çoxluğunda məsafəni  

   
p

n

k

p
kkp xyyx

/1

1

, 









 



 , 1p                             (12) 

kimi təyin edək. Bu məsafənin I-III aksiomlarını ödədiyini göstərək. I və II 

aksiomların ödənməsi aşkardır. III aksiomunun doğruluğunu göstərək. 

 nxxxx ,...,, 21 ,   nyyyy ,...,, 21 ,  nzzzz ,...,, 21  götürək. kkk axz  , 

kkk bzy   işarə edək. Onda kkkk xyba   olar və  

     yzzxyx ppp   ,,  

bərabərsizliyi  
p

n

k

p

k

p
n

k

p

k

p
n

k

p

kk baba

/1

1

/1

1

/1

1
































 



                (13) 

şəklində olar. (13) bərabərsizliyi Minkovski bərabərsizliyi adlanır və onun 

isbatını sonralar göstərəcəyik.  

 Qeyd 3. Bu misalda baxılan  yxp ,  metrikası 2p  olduğu halda nR  

fəzasının Evklid metrikası ilə üst-üstə düşür. 1p  olduğu halda isə nR1  

fəzasının metrikası ilə eynidir. nR0  fəzasının   kk
k

xyyx 
1

0 max,  

metrikasının  yxp ,  metrikasının limit halı kimi baxmaq olar, yəni  

   
p

n

k

p

kk
p

p
p

xyyxyx

/1

1

0 lim,lim, 









 




 . 

 8. pl  fəzası  1p . Bu fəzanın elementləri həqiqi ədədlərdən düzəlmiş 

mümkün olan elə  ,...,...,, 21 nxxxx   ardıcıllıqlardır ki,  




1k

p

kx  

Elementlər arasındakı məsafə 
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 
p

n

k

p

kkp xyyx

/1

1

, 









 



                                   (14) 

kimi təyin edilir.  

 Minkovski bərabərsizliyinə görə istənilən n  üçün  
p

n

k

p

k

p
n

k

p

k

p
n

k

p

kk yxxy

/1

1

/1

1

/1

1
































 



.                (15) 

doğrudur. Şərtə görə 




1k

p

kx  və   


1k

p

xk
y  

sıraları yığılan olduğundan (15) bərabərsizliyində n  şərtində limitə 

keçsək, alarıq:  
p

k

p

k

p

k

p

k

p

k

p

kk yxxy

/1

1

/1

1

/1

1
































 













                  (16) 

Bu bərabərsizlikdən alırıq ki, istənilən plyx ,  üçün elementlər arasında 

məsafənin (14) şəklində təyin edilməsinin mənası vardır. Eyni zamanda (16) 

bərabərsizliyi  pl  fəzasında üçbucaq aksiomunun doğru olduğunu göstərir. 

Digər iki aksiomun ödənməsini asanlıqla yoxlamaq olar.  

 9.  1,0M – həqiqi məhdud funksiyalar fəzası.  1,0  parçasında təyin 

edilmiş, həqiqi t  dəyişənindən asılı bütün məhdud funksiyalar çoxluğuna 

baxaq. Bu çoxluqda məsafə  

     tgtfgf
t


 10

sup,  

kimi təyin edilir. Metrika aksiomlarının ödənməsini asanlıqla yoxlamaq olar. 

Bu fəza  1,0M  kimi işarə edilir. Aydındır ki,    1,01,0 MC   doğrudur.  

 10. S – bütün ədədi ardıcıllıqlar fəzası. Həqiqi ədədlərdən ibarət 

bütün ədədi ardıcıllıqlar çoxluğunu götürək:  nxx  ,  nyy  . Bu adıcıllıqlar 

arasında məsafəni  

 
nn

nn

n
n yx

yx
yx








 12

1
,

1
                                    (17) 

kimi təyin edək. (17) bərabərliyinin sağ tərəfindəki sıra yığılan olduğundan 

məsafəni bu qayda ilə təyin etmək olar. Metrikanın I və II aksiomlarının 

doğruluğu aydındır. Üçbucaq aksiomunun ödənməsi isə aşağıdakı məlum 

bərabərsizlikdən alınır: 

 Rba
b

b

a

a

ba

ba











,

111
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Sonuncu bərabərsizliyin doğruluğunu göstərmək üçün  
x

x
xf




1
 

funksiyasına baxaq.  
 

0
1

1
2





x
xf  olduğu üçün  xf  artan funksiyadır. 

Ona görə də baba   olduğunu nəzərə alsaq, yaza bilərik: 

b

b

a

a

ba

a

ba

a

ba

ba

ba

ba






















111111
 

Deməli, təyin edilmiş məsafə I-III aksiomlarını ödəyir və S -metrik fəzadır. 

 11.  baLp , , 1p  fəzası.  ba,  parçasında ölçülən və p  dərəcədən 

cəmlənən, yəni 

   dxxf

b

a

p
 

şərtini ödəyən bütün funksiyalar çoxluğunu götürək. Ekvivalent funksiyalar pL  

fəzasında bərabər hesab edilir. Bu çoxluqda elementlər arasında məsafə 

aşağıdakı kimi təyin edilir: 

     
p

b

a

p
dxxgxfgf

/1

,












                               (18)  

Minkovski bərabərsizliyinə görə 

       
p

b

a

p

p
b

a

p

p
b

a

p
dxxgdxxfdxxgxf

/1/1/1







































   

olduğundan      baLxgxf p ,,   şərtindən  

      baLxgxf p ,  

alırıq. Deməli, məsafə (18) bərabərliyi ilə təyin edilə bilər.    xgxf ~  

olduğundan   0, gf . Eləcə də    fggf ,,   . Üçbucaq aksiomu isə 

bilavasitə Minkovski bərabəsizliyindən alınır:  

        

























 

p
b

a

p

p
b

a

p
dxxxfdxxgxf

/1/1

  

   
p

b

a

p
dxxgx

/1













   

Buradan  baLp , -nin metrik fəza olsuğunu alırıq. Xüsusi hallar olan   baL ,1  

və  baL ,2  fəzalarından bir çox məsələlərin həlli zamanı geniş istifadə edilir. 

Bu fəzalar Lebeq fəzaları adlanır.  
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 12. 1z  vahid dairəsində analitik, qapalı 1z  vahid dairəsində 

kəsilməz olan bütün  zf  funksiyalar çoxluğu 

     zgzfgf
z


1

max,  

məsafəsinə görə metrik fəza təşkil edir.  

 13.  1,0  parçasında təyin edilmiş bütün ölçülən funksiyalar çoxluğunu 

götürək. Bu çoxluqda  xf  və  xg  funksiyalar arasında məsafəni  

 
   
   

dx
xgxf

xgxf
gf  




1

0
1

,  

bərabərliyi ilə təyin edək. Bu qayda ilə təyin edilmiş məsafə I-III aksiomlarını 

ödəyir. Deməli, bu çoxluq metrik fəza təşkil edir.  

 

 

11.2. Metrik fəzada ardıcıllığın limiti 

 

 Tutaq ki, X  hər hansı metrik fəzadır, ,...,...,, 21 nxxx  isə X  fəzasında 

hər hansı elementlər ardıcıllığıdır.  

 Tərif. Əgər elə Xx  elementi varsa ki,   0,lim 


xxn
n

  olsun, bu 

halda ardıcıllıq yığılan ardıcıllıq, x  elementi isə  nx  ardıcıllığının limiti 

adlanır və xxn
n




lim  kimi işarə olunur. Metrik fəzalarda yığılan ardıcıllıqlar 

haqqında aşağıdakı ümumi teoremləri isbat etmək olar. 

 Teorem 1. Əgər X  metrik fəzasında  nx  ardıcıllığı x  elementinə 

yığılan isə, onda onun istənilən  
knx  altardıcıllığı da x  elementinə yığılır.  

 Teoremin isbatı çox sadə olduğundan verilmir.  

    Teorem 2. Metrik fəzada nx  elementlər ardıcıllığının ən çoxu bir limiti 

ola bilər.  

 İsbatı. Əksini fərz edək, tutaq ki, xxn   və yyn  . Onda istənilən 

0  ədədi üçün kifayət qədər böyük n  nömrələri üçün  
2

,


 xxn  və  

 
2

,


 yxn . 

 Üçbucaq aksiomuna görə 

      


 
22

,,, yxxxyx nn  

   yx, . x  və y  qeyd edilmiş elementlər olduğundan və   istənilən kiçik 

müsbət ədəd olduğundan   0, yx  alarıq. Buradan yx  .  



 229 

 Teorem 3. Əgər X  fəzasında  nx  ardıcıllığı Xx  elementinə 

yığılırsa, onda fəzanın istənilən   elementi üçün   ,nx  ədədi ardıcıllığı 

məhduddur.  

 İsbatı. xxn  , n  olduğu üçün   xxn ,  məhduddur, yəni elə 

0M  ədədi vardır ki,   0Mxxn  . Onda üçbucaq aksiomuna görə istənilən n  

üçün yaza bilərik: 

        MxMxxxx nn   ,,,, 0  

yəni   Mxn  ,  alarıq. Teorem isbat olundu. 

 

11.3. Metrik fəzalarda çoxluqlar 

 

 Tutaq ki, X – metrik fəzadır. Fəzanın   rxx 0,  şərtini ödəyən bütün 

x  nöqtələri çoxluğuna mərkəzi 0x  nöqtəsində, radiusu r  olan açıq kürə, 

  rxx 0,  şərtini ödəyən nöqtələr çoxluğuna isə qapalı kürə deyilir və uyğun 

olaraq  rxS ,0  və   rxS ,0  kimi işarə edilir.   rxx ,0  şərtini ödəyən 

nöqtələr çoxluğu sfera adlanır. Mərkəzi 0x  nöqtəsində olan istənilən açıq kürə 

0x  nöqtəsinin ətrafı adlanır.  

 Tutaq ki, XE   hər hansı çoxluqdur.  

 Tərif 1. Əgər Ea  nöqtəsinin elə  ,aS  ətrafı varsa ki,   EaS ,  

olsun, onda a  nöqtəsinə E  çoxluğunun daxili nöqtəsi deyilir.  

 Tərif 2. Əgər E  çoxluğu yalnız daxili nöqtələrdən ibarət olarsa, ona 

açıq çoxluq deyilir.  

 Tərif 3. Əgər Xa  nöqtəsinin istənilən ətrafında E  çoxluğunun a -

dan fərqli heç olmazsa bir nöqtəsi varsa, onda a  nöqtəsinə E  çoxluğunun limit 

nöqtəsi deyilir. a  limit nöqtəsi E  çoxluğuna daxil olmaya da bilər.  

 Əgər a  nöqtəsi E  çoxluğunun limit nöqtəsi isə, onda a -nın istənilən 

ətrafında E  çoxluğunun sonsuz sayda nöqtələri vardır.  

 Tərif 4. E  çoxluğunun bütün limit nöqtələri çoxluğu E -nin törəmə 

çoxluğu adlanır və E  kimi işarə olunur.  

 Tərif 5. Əgər çoxluğun bütün limit nöqtələri onun özünə daxil isə, onda 

həmin çoxluğa qapalı çoxluq deyilir. Bu halda EE  . 

 Tərif 6. Əgər E  çoxluğu öz törəmə çoxluğuna daxil olarsa, yəni 

EE  , bu halda E  özündə sıx çoxluq adlanır.  

 Tərif 7. Əgər E  çoxluğu öz törəmə çoxluğu ilə üst-üstə düşərsə, ona 

mükəmməl çoxluq deyilir. Bu halda EE  . 
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 Tərif 8. Bütün limit nöqtələrinin E  çoxluğuna əlavə olunması 

nəticəsində alınan E  çoxluğuna E -nin qapanması deyilir. Əgər E  qapalı 

çoxluq isə, bu halda EE  .  

 Tərif 9. Əgər XE   çoxluğunun qapanması X  fəzası ilə üst-üstə 

düşərsə, yəni XE   olarsa, E  çoxluğuna X  fəzasında hər yerdə sıx çoxluq 

deyilir.  

 Tərif 10. Əgər X  fəzasında istənilən   XraS ,  kürəsi daxilində E  

çoxluğunun heç bir elementini daxilində saxlamayan, başqa bir  

   raSraS ,, 11   kürəsi varsa, bu halda E  çoxluğu X  fəzasında heç yerdə sıx 

olmayan çoxluq adlanır.  

 Tərif 11. Əgər E  çoxluğu ən çoxu hesabi sayda heç yerdə sıx olmayan 

çoxluqların cəmindən ibarət olarsa, ona I kateqoriyalı, əks halda isə II 

kateqoriyalı çoxluq deyilir.  

 Tərif 12.Əgər ,...,...,, 21 nxxx  ardıcıllığı X  fəzasında sıx isə, ona X  

fəzasının hesabi hər yerdə sıx şəbəkəsi deyilir. Bu halda istənilən Xx  

elementi bu ardıcıllığın müəyyən ,...,...,,
21 nkkk xxx  ardıcıllığının limitidir.  

 Tərif 13. Əgər verilmiş fəzada hesabi, hər yerdə sıx çoxluq varsa, ona 

separabel fəza deyilir.  

 

 

11.4. Separabel fəzalar 

 

 Tutaq ki, X  metrik fəzadır.  

 Tərif. Əgər X  fəzasında elə ,...,...,, 21 nxxx  elementlər ardıcıllığı varsa 

ki, istənilən 0  ədədi və istənilən Xx  elementi üçün ardıcıllığın elə 
0nx  

elementi olsun ki,    
0

, nxx , bu halda X  fəzası separabel fəza adlanır.  

 Tərifdən istifadə edərək, bəzi konkret fəzaların separabel fəzalar 

olduğunu göstərək: 

 1.   ,R  həqiqi ədədlər çoxluğunu götürək. Bütün rasional 

ədədlər çoxluğu həqiqi ədədlər çoxluğunda hesabi və hər yerdə sıx olan 

çoxluqdur. Ona görə də R  həqiqi ədədlər çoxluğu separabeldir.  

 2. nR  fəzası separabel fəzadır. nR  fəzasında bütün koordinatları 

rasional ədədlər olan  nrrrr ,...,, 21  şəklində elementlər çoxluğu hesabi və hər 

yerdə sıx çoxluqdur.  

 3.  1,0C  separabel fəzadır.  1,0C fəzasında bütün əmsalları rasional 

ədədlər olan bütün    xpn
0  çoxhədlilər çoxluğunu götürək. Bu çoxluq hesabi 

çoxluqdur. Bu çoxluğun  1,0C  fəzasında hər yerdə sıx olduğunu göstərək.  
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 Doğrudan da istənilən    1,0Cxf   funksiyasını götürək. Veyerştrass 

teoreminə görə elə  xp~  çoxhədlisi vardır ki,     2/~max  xpxf
t

 ödənir, 

burada 0 – verilmiş ədəddir. Digər tərəfdən rasional əmsallı elə   xpn
0  

çoxhədlisi tapmaq olar ki,      2/~max 0  xpxp n .  

 Üçbucaq aksiomundan istifadə etsək,   

             xpxfxpxf n
x

n
00 max,  

olduğunu alarıq. Deməli  1,0C  separabel fəzadır.  

 4. pl  fəzası separabeldir. Tutaq ki, 0E   ...0,0,,...,, 21 nrrr  şəklində 

elementlər çoxluğudur. Belə ki, bütün nrrr ,...,, 21  ədədləri rasional ədədlərdir. 

Aydındır ki, 0E  hesabi çoxluqdur.  

 Göstərək ki, 0E  çoxluğu pl -də hər yerdə sıxdır. Doğrudan da, tutaq ki, 

  pi lx    istənilən element və 0  istənilən müsbət ədəddir. 


1k

p

k  

olduğundan elə n  natural ədədi tapmaq olar ki, 
21

p

nk

p

k


 





. 

 Elə  ...0,0,,...,, 210 nrrrx   elementi götürək ki,  
21

p

k

p

kk r


 




. Onda 

yaza bilərik: 

   p
pp

nk

p
n

k

p

kk
p

rxx 


  


 22
,

11

0 , 

buradan    0, xx  alarıq. Bu isə 0E -ın pl -də hər yerdə sıx olması deməkdir. 

Deməli pl  separabeldir.  

 5. pL  fəzası separabeldir. Lebeq inteqralının  xassəsinə əsasən  1,0pL  

fəzasına daxil olan istənilən  xf  funksiyasının 

 
   

 










olduqda0

olduqda,

nxf

nxfxf
xf  

şəklində ölçülən məhdud funksiyalar ardıcıllığının p  dərəcədən orta mənada 

limiti kimi göstərmək olar. Hər bir ölçülən məhdud funksiya kəsilməz 

funksiyalar ardıcıllığının p  dərəcədən orta mənada limiti kimi göstərilə 

bildiyindən  1,0  parçasında kəsilməz funksiyalar çoxluğu  1,0pL -də hər yerdə 
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sıxdır. Digər tərəfdən rasional əmsallı çoxhədlilər çoxluğu   1,0C  fəzasında bu 

fəzanın metrikası mənada, deməli, eyni zamanda  1,0pL  fəzasının metrikası 

mənada hər yerdə sıxdır. Onda rasional əmsallı çoxhədlilər çoxluğu  1,0pL  

fəzasında hər yerdə sıxdır. Bu isə  1,0pL -in separabel fəza olması deməkdir.  

 6. S  fəzası separabeldir. Tutaq ki, 0E   ...0,0,,...,, 21 nrrr  şəklində 

elementlərdən ibarət çoxluqdur, belə ki, nrrr ,...,, 21  rasional ədədlər, n – 

istənilən natural ədəddir. 0E – hesabi çoxluqdur. Göstərək ki,  0E  çoxluğundan 

istənilən götürülmüş   Sx n  ,...,...,, 21   elementinə yığılan altardıcıllıq 

ayırmaq olar. Hər bir n  üçün k  şərtində n -ə yığılan    ,...2,1kr k
n  

rasional ədədlər ardıcıllığı götürək. 0E  çoxluğundan 

        ,...0,0,,...,, 21
k

k
kkk rrrx   şəklində ardıcıllıq götürək. Aydındır ki,  k  

olduqda   xx k  . Doğrudan da kifayət qədər böyük nk   üçün     k
nn r  

olduğu üçün  n  şərtində  kx -nın n -ci komponenti  x -in n -ci 

komponentinə yığılar. Beləliklə S -in separabel olduğunu alırıq.  

 7. m  fəzası separabel olmayan fəzadır.  ix  , 0i  yaxud 1i  

olan bütün ardıcıllıqlar çoxluğunu götürək. Aydındır ki, bu ardıcıllıqıar m  

fəzasına daxildirlər. İsbat olunmuşdur ki, bu şəkildə bütün ardıcıllıqlar 

kontinium güclü çoxluq təşkil edirlər.  

 Bu çoxluqdan götürülmüş istənilən  ix   və  iy   elementləri 

üçün   1sup,  ii
i

yx  . Alırıq ki, bir-birindən   1, yx  məsafədə 

yerləşən kontinium sayda elementlər vardır. Bu faktdan m -in separabel 

olmamasını asanlıqla ala bilərik. Doğrudan da, fərz edək ki, m  fəzasında 

hesabi, hər yerdə sıx 0E  çoxluğu vardır. 0E -ın hər bir elementini radiusu 

3

1
r  olan kürə ilə əhatə edək. Onda m  çoxluğunun bütün elementləri bu 

kürələr daxilində yerləşər. Bu kürələr hesabi sayda olduğundan heç olmazsa bu 

kürələrdən elə birisi vardır ki, onun daxilində yuxarıdakı kontimium çoxluqdan 

iki müxtəlif element vardır. Həmin kürənin mərkəzi 0x  olsun. Onda alarıq: 

     
3

2

3

1

3

1
,,,1 00  yxxxyx  , 

3

2
1  

Bu isə mümkün deyildir. Deməli, m  separabel deyildir. Amma yuxarıda 

göstərmişik ki, m -in alt fəzası olan C  separabel fəzadır.  

 Aşağıdakı iki ümumi teoremi qeyd edək: 

 Teorem 1. X  separabel metrik fəzasının istənilən 1X  altçoxluğu da 

separabel fəzadır.  
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 İsbatı. Tutaq ki,  nx   ,...2,1n – X  fəzasında hesabi hər yerdə sıx 

çoxluqdur. İstənilən iki n  və k  natural ədədləri götürək. Əgər elə 1Xx  

elementi varsa ki,  
k

xx n

1
,   şərti ödənsin, bu elementi  k

nx  ilə işarə edək. 

Bu qayda ilə seçilmiş bütün  k
nx  elementlər çoxluğunu A  ilə işarə edək;  

1XA . Məlum teoremə görə hesabi qiymətlər alan n  və k  indekslərindən 

asılı olan  k
nx  nöqtələr çoxluğu  hesabi çoxluqdur. Ona görə də  A  çoxluğu da 

ən çoxu hesabidir (sonlu çoxluq da ola bilər). 

 İndi göstərək ki, 1Xx -dir. 0  ədədi götürək və elə k  natural ədədi 

seçək ki, 
2

1 


k
 olsun.  nx  çoxluğu X -də hər yerdə sıx çoxluq olduğu üçün 

elə 0n  nömrəsi vardır ki,  
k

xxn

1
,

0
 . 0nn   olduqda sonuncu bərabərsizliyi 

ödəyən 1Xx  elementi olduğu üçün, elə   Ax k
n 

0
 elementi vardır ki, 

  
k

xx n
k

n

1
,

00
 . Onda yaza bilərik: 

         
k

xxxxxx nn
k

n
k

n

2
,,,

0000
 

 -nun ixtiyari kiçik olmasından A -nın 1X -də hər yerdə sıx olmasını alırıq. 

Deməli 1X -separabeldir.  

 Teorem 2. Əgər X  metrik fəzasının hər yerdə sıx olan 1X  altçoxluğu 

separabel fəzadırsa, onda X  fəzası özü də separabeldir.  

 İsbatı. Tutaq ki, A  1X -də hər yerdə sıx hesabi çoxluqdur. Istənilən 

Xx  elementi və 0  ədədi götürək. 1X  çoxluğu X -də hər yerdə sıx 

olduğundan elə 1Xx   vardır ki,  
2

,


 xx .  A  çoxluğu 1E -də hər yerdə sıx 

olduğu üçün elə Ax   vardır ki,  
2

,


  xx . Buradan    xx, , yəni A  

çoxluğu X -də hər yerdə sıxdır. Bu isə X -in separabel olması deməkdir.  
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11.5. Tam metrik fəzalar. Misallar 

 

 Tutaq ki, X  hər hansı metrik fəzadır.   Xxn   ardıcıllığını götürək.  

 Tərif 1. Əgər istənilən 0  ədədi verildikdə elə  N  nömrəsi tapmaq 

olarsa ki,  0, Nmn   olduqda    mn xx ,  olsun, bu halda  nx  ardıcıllığı 

fundamental ardıcıllıq adlanır.  

 Aydındır ki, əgər  nx  yığılan ardıcıllıq isə, yəni 0lim xxn
n




 varsa, bu 

halda  nx  fundamental ardıcıllıqdır. Doğrudan da, bu halda istənilən 0  

üçün elə  0N  nömrəsi vardır ki,  0Nn   olduqda  
2

, 0


 xxn . Bu halda 

 0, Nmn   üçün 

        00 ,,, xxxxxx mnmn  

Bu təklifin tərsi istənilən metrik fəzada doğru deyildir. Elə metrik fəzalar vardır 

ki, orada fundamental olan ardıcıllıq yığılan deyildir. Misallara baxaq: 

 1. X – rasional ədədlər çoxluğu   2121, rrrr   məsafəsinə nəzərən 

metrik fəzadır. ,...
2

1
,...,

4

1
,

2

1
21 nnrrr   ardıcıllığı fundamentaldır və sonlu 

00 r  limiti vardır. Əgər 

n

n
n

r 









1
1  ardıcıllığını götürsək, bu ardıcıllıq 

fundamentaldır və yığılandır. e
n

n

n













1
1lim , amma ardıcıllığın limiti 

rasional ədəd deyildir, yəni fəzanın özünə daxil deyildir.  

 2. X – çoxhədlilər çoxluğu      tQtPQP
t


 10

max,  məsafəsinə 

nəzərən metrik fəzadır. Tutaq ki,   tpn  çoxhədlilər ardıcıllığı çoxhədlidən 

fərqli kəsilməz  tf  funksiyasına müntəzəm yığılan çoxhədlilər ardıcıllığıdır. 

Aydındır ki,   tpn  fundamental ardıcıllıqdır, amma baxılan fəzada limiti 

yoxdur. Məsələn,   



n

k

k

n
k

t
tp

0 !
 ardıcıllığına baxaq. Məlumdur ki, 



0 !k

k

k

t
 sırası 

yığılandır. Onda istənilən 0  üçün elə  N  nömrəsi vardır ki, 




 1 !Nk

k

k

t
. Onda istənilən   Nn   və m  natural ədədi üçün 

    
 

 






 









11 !!
,

Nk

k
mN

Nk

k

mnn
k

t

k

t
tptp  
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Göründüyü kimi  fundamental ardıcıllıqdır. Bu ardıcıllığın limiti te  

funksiyasına bərabərdir və çoxhədlilər fəzasına daxil deyildir.  

 Tərif 2. Əgər X  metrik fəzasında hər bir fundamental ardıcıllıq fəzanın 

hər hansı bir elementinə yığılırsa, onda X  fəzasına tam metrik fəza deyilir.  

 Qeyd edək ki, tam metrik fəzada istənilən qapalı çoxluq özü də tam 

fəzadır.  

 İndi isə bəzi metrik fəzaların tamlığını göstərək: 

 1.   ,R – həqiqi ədədlər çoxluğuna baxaq.   Rxn   ardıcıllığı 

götürək. Tutaq ki,   nx  fundamentaldır, yəni, istənilən 0  ədədi üçün elə 

 N  nömrəsi vardır ki,  Nn   və istənilən m  natural ədədi üçün  

 nmn xx  

 Riyazi analiz kursundan məlumdur ki, Koşi meyarına görə bu ardıcıllıq 

yığılan ardıcıllıqdır, yəni 0lim xxn
n




 Rx 0  vardır. Deməli, həqiqi ədədlər 

çoxluğu tam metrik fəzadır.  

 2. nR  fəzasına baxaq.          nn
n

nnn Rxxxx  ,...,, 21  fundamental 

ardıcıllığı götürək. İstənilən 0  ədədi üçün elə  N  nömrəsi tapmaq olar 

ki,  Nmn ,  üçün 

    



n

k

m
k

n
k xx

1

22
  

Onda, nk ,...,2,1  üçün  n
kx  koordinatları üçün   

     m
k

n
k xx  

Bu onu göstərir ki,   n
kx  ədədi ardıcıllığı fundamentaldır. Koşi meyarına görə 

nk ,...,2,1  üçün bu ədədi ardıcıllıqlar yığılandır.  
 n
k

n
k xx


 lim  

işarə edək.  nxxxx ,...,, 21  düzəldək. Nəticədə   xx n

n



lim   olduğunu alarıq. 

Deməli, nR  tam metrik fəzadır.  

 3.  baC ,  fəzası. Tutaq ki,     baCtxn ,  hər hansı fundamental 

ardıcıllıqdır, yəni, istənilən 0  üçün elə  N  nömrəsi tapmaq olar ki, 

 Nmn ,  üçün    mn xx , . Buradan  

 
    


txtx mn

bat ,
max                                        (1) 

 (1) bərabərsizliyində m  şərtində limitə keçsək, istənilən t  və 

Nn   üçün  

     txtxn  
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alarıq. Alırıq ki,   txn  müntəzəm yığılan ardıcıllıqdır. Məlumdur ki, bu halda 

 tx  limit funksiyası kəsilməz funksiya olar. Bu isə   txn  ardıcıllığının  tx -

yə  baC ,  mənada yığılan olduğunu göstərir.    baCtx ,  olmasından  baC ,  

fəzasının tam olmasını alırıq.  

 Qeyd.  Fəzanın tam olub-olmaması məsələsi həmin fəzada təyin edilmiş 

məsafədən ciddi şəkildə asılıdır. Belə ki, hər hansı bir məsafəyə görə tam olan 

fəza, başqa bir məsafəyə nəzərən tam olmaya bilər.  

 Məsələn, yuxarıda baxdığımız  baC ,  fəzasının orada təyin edilmiş 

     tgtfgf
bta




max,  məsafəsinə görə tam olduğunu gördük.  

 Göstərək ki, əgər  ba,  parçasında təyin edilmiş kəsilməz funksiyalar 

çoxluğunda məsafəni  

      
2/1

2
,












 

b

a

dttgtfgf                                  (2) 

bərabərliyi ilə təyin etsək, bu fəza tam fəza olmaz. (2) bərabərliyi ilə təyin 

edilmiş məsafə metrik fəza aksiomlarını ödəyir. Doğrudan da I, II 

aksiomlarının doğruluğu aşkardır. III aksiomun ödənməsi ilə inteqrallar üçün 

Minkovski bərabərsizliyindən alınır: 

        
2/1

2

2/1

2

2/1

2












































 

b

a

b

a

b

a

dttbdttadttbta               (3) 

Əgər bu bərabərsizlikdə      ttfta  ,      tgttb   qəbul etsək, 

       tgtftbta   olar və (3) bərabərsizliyi aşağıdakı şəkildə olar.  

          




























 

2/1

2

2/1

2
b

a

b

a

dtttfdttgtf   

    
2/1

2














 

b

a

dttgt                                         (4) 

Alınmış bu bərabərsizlik (2) şəklində  yx,  metriklasının  

     gfgf ,,,    

üçbucaq aksiomunu ödədiyini göstərir. Bu metrik fəza  baL ,
~

2  kimi işarə 

edilir. 

 İndi bu fəzadan aşağıdakı ardıcıllığı götürək. Fərz edək ki, 1a , 

1b . 



 237 

 























olduqda1
1

,1

olduqda
11

,

olduqda
1

1,1

t
n

n
t

n
nt

n
t

tn  

Göstərək ki, bu ardıcıllıq fundamental ardıcıllıqdır. İstənilən m  natural ədədi 

üçün  

   





























olduqda1
1

,1

olduqda
11

,

olduqda
1

1,1

t
mn

mn
t

mn
tmn

mn
t

tmn  

olar. Göstərə bilərik ki,  

      
n

dttt nmnnmn

2
,

1

1

22  


   

 Göründüyü kimi   0,  nmn  , n , yəni   tn  

fundamentaldır. Göstərək ki, bu ardıcıllıq təyin etdiyimiz məsafəyə görə heç 

bir kəsilməz funksiyaya yığıla bilməz.  

 









olduqda10,1

olduqda01,1

t

t
t  

funksiyasını götürək.  

     0lim
1

1

2





dtttn
n

  

olduğundan   tn  ardıcıllığı  t -yə orta kvadratik mənada yığılır, yəni 

  0,  n , n . 

 Fərz edək ki,  tf  istənilən kəsilməz funksiyadır. Onda   0,  f  

olar.  

      ,,, nnff   

bərabərsizliyindən alınır ki,   0,lim 


n
n

f  . Yəni   tn  ardıcıllığı baxılan 

məsafəyə görə heç bir kəsilməz funksiyaya yığıla bilməz. Bu isə  1,1
~

2 L -in 

tam metrik fəza olmadığını göstərir.  

 4. 2l  fəzası tamdır. Hər hansı    2lx n   fundamental ardıcıllığı 

götürək, belə ki,         ,...,...,, 21
n

k
nnn xxxx  .   nx  fundamental olduğundan 
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istənilən 0  üçün elə  0N  nömrəsi vardır ki,  0Nn   və istənilən m  

natural ədədi üçün  

            






1

2
,

k

mn
k

n
k

mnn xxxx .                            (5) 

(5) bərabərsizliyindən alırıq ki, istənilən k  nömrəsi üçün  0Nn   və 

istənilən m  natural ədədi üçün  
    ,...2,1,   kxx mn

k
n

k
  

Alırıq ki, istənilən k  üçün   n
kx  ədədi ardıcıllığı fundamentaldır. R – həqiqi 

ədədlər çoxluğu tam fəza olduğundan    n
kx  ardıcıllıqları yığılandır.  

 Tutaq ki,    0lim k
n

k
n

xx 


. (5) şərtindən alırıq ki,  

     



p

k

mn
k

n
k xx

1

2
 

Sonuncu bərabərsizlikdə m  şərtində limitə keçsək, alarıq:  

     


p

k

k
n

k xx
1

20                                              (6) 

Bu bərabərsizlikdə p  şərtində limitə keçsək, alarıq: 

            


p

k

k
n

k
n xxxx

1

200,                               (7) 

Bu onu göstərir ki,    2lx n   ardıcıllığı         ...,...,, 00
2

0
1

0
nxxxx   elementinə 

yığılır. Göstərək ki,  
2

0 lx  . Bunun üçün    


1

20

k

kx  olduğunu göstərmək 

lazımdır. Minkovski bərabərsizliyini tətbiq etməklə alarıq: 

           






 1

20

1

20

k

n
k

n
kk

k

k xxxx  

         






 1

2

1

20

k

n
k

k

n
kk xxx . 

Beləliklə, alırıq ki,  
2

0 lx  . Yəni 2l -dən olan ixtiyari fundamental ardıcıllıq 

bu fəzanın elementinə yığılır. Deməli 2l -tam fəzadır.  

 5. m – tam fəzadır. Tutaq ki,      mxx n
i

n   fundamental 

ardıcıllıqdır.    mx n
i   olduğundan  

n
n

i kx  , ,...2,1i  və istənilən 0  
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ədədi üçün elə  0N  nömrəsi tapmaq olar ki,   0Nn   və istənilən m  

natural ədədi üçün  
      mnn xx ,  

yəni 
     mn

i
n

i
i

xxsup  

Onda istənilən i  nömrəsi üçün  
     mn

i
n

i xx                                              (8) 

i  nömrəsini qeyd edək. (8) bərabərsizliyi onu göstərir ki,       ,...,...,, 21 n
iii xxx  

ədədi ardıcıllığı fundamentaldır və Koşi meyarına görə yığılan ardıcıllıqdır. Bu 

ardıcıllığın limitini ix  ilə işarə edək. Bu qayda ilə  ,...,...,, 21 nxxx  ardıcıllığını 

alırıq. (8) bərabərsizliyindən m  şərtində istəniləni və  0Nn   üçün 

   i
n

i xx  alırıq. Buradan istənilən i  üçün  

   
0

00
n

N
ii

N
ii kxxxx    

Alırıq ki,  ix  ardıcıllığı məhduddur, yəni   mxi  . Nəticədə    i
n

i xxsup , 

    xx n ,  alırıq, burada  ,...,...,, 21 nxxxx  . Deməli, m – tam fəzadır.  

 6. c – tam fəzadır. Məlum olduğu kimi c  çoxluğu m  fəzasının 

altçoxluğudur. Əgər c  çoxluğunun m  fəzasında qapalı olduğunu göstərsək, c -

nin tam fəza olduğunu alarıq. Tutaq ki,   nx  ardlcıllığı c -yə daxil olan 

ardıcıllıqdır: 
        ,...,...,, 21

n
i

nnn xxxx   

və    0xx n  ,         ,...,...,, 00
2

0
1

0
ixxxx  . 

 Göstərək ki,   0
ix  ardıcıllığı yığılan ardıcıllıqdır. Aşağıdakı 

bərabərsizliyi yaza bilərik:  
                 n

j
n
j

n
j

n
i

n
iiji xxxxxxxx 000  

     n
j

n
in xxxx  0,                                          (9) 

Tutaq ki, 0  istənilən ədəddir. n  nömrəsini kifayət qədər böyük seçsək 

  4/, 0  xxn  olar. Bu n  nömrəsini qeyd edək.   n
ix  ardıcıllığı yığılan 

olduğundan o fundamentaldır, ona görə də elə 0i   nömrəsi tapmaq olar ki, 

0, iji   olduqda      n
j

n
i xx  olar. Bunu (9) bərabərsizliyində nəzərə alsaq, 

     00
ji xx  olar. Buradan   0

ix  ardıcıllığının yığılan olduğunu alarıq. 
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Deməli,   cx 0 , yəni c – qapalı çoxluqdur. Bu isə c -nin tam olmasını 

göstərir.  

 

11.6. Metrik fəzaların tamamlanması 

 

 Məlum olduğu kimi fəzanın tamlığı anlayışı mühüm bir anlayışdır və  

yalnız tam fəzalarda bir çox mühüm faktların doğruluğu haqqında danışmaq 

mümkündür. Məsələn, riyazi analiz kursunda ədəd oxunun tamlığı həqiqi 

ədədlərin mükəmməl nəzəriyyəsini qurmağa imkan vermişdir. Eləcə də metrik 

fəzaların tamlığı anlayışı funksional analizdə mühüm rol oynayır. Ona görə də 

tam olmayan metrik fəzaların tamamlanması rasional ədədlər çoxluğunun 

bütün irrasional ədədlər çoxluğu vasitəsilə tamamlanması prosesinə analoji 

olaraq aparılır. 

 Metrik fəzaların tamamlanması prosesini öyrənmək üçün əvvəlcə 

aşağıdakı anlayışları daxil edək.  

 Tutaq ki, X  və Y  metrik fəzalardır. Xxx 21,  üçün məsafəni 

 21, xxX ,  Yyy 21,  arasında məsafəni isə  21, yyY  ilə işarə edək.  

 Əgər X  və Y  fəzaları arasında elə qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq 

yaratmaq olarsa ki, bu zaman uyğun elementlər arasındakı məsafə saxlansın, 

yəni 11 yx  , 22 yx   isə 

   2121 ,, yyxx YX    

olarsa, X  və Y  izometrik fəzalar adlanır.  

 Aydındır ki, yığılma ilə əlaqədar olan bəzi məsələlərin həllində 

izometrik fəzaları eyniləşdirmək olar. 

 Tutaq ki, X  tam olmayan metrik fəzadır. Onda bu fəzada fundamental 

ardıcıllıqlar vardır ki, onların X  fəzasında limiti yoxdur.  

 Göstərək ki, bu halda elə tam X   metrik fəzası vardır ki, bu fəzada hər 

yerdə sıx olan və X  ilə izomertik olan 0X  vardır. X   fəzası X -in 

tamamlanması adlanır.  

 Tərif. X   fəzası o zaman X  fəzasının tamamlanması adlanır ki, 

aşağıdakı şərtlər ödənsin: 

1) X  fəzası X  -in altfəzası olsun; 

2)  X  fəzası X  -də hər yerdə sıx olsun, yəni XX   olsun (burada X  ilə X -

in X  -də qapanması işarə olunur). 

 Aşağıdakı teorem doğrudur. 

 Teorem. Hər bir X  metrik fəzasının tamamlanması vardır. Bu 

tamamlanma X -in nöqtələrini tərpənməz saxlayan izometriya dəqiqliyi ilə 

yeganıdir.  
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 İsbatı. Əvvəlcə X -in tamamlanmasının yeganəliyini göstərək. Bunun 

üçün göstərməliyik ki, əgər X   və X   fəzaları X -in iki tamamlanması isə, 

onda X  -in X  -ə elə qarşılıqlı birqiymətli   inikası vardır ki,  

1)   xx   istənilən Xx  üçün,  

2) xx  , yy   isə, onda    yxyx XX
  ,,  . 

  inikasını aşağıdakı qayda ilə təyin edək. Tutaq ki, Xx   istənilən nöqtədir. 

Onda tamamlanmanın tərifinə görə elə   Xxn   ardıcıllığı vardır ki, xxn
 . 

  Xxn
  və X   tam olduğu üçün  xxn

 , Xx  . 

   xx   qəbul edək. Bu inikas tələb edilən izometrik inikasdır. 

Doğrudan da, qurmaya görə istənilən Xx  üçün   xx  . 

 Fərz edək ki, X   fəzasında   xxn
 ,    yyn

  və  X   fəzasında 

  xxn
 ,    yyn

 . Onda məsafənin kəsilməzliyinə görə 

     nn
n

nnX
n

X yxyxyx ,lim,lim, 





   

və 

     nn
n

nnX
n

X yxyxyx ,lim,lim, 





   

Buradan  

   yxyx XX
  ,,   

Indi isə tamamlanmanın varlığını göstərək. Əvvəlcə aşağıdakı tərifi verək.  

 Tərif. Əgər  nx ,   Xxn   fundamental ardıcıllıqları üçün 

  0,lim 


nn
n

xx  şərti ödənərsə, onda bu ardıcıllıqlara ekvivalent ardıcıllıqlar 

deyilir və    nn xx ~  kimi işarə edilir. Bu münasibət refleksiv, simmetrik və 

tranzitivdir. X  fəzasının bütün fundamental ardıcıllıqlarını bu münasibətə 

nəzərən ekvivalentlik siniflərinə ayıra bilərik. X   fəzasını aşağıdakı kimi təyin 

edək. X   fəzasının elementləri olaraq öz aralarında ekvivalent olan 

fundamental ardıcıllıqlardan ibarət mümkün olan sinifləri götürək, belə ki, bu 

siniflər arasında məsafə aşağıdakı qaydada təyin olunur. Əgər x  və y  X  -ə 

daxil olan siniflər isə, onda hər sinifdən bir  nx  və  ny  fundamental ardıcıllıq 

götürməklə  

   nn
n

xxyx 


,lim,                                            (1) 

təyin edirik.  

 Qeyd edək ki, bu qayda ilə təyin olunmuş məsafə x  və y  siniflərindən 

hansı fundamental ardıcıllığın götürülməsindən asılı deyildir.  

       mnmnmmnn yyxxyxyx ,,,,                         (2) 

bərabərsizliyindən  nx  və  ny -in fundamentallığına görə n  və m -in kifayət 

qədər böyük qiymətlərində   
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      mmnn yxyx ,, . 

Alırıq ki,  nnn yxS ,  ədədlər ardıcllığı üçün Koşi meyarı ödənilir və deməli 

nS  ardıcıllığının sonlu limiti vardır. Bu ardıcıllığın limiti də   xxn
  və 

  yyn
  fundamental ardıcıllıqlarının seçilməsindən asılı deyildir. Doğrudan 

da  nx ,   xxn
  və   ny ,   yyn

  götürsək, (2) bərabərsizliyindən istifadə 

etməklə 

       nnnnnnnn yyxxyxyx  ,,,,   

alarıq. Buradan    nn xx ~  və    nn yy ~  olduğundan  

   nn
n

nn
n

yxyx 


,lim,lim   

alırıq. 

 I aksiom fundamental ardıcıllıqların ekvivalentliyinin tərifindən alınır. 

II aksiomun doğruluğu aşkardır.  

 III üçbucaq aksiomunu göstərmək üçün X  fəzasında doğru olan  

     nnnnnn yzzxyx ,,,    

bərabərsizliyini götürüb, n  şərtində limitə keçsək,  

     yzzxyx  ,,,   

alarıq. 

 İndi göstərək ki, X  fəzasına X   fəzasının altfəzası kimi baxmaq olar.  

 Doğrudan da hər bir Xx  elementinə bir fundamental ardıcıllıqlar 

sinfi qarşı qoymaq olar. Bu sinif boş deyildir. Ən azı bütün hədləri x -ə bərabər 

olan fundamental ardıcıllıqlar bi sinfə daxildir. Bu halda  

n
n

xx


 lim , n
n

yy


 lim  olarsa,    nn
n

yxyx ,lim, 


  

Beləliklə, hər bir Xx  elementinə qarşı bu elementə yığılan fundamental 

ardıcıllıqlar sinfi olan *x -u qarşı qoyaq. Bu qayda ilə X -in X  -ə izometrik 

inikasını alarıq. Ona görə də X  fəzası ilə onun X   daxilindəki obrazını 

eyniləşdirmək və X -ə X  -in altfəzası kimi baxmaq olar. İndi isə göstərək ki, 

X  fəzası X  -də hər yerdə sıxdır. İstənilən Xx *  və 0  ədədini götürək. 
*x  sinfinə uyğun hər hansı  nx  fundamental ardıcıllığı götürək. Kifayət qədər 

böyük N  üçün Nmn ,  olduqda    mn xx , . Onda alarıq: 

     


mn
m

n xxxx ,lim, * . 

Buradan alırıq ki, *x  nöqtəsinin hər bir ətrafında X  fəzasının elementi vardır. 

Bu onu göstərir ki, X -in X  -də qapanması X   ilə üst-üstə düşür.  

 Nəhayət, X   fəzasının tam olduğunu göstərək. Qeyd edək ki, X   

fəzasının qurulması qaydasına görə X  fəzasında hər bir fundamental 

,...,...,, 21 nxxx  ardıcıllığı X  -də bu ardıcıllıq vasitəsilə təyin edilən x  

elementinə yığılır. X  fəzası X  -də hət yerdə sıx olduğundan X   fəzasından 
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götürülmüş ,...,...,, 21 nxxx   fundamental ardıcıllığına görə X -dən ona 

ekvivalent olan ,...,...,, 21 nxxx  ardıcıllığını qura bilərik. Bunun üçün X  

fəzasından nx  olaraq  
n

xx nn

1
,   şərtini ödəyən istənilən nöqtəni götürmək 

lazımdır.  

 Bu qayda ilə qurulmuş  nx  ardıcıllığı X -da fundamentaldır və tərifə 

görə hər hansı Xx   nöqtəsinə yığılır. Onda alırıq ki,  nx  ardıcıllığı da x  

nöqtəsinə yığılır. Teorem isbat edildi.   

 Bəzi misallara baxaq. 

 1.  1,00C  ilə  1,0  parçasında təyin edilmiş çoxhədlilər çoxluğunu 

götürək, belə ki,  1,0, 0Cqp   çoxhədliləri üçün məsafə 

 
 

   tqtpqp
t


 1,0
max,  kimi təyin edilir.  1,00C  tam olmayan çoxluqdur. 

 1,00C  tam  1,0C  fəzasında hər yerdə sıx çoxluq olduğu üçün onun 

tamamlanması  1,0C -ə izometrik olan fəzadır.  

 2.  1,0pL  ilə  1,0  parçasında kəsilməz bütün funksiyalar çoxluğunu 

işarə edək, belə ki,      1,0, pLtgtf   funksiyaları arasında məsafə aşağıdakı 

kimi təyin edilir: 

     
p

p
dttgtfgf

/1
1

0

,











   

 1,0pL  fəzası tam deyildir. Belə ki, p  dərəcədən orta mənada kəsilən 

funksiyaya yığılan kəsilməz funksiyalar ardıcıllığı  1,0pL -də fundamentaldır, 

amma bu fəzada limiti yoxdur.  1,0pL  fəzasını tamamlasaq,  1,0pL  fəzasına 

izometrik olan fəza alırıq.  

 

11.7. Metrik fəzalarda bir-birinə daxil olan  

kürələr ardıcıllığı haqqında teorem 

 

 Bir-birinə daxil olan parçalar ardıcıllığı haqqında Kantor teoremi riyazi 

analizin mühüm bir prinsipidir və çoxsaylı tətbiqləri vardır. Metrik fəzalarda 

bu prinsipin analoqu olan bir-birinə daxil olan kürələr haqqında teorem 

doğrudur.  

 Teorem 1. X  tam metrik fəzasında bir-birinə daxil olan və radiusları 

sıfra yaxınlaşan qapalı kürələrin hamısına daxil olan yeganə nöqtə vardır.  
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 İsbatı. Tutaq ki,      ,...,,...,,,, 222111 nnn rxBrxBrxB  0nr  baxılan 

kürələrdir. Teoremin şərtinə görə ......21  nBBB  (  nnn rxBB , ). 

Baxılan kürələrin mərkəzlərindən düzəlmiş ,...,...,, 21 nxxx  ardıcıllığını götürək. 

0p  üçün npnpn BBx    olduğundan   0,  nnpn rxx , n .  X  

fəzası tam olduğundan  nx  ardıcıllığı hər hansı Xx  elementinə yığılır. 

İstənilən n  üçün   nppn Bx 
 ,...2,1

, xx pn  , p  və nB  kürəsi qapalı 

olduğu üçün istənilən ,...3,2,1n  üçün nBx  alırıq.  

 İndi isə fərz edək ki, bütün kürələrə daxil olan və x -dən fərqli hər hansı 

y  elementi də vardır.   0,  yx  işarə edək. İstənilən ,...2,1n  üçün 

nByx ,  olduğundan yaza bilərik: 

      nnn ryxxxyx 2,,,   , 

Bu isə ola bilməz, çünki, n  olduqda 0nr . 

 Teorem 2. X  metrik fəzasının tam olması üçün zəruri və kafi şərt, 

radiusları sıfra yaxınlaşan, bir-birinə daxil olan qapalı kürələrin boş olmayan 

kəsişməyə malik olmasıdır.  

 İsbatı. Zərurilik. Tutaq ki, X  fəzası tamdır və ...,...,, 21 nBBB  bir-

birinə daxil olan qapalı kürələrdir. Tutaq ki, nr  bu kürələrin radiusları, nx  isə 

mərkəz nöqtələridir.  nx  ardıcıllığı fundamentaldır. Doğrudan da, nm   üçün 

  nmn rxx ,  və n  şərtində 0nr  olduğundan   0, mn xx . X  fəzası 

tam olduğundan n
n

x


lim  vardır. n
n

xx


 lim  işarə edək. Göstərək ki, 
n

nBx . 

Doğrudan da 121 ,...,, nxxx  nöqtələri istisna olmaqla ardıcıllığın bütün hədləri 

nB  kürəsinə daxildir. Ona görə də x  nöqtəsi bütün nB  kürələri üçün limit 

nöqtəsidir. nB  kürələri qapalı olduğu üçün istənilən n  üçün nBx . 

 Kafilik. Tutaq ki,  nx  fundamental ardıcıllıqdır. Göstərək ki, onun 

limiti vardır. Ardıcıllıq fundamental olduğundan onun elə nx   həddini seçmək 

olar ki, 1nn   olduqda  
2

1
, nn xx  olsun. Mərkəzi 

1nx  nöqtəsində, radiusu 

11 r  olan kürəni 1B  ilə işarə edək. Ardıcıllığın elə 
2nx  həddini seçək ki, 

12 nn   və  
22

1
,

2
nn xx , 2nn   olsun. Mərkəzi  

2nx  nöqtəsində, radiusu 

2

1
2 r  olan kürəni 2B  ilə işarə edək. Əgər 

knnn xxx ,...,,
21

 

 knnnn  ...321  nöqtələri artıq seçilmişsə, onda elə 
1knx  nöqtəsi seçək 
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ki, 1 knn  üçün  
12

1
,

1 


 knn k
xx ,  kk nn 1  olsun. 

1knx  mərkəzinə və 

12

1



k

r  radiusuna malik kürəni 1kB  ilə işarə edək. Prosesi bu qayda ilə 

davam etdirməklə bir-birinə daxil olan kB  qapalı kürələr ardıcıllığı alırıq. Şərtə 

görə bu kürələr ardıcıllığının ümumi nöqtəsi vardır. Həmin nöqtəni x  ilə işarə 

edək. Aydındır ki, x  nöqtəsi  
knx  ardıcıllığının limit nöqtəsidir. Əgər  nx  

fundamental ardıcıllığının x  nöqtəsinə yığılan altardıcıllığı varsa, onda bu 

ardıcıllıq özü də həmin x  nöqtəsinə yığılır, yəni n
n

xx


 lim . Teorem isbat 

edildi.  

 Tərif. Əgər verilmiş M  çoxluğunu ən çoxu hesabi sayda heç yerdə sıx 

olmayan çoxluqların cəmi şəklində göstərmək olarsa, M  çoxluğu birinci tip 

çoxluq adlanır. Birinci tip olmayan çoxluqlar ikinci tip çoxluqlar adlanır. 

Məsələn, ədəd oxu üzərində yerləşən bütün rasional ədədlər çoxluğu birinci tip 

çoxluq, bütün irrasional ədədlər çoxluğu isə ikinci tip çoxluqdur.  

 Aşağıdakı teorem doğrudur: 

       Teorem 3. (Ber teoremi). Hər bir tam fəza ikinci tip çoxluqdur.  

 

11.8. Metrik fəzalarda kompakt çoxluqlar 

 

 Riyazi analiz kursundan məlumdur ki, ədəd oxu üzərində götürülmüş 

istənilən sonsuz məhdud nöqtələr çoxluğunun heç olmazsa, bir limit nöqtəsi 

vardır. Sonralar bu ideya ümumiləşdirilmiş, artıq ədəd oxu üzərində verilmiş 

məhdud çoxluqdan deyil, funksiyalardan təşkil edilmiş məhdud sonsuz 

çoxluqdan yığılan ardıcıllığın seçilə bilməsindən müxtəlif məsələlərin həlli 

zamanı istifadə edilmişdir. Diferensial tənliklərin həllinin varlığının isbatında 

və variasiya hesabı məsələlərinin həllində geniş şəkildə istifadə edilən bu 

ideyanın inkişafı müxtəlif funksional fəzalarda kompakt çoxluq anlayışına 

gətirmişdir.  

 Tərif 1. Əgər X  metrik fəzasının M  çoxluğundan götürülmüş 

istənilən məhdud sonsuz altçoxluğundan bu altçoxluğun müəyyən nöqtəsinə 

yığılan ardıcıllıq ayırmaq olarsa, onda M  çoxluğuna kompakt çoxluq deyilir.  

 Bu tərifdən və metrik fəzada yığılan ardıcıllığın istənilən 

altardıcıllığının həmin ardıcıllığın limitinə yığılması faktından alınır ki, hər bir 

kompakt çoxluq qapalıdır. Eyni zamanda kompakt çoxluğun istənilən qapalı 

altçoxluğu da kompakt çoxluqdur.  

 Tərif 2. Əgər XM   çoxluğunun M  qapanması kompakt olarsa, onda 

M  nisbi kompakt çoxluq adlanır. 

 Aşağıdakı sadə teorem doğrudur.  

 Teorem 1. Hər bir nisbi kompakt çoxluq məhduddur.  
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 İsbatı. Fərz edək ki, M  çoxluğu nisbi kompaktdır, amma məhdud 

deyildir. İstənilən Mx 1  nöqtəsi götürək. M  məhdud olmadığı üçün elə 

Mx 2  nöqtəsi tapmaq olar ki, bu nöqtə  11,rxS  kürəsi xaricində yerləşər.  

   1, 212  xxr   qəbul edək. M  qeyri-məhdud olduğundan elə Mx 3  

vardır ki,  213 ,rxSx  . Sonra   1, 313  xxr   qəbul edək və prosesi bu qayda 

ilə davam etdirək. Nəticədə elə   Mxn   ardıcıllığı taparıq ki,   1, ji xx , 

ji   olar. Bu ardıcıllığın heç bir yığılan altardıcıllığı yoxdur. Bu isə M -in 

nisbi kompakt çoxluq olması şərtinə ziddir. Alınmış ziddiyyət fərziyyənin 

doğru olmadığını göstərir. Deməli, M  məhduddur. Teorem isbat olundu.  

 Tərif 3. Əgər X  metrik fəzasının hər bir sonsuz altçoxluğu bu fəzanın 

elementinə yığılan ardıcıllığa malik isə, onda X  fəzasına kompakt fəza deyilir.  

 Əgər X  kompakt isə, onda o tam metrik fəzadır. Misallara baxaq.  

 1.  1,0X . Bolsano-Veyerştrass teoreminə görə X  kompaktdır. 

Amma   ,R  fəzası kompakt deyildir. Çünki, bu fəzanın  ,...3,2,1M  

altçoxluğu heç bir yığılan altçoxluğa malik deyildir.  

 R  fəzasının istənilən qapalı məhdud altçoxluğu isə kompakt çoxluqdur. 

 2. nRX  . Bu fəza kompakt deyildir, amma fəzanın istənilən qapalı 

məhdud altçoxluğu kompakt çoxluqdur.  

 3. Bütün kompleks ədədlər çoxluğu C ,   2121, zzzz   məsafəsinə 

nəzərən kompakt deyildir. Amma bu fəzanın istənilən qapalı məhdud 

altçoxluğu kompaktdır, çünki C  kompleks ədədlər fəzası və 2R  fəzası 

izometrik fəzalardır. Ümumiyyətlə, istənilən M  və M   çoxluqları izometrik 

çoxluqlar isə, bu halda bunlardan birinin kompakt olmasından digərinin də 

kompakt olması alınır.  

 4.  1,0CX   fəzası kompakt fəza deyildir. Bu fəzada qapalı məhdud və 

kompakt olmayan altçoxluqlar vardır. Məsələn,  1,0C  fəzasında   00 f , 

  11 f  və 
 

  1max
1,0




tf
t

 şətrini ödəyən funksiyalar çoxluğu M  qapalı və 

məhdud çoxluqdur, amma kompakt deyildir.  

 5. 2lX  . Bu fəza kompakt deyildir, çünki bu fəzada kompakt olmayan 

qapalı məhdud çoxluqlar vardır. Məsələn, vahid radiuslu qapalı  1,0S  kürəsi 

bu fəzada kompakt deyildir. Doğrudan da,  1,0S  kürəsinə daxil olan 

 ,...0,0,11e ,  ,...0,1,02e ,  ,...1,0,03e  elementlərini götürsək, 2 ji ee , 

ji   olduğunu görərik. Buradan aydındır ki,  ie  ardıcıllığı və onun heç bir 

altardıcıllığı yığılan deyildir. Bu isə  1,0S -in kompakt olmadığını göstərir. 

 İndi isə metrik fəzalarda çoxluqların kompakt olması şərtlərini göstərək. 

Bu məqsədlə, əvvəlcə aşağıdakı tərifləri verək:  
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 Tərif 4. Tutaq ki, M  və N  X  metrik fəzasına daxil olan çoxluqlardır. 

Əgər istənilən Mx  üçün elə  Nx   tapmaq olarsa ki,     xx,  olsun, 

bu halda N  çoxluğu M  çoxluğunun   şəbəkəsi adlanır.  

 Tərif 5. Əgər istənilən 0  üçün M  çoxluğunun sonlu   şəbəkəsi 

varsa, onda XM   çoxluğu tamam məhdud çoxluq adlanır.  

 Hər bir tamam məhdud çoxluğun məhdud olmasını asanlıqla göstərmək 

olar.  

 F.Hausdorfa məxsus olan aşağıdakı mühüm teoremi qeyd edək.  

 Teorem 2. XM   çoxluğunun nisbi kompakt olması üçün zəruri, X  

fəzası tam olduğu halda, həm də kafi şərt M  çoxluğunun tamam məhdud 

olmasıdır.  

 Tərif 6. Tutaq ki,  iG   X  fəzasında açıq çoxluqlar sistemidir. Əgər 

istənilən Mx  nöqtəsi  iG  sisteminin heç olmazsa bir çoxluğuna daxil 

olarsa, bu halda həmin sistemə M  çoxluğunun açıq örtüyü deyilir.  

 Teorem 3. XM   çoxluğunun kompakt olması üçün zəruri və kafi 

şərt, bu çoxluğun istənilən  iG  açıq örtüyündən sonlu altörtüyün ayrıla 

bilməsidir.  

 Yuxarıda göstərdiyimiz teoremlərdən aşağıdakı mühüm nəticə alınır: 

 Nəticə. Hər bir kompakt metrik fəza separabeldir. Doğrudan da,  n  

ardıcıllığı götürək, belə ki, 0n . Hər bir n  üçün sonlu n  şəbəkə quraq: 

  
nki

n
in xN

,...,2,1
 . 






1n

nNN  işarə edək. Aydındır ki, N  çoxluğu hesabidir 

və X  fəzasında hər yerdə sıxdır. Deməli, X  separabeldir.  

   

11.9. Topoloji fəzalar 

 

 Əsas anlayışlar. Metrik fəzaları öyrənərkən gördük ki, bir çox mühüm 

anlayışlar nöqtənin ətrafi anlayışı ilə sıx bağlıdır. Məsələn, Xx  elementi o 

zaman Xxn   ardıcıllığının limiti olar ki, x -in istənilən xU  ətrafı üçün elə 

0N  nömrəsi olsun ki, 0Nn   olduqda xn Ux   olsun. Eləcə də, limit nöqtəsi, 

açıq və qapalı çoxluqlar, onların bir çox xassələri ətraf anlayışına əsaslanır. 

Metrik fəzada isə ətraf anlayışı daxil edilmiş məsafə vasitəsilə təyin edilir. 

Məlum olmuşdur ki, yuxarıda qeyd etdiyimiz bir çox anlayışları məsafə 

olmadan belə yalnız ətraf anlayışının köməyi ilə də daxil etmək olar. Bu ideya 

nöqtənin ətrafı anlayışına əsaslanan topoloji fəza analyışına gətirir. Ona görə 

də əvvəlcə topoloji fəzanın tərifini verək. 

 Tərif 1. Hər hansı təbiətə malik elementlərdən ibarət olan X  çoxluğu o 

zaman topoloji fəza adlanır ki, X  çoxluğunda açıq çoxluqlar adlanan   

altçoxluqlar sistemi təyin edilsin, belə ki, aşağıdakı şərtlər ödənilsin: 
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 I. Bütün X  çoxluğu və boş çoxluq– açıq çoxluqdur. 

 II. İstənilən sayda açıq çoxluqların birləşməsi açıq çoxluqdur. 

 III. Sonlu sayda açıq çoxluqların kəsişməsi açıq çoxluqdur. 

 X  çoxluğunun altçoxluqlarından ibarət olan müxtəlif   açıq çoxluqlar 

sistemi götürməklə müxtəlif topoloji fəzalar almaq olar. Ona görə də adətən, 

topoloji fəza dedikdə X  çoxluğundan və onda təyin edilmiş   

topologiyasından (yəni   açıq çoxluqlar sistemindən) ibarət  ,x  cütlüyü başa 

düşülür.  

 Xx  nöqtəsini öz daxilində saxlayan istənilən açıq çoxluq bu 

nöqtənin ətrafı adlanır. Ətraf anlayışından istifadə etməklə, metrik fəzalarda 

olduğu kimi burada da ardıcıllığın limiti, çoxluğun limit nöqtəsi və daxili 

nöqtəsi, çoxluğun qapanması və digər anlayışları daxil edə bilərik. Amma bu 

qayda ilə təyin edilmiş ümumi X  topoloji fəzasında   Xxn   ardıcıllıqlarının 

limiti yeganə olmaya da bilər. Məsələn,   ,X  və açıq çoxluqlar sistemi 

olaraq ,X  və ədəd oxundan sonlu sayda nöqtələrin atılması nəticəsində 

alınan çoxluqlar olarsa, onda alınmış topoloji fəzada istənilən   Xxn   

ardıcıllığının limiti istənilən Xx  nöqtəsi olar. Ardıcıllıqların limitinin 

yeganəliyini təmin etmək məqsədilə topoloji fəzanın yuxarıda verilmiş I-III 

aksiomlarına Hausdorf aksiomunu da əlavə edirlər. 

 Ayrılma aksiomu. X  topoloji fəzasının istənilən Xyx ,  nöqtələrinin 

elə xU  və yU  ətrafları vardır ki, yx UU  . Bu aksiom ikinci ayrılma 

aksiomu da adlanır. İkinci ayrılma aksiomunun ödənildiyi topoloji fəzaya 

Hausdorf tipli, yaxud ayrıla bilən topoloji fəza deyilir. Bu tipli fəzalarda 

ardıcıllıqların limiti yeganə üsulla təyin edilir.  

 Əgər x  elementinin bütün  ,...,, xxx wu   ətraflarını götürsək, aydındır 

ki, aşağıdakı təkliflər doğrudur: 

1. x -in istənilən ətrafı üçün xux . 

2. Əgər xu  və  x  x -in ətrafları isə, onda bu nöqtənin elə xw  ətrafı vardır ki, 

xxx uw  . 

3. Əgər xUy  isə, onda y -in elə y  ətrafı vardır ki, xy u . 

Bu təkliflər topoloji fəzanın yuxarıda verilmiş tərifinə ekvivalent olan ikinci 

tərifini verməyə imkan yaradır. 

 Tərif 2. İstənilən Xx  elementinə qarşı X  çoxluğunun boş olmayan 

altçoxluqlarından ibarət olan, x  elementinin ətraflar sistemi adlanan xS  

çoxluğu qarşı qoymaq olarsa ki, aşağıdakı aksiomlar ödənilsin, bu halda X  

topoloji fəza adlanır: 

I. x -in hər bir xU  ətrafı bu nöqtəni əhatə edir. 
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II. Əgər xu  və x  x -in iki ətrafı isə, onda üçüncü elə xw  ətrafı vardır ki, 

xxx uw  . 

 III. İstənilən xUy  nöqtəsinin elə y  ətrafı vardır ki, xy UV  .  

 I,II,III topoloji fəzanın Hausdorf aksiomları adlanır. 

 Metrik fəzalarda olduğu kimi istənilən Gx  nöqtəsinin elə xu  ətrafı 

vardırsa ki, Gux   olsun, bu halda XG  çoxluğu açıq çoxluq adlanır. Boş 

çoxluq da açıq çoxluq hesab olunur. Hausdorf aksiomlarından istifadə etməklə 

asanlıqla göstərmək olar ki, istənilən sayda açıq çoxluqların birləşməsi və 

sonlu sayda açıq çoxluqların kəsişməsi açıq çoxluqdur. Buradan topoloji 

fəzanın göstərilən təriflərinin ekvivalent olması alınır. Topoloji fəzanın tərifinə 

daxil olan xS  çoxluğu fundamental sistem, yaxud baza adlanır. Aydındır ki, 

metrik fəza  ,xK  şəklində ətraflardan ibarət bazaya malik ayrıla bilən 

topoloji fəzanın xüsusi halıdır. 

 Əgər X  topoloji fəzasında məsafəni elə təyin etmək olarsa ki, bu 

məsafə ilə təyin edilən   topologiyası (yəni, açıq çoxluqlar sistemi) X -də 

verilmiş topologiya ilə üst-üstə düşsün, bu halda X -metrikləşə bilən topoloji 

fəza adlanır.  

 Qeyd edək ki, metrikləşə bilməyən topoloji fəzalar da vardır. Məsələn, 

 1,0F  ilə  1,0  parçasında təyin edilmiş bütün həqiqi qiymətli funksiyalar 

çoxluğunu götürək, belə ki,    1,0Ftx   nöqtəsinin xV  ətraflar bazası 

          nitxtyFtytttx iin ,...,2,1,/1,0;,...,,; 21    

kimi təyin edilir.  

 Tutaq ki,  ,X – topoloji fəzadır. Əgər X  çoxluğunda başqa bir    

topologiyası (yəni başqa açıq çoxluqlar sistemi) təyin edilərsə, onda   ,X  

topoloji fəzası alarıq.  

 Əgər istənilən XG  çoxluğu   topologiyasına görə açıq olduqda    
topologiyasına görə də açıq olarsa, onda    topologiyası  -dan güclü adlanır. 

Başqa sözlə, bu halda istənilən Xx  nöqtəsinin   topologiyasında istənilən 

ətrafı x  nöqtəsinin    topologiyasında da ətrafıdır. Aydındır ki,    
topologiyasının  -dan güclü olması üçün zəruri və kafi şərt   topologiyasında 

xV  ətraflar bazasına daxil olan xu  ətrafı üçün    topologiyasında xV   bazasına 

daxil olan elə xu  ətrafı tapmaq mümkün olsun ki, xx uu  . Əgər bundan əlavə 

hər bir xx V   üçün elə xx V  tapmaq olarsa ki, xx    olsun, bu halda   

və    topologiyaları ekvivalent adlanırlar. Bu halda  ,X  və   ,X  fəzaları 

eyni açıq çoxluqlar ehtiyatına malikdirlər.  

 Tutaq ki, X  topoloji fəza, XX 0  isə onun altçoxluğudur. 0X  

çoxluğunda topologiya aşağıdakı qayda ilə təyin oluna bilər: 0X  çoxluğunda 
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açıq çoxluq elə 0XH   çoxluqları adlanır ki, 0XGH   olsun, burada G  

X  çoxluğunda açıq çoxluqdur. H altçoxluğu G  altçoxluğunun 0X -da “izi” 

adlanır və bu halda deyirlər ki, 0X -da topologiya X  fəzasındakı topologiya 

vasitəsilə yaranmışdır.  

 Tutaq ki, X  və Y – topoloji fəzalardır.  

 Tərif. YXf :  inikası o zaman Xx  nöqtəsində kəsilməz adlanır 

ki, istənilən   Yxf   ətrafı üçün elə Xux   ətrafı tapmaq olsun ki, 

   xfxuf  . 

 Göründüyü kimi bu tərif kəsilməzliyin Koşi mənada ( ""    dilində) 

tərifinin mücərrəd fəzalar üçün analoqudur. Belə ki,    00 , xx  və 

      00 , xfxf  intervalları uyğun topoloji fəzalarda nöqtənin ətrafları 

ilə əvəz edilmişdir.  

 Aşağıdakı teorem doğrudur.  

 Teorem. YXf :  inikasının X  fəzasında kəsilməz olması üçün 

zəruri və kafi şərt YH   istənilən açıq çoxluğunun  Hf 1  proobrazının X  

çoxluğunda açıq çoxluq olmasıdır.  

 Topoloji fəzalar içərisində hesabi bazaya malik topoloji fəzalar xüsusi 

sinif təşkil edirlər. Əgər hər hansı T  topoloji fəzasında hesabi baza varsa, onda 

həmin fəzada hökmən hesabi hər yerdə sıx çoxluq vardır, yəni elə hesabi 

çoxluq vardır ki, onun qapanması bütün T  fəzasıdır. Metrik fəzalarda olduğu 

kimi, hesabi hər yerdə sıx çoxluğa malik topoloji fəzalar da separabel fəzalar 

adlanır.  

 Əgər R  metrik fəzası separabel isə, onda o hesabi bazaya malikdir. 

Əgər  nx  R -də hesabi hər yerdə sıx çoxluq isə, onda 








m
xB n

1
,  açıq kürələri, 

Nnm , , hesabi baza təşkil edir. Beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur: 

 Teorem. R  metrik fəzası yalnız o zaman hesabi bazaya malikdir ki, o 

separabel olsun.  

 Teoremə əsasən məhdud ardıcıllıqlardan ibarət separabel olmayan 

metrik fəza hesabi bazaya malik deyildir. Qeyd olunmuş bu teorem ümumi 

halda, metrik fəza olmayan topoloji fəzalarda doğru olmaya da bilər, yəni 

hesabi bazaya malik olmayan separabel fəza göstərmək olar.  

 Tərif. Əgər  M  çoxluqlar sistemi üçün 


MUX   şərti ödənərsə, 

onda bu sistemə X  çoxluğunun örtüyü deyilir. T  topoloji fəzasının açıq 

(qapalı) çoxluqlardan ibarət örtüyü açıq (qapalı) örtük adlanır.  

 Əgər  M  sisteminin hər hansı  
i

M  alt hissəsi T  fəzasının örtüyü 

isə, ona  M -nın alt örtüyü deyilir. Aşağıdakı teorem doğrudur. 
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 Teorem. Əgər T – hesabi bazaya malik topoloji fəza isə, onda onun 

istənilən örtüyündən sonlu və ya hesabi alt örtük ayırmaq olar.  

 Topoloji fəzalarda kompaktlıq. Riyazi analiz kursunda Heyme-Borel 

lemması adlanan aşağıdakı fakt mühüm rol oynayır. 

 Ədəd oxu üzərində  ba,  parçasının istənilən intervallar sistemi ilə 

örtüyündən onun sonlu alt örtüyünü ayırmaq olar. Əgər bu təklifdə intervalları 

istənilən açıq çoxluqlarla əvəz etsək, təklif yenə doğru olar; yəni  ba,  

parçasının istənilən açıq örtüyündən sonlu altörtük ayırmaq olar. Ədəd oxu 

üzərində parçanın bu xassəsindən istifadə edərək aşağıdakı mühüm anlayışı 

daxil edək. 

 Tərif. Əgər T  topoloji fəzasının istənilən açıq örtüyü sonlu altörtüyə 

malik isə onda T -yə kompakt topoloji fəza deyilir. 

 Hausdorf ayırma aksiomunu ödəyən kompakt topoloji fəza kompakt 

adlanır. 

 Aşağıdakı teoremlər göstərir ki, ədəd oxu üzərində  ba,  parçasının 

malik olduğu kompaktlıq xassəsi istənilən sonlu ölçülü evklid fəzasında qapalı 

məhdud çoxluqlar üçün də doğrudur. Əksinə, ədəd oxu, müstəvi, üçölçülü fəza 

kompakt olmayan fəzalara misallardır. 

 Fərz edək ki,  iA  T  çoxluğunun müəyyən altçoxluqlar sistemidir. 

Əgər bu sistemin istənilən sonlu kəsişməsi 
n

i

iA
1

 boş çoxluq deyilsə, onda bu 

sistemə mərkəzləşmiş sistem deyilir. 

 Kompakt çoxluqların yuxarıda verilmiş tərifindən və ikilik prinsipindən 

istifadə etməklə fəzanın kompaktlığı haqqında teoremi isbat etmək olar. 

 Teorem 1. T  topoloji fəzasının kompakt olması üçün zəruri və kafi 

şərt, onun hər bir mərkəzləşmiş qapalı altçoxluqlar sisteminin boş olmayan 

kəsişməyə malik olmasıdır. 

 İndi isə kompakt fəzaların bəzi xassələrini qeyd edək. Bu xassələri 

aşağıdakı teoremlərlə ifadə etmək olar. 

 Teorem 2. Əgər T  kompakt fəza isə, onda onun istənilən sonsuz 

altçoxluğu heç olmazsa bir limit nöqtəsinə malikdir.  

 Teorem 3. Kompakt fəzanın istənilən qapalı altçoxluğu da kompaktdır. 

 Teorem 4. Kompakt fəzanın kəsilməz obrazı da kompakt fəzadır. 
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11.10. Metrik fəzalara aid məsələ həlli nümunələri 

və tapşırıqlar 

 

 1. Rz   (  R0 ) dairəsində birqiymətli və analitik funksiyalar 

çoxluğunun 

 
   

   zgzf

zgzf

gf

k

k

rz

rz

k
k 













max1

max

2

1
,

0

 , 

məsafəsinə nəzərən metrik fəza təşkil etdiyini göstərin, burada kr  monoton 

artan və R  ədədinə yığılan müsbət ədədlər ardıcıllığıdır. Bu fəzanı RA  kimi 

işarə edirlər.  

 Həlli.   0, gf  eynilik aksiomu istənilən 0k  üçün 

    0max 


zgzf
krz

 bərabərliyinə eynigüclüdür. Buradan krz   üçün 

   zgzf   alırıq. Analitik funksiyalar üçün yeganəlik teoremindən istənilən 

Rz   üçün    zgzf   olduğunu alırıq.  

    fggf ,,    simmetriya aksiomunun ödənməsi aydındır. Ona 

görə də üçbucaq aksiomunun doğru olduğunu yoxlayaq: fərz edək ki, 

     zzgzf ,,  RA -ə daxil olan istənilən funksiyalardır. Rz   şərtini ödəyən 

istənilən z  nöqtəsində   

           zgzzzfzgzf    

və 

           zgzzzfzgzf
kkk rzrzrz




 maxmaxmax  

olması aydındır.  

 
t

t
t




1
 ,    

 
0

1

1
2





t
t  

olduğu üçün  t  funksiyası istənilən 0t  qiymətlərində monoton artandır. 

Ona görə də istənilən 0k  üçün  

   

   

       

       



















zgzzzf

zgzzzf

zgzf

zgzf

kk

kk

k

k

rzrz

rzrz

rz

rz





max1max1

maxmax

max1

max

   

   

   

   zgz

zgz

zzf

zzf

k

k

k

k

rz

rz

rz

rz




























max1

max

max1

max

 

Buradan      gfggf ,,,    alınır.  
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 2. Tutaq ki, X –  1,0  parçasında verilmiş bütün n -dərəcəli cəbri 

çoxhədlilər çoxluğudur. İstənilən   k
n

k

k xaxP 



0

 və   k
n

k

k xbxQ 



0

 

çoxhədliləri üçün  

 
 

   xQxPQP
x


 1,0

1 max, , 

və 

  



n

k

kk baQP
0

2 ,  

məsafələri təyin edək. Bu məsafələrin ekvivalent olduğunu göstərin.  

 Həlli. Tutaq ki,  

        k
n

k

k

n

k

k
kk xcxbaxQxPxg 




00

 

Onda  

 
 

   
 

  


xgxQxPQP
xx 1,01,0

1 maxmax,  

 
 QPcxc

n

k

k

n

k

k
k

x
,max 2

00
1,0

 



 

İndi isə əks bərabərsizliyi göstərək. Bu məqsədlə,  1,0  parçasından 

nxxxx  ...210  şərtini ödəyən nöqtələr götürək və  1n  məchullu 

 1n  sayda tənliklər sisteminə baxaq: 

 i
k
i

n

k

k xgxc 
0

   ni ,...,2,1,0  

Bu sistemin əsas determinantı Vandermond determinantıdır və sıfırdan 

fərqlidir. Ona görə də sistemin yeganə   

 i
n

i

kik xgc 



0

   nk ,...,2,1,0  

həlli vardır. Burada ki  əmsalları seçilmiş it  nöqtələrindən asılıdır, amma 

 xg  çoxhədlisindən asılı deyildir. Ona görə də yaza bilərik: 

     
 

n

k

n

i

iki

n

k

k xgcQP
0 00

2 ,   

 
   QPxg

x

n

k

n

i

ki ,max 1
1,0

0 0

 












 

  

Buradan      QPQPQP ,,, 121    olduğunu, yəni bu məsafələrin 

ekvivalent olduğunu alırıq.  
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 3. X  metrik fəzasında istənilən zyx ,,  elementləri üçün 

     zxzyyx ,,,    olduğunu göstərin.  

 Həlli. Üçbucaq aksiomuna görə  

     zyzxyx ,,,    

Eyni qayda ilə      zxxyzy ,,,   . Buradan  

     zxzyyx ,,,    

Nəticədə  

       zxzyyxzx ,,,,    

yaxud  

     zxzyyx ,,,    

alarıq. 

 4. İxtiyari metrik fəzada  yx,  məsafə funksiyası hər iki arqumentə 

nəzərən kəsilməz funksiyadır.  

 İsbatı. Tutaq ki,     0,lim,lim 


yyxx n
n

n
n

 , 

             yxyxyxyxyxyx nnnnnn ,,,,,,   

       yxyxyxyx nnnn ,,,,    

bərabərsizliyinin sağ tərəfinə 2.3-də alınmış bərabərsizliyi tətbiq etsək 

       yyxxyxyx nnnn ,,,,    

Buradan isə     0,,lim 


yxyx nn
n

  alarıq.  

 5.   ,R  həqiqi ədədlər çoxluğunda məsafəni 

  yxarctgyx ,  kimi təyin etmək olarmı? 

 Həlli. arctgx  funksiyası artan funksiyadır və   00 f . Ona görə də 

0 yx  olduqda 0 yxarctg . 0 yxarctg  olarsa, 0 yx , yx   

alırıq. yx   olduqda   0, yx  olması aydındır.  

 xyyx   olmasından xyarctgyxarctg   və deməli 

   xyyx ,,    alınır.  

 Göstərək ki, istənilən zyx ,,  üçün  

yzarctgzxarctgyxarctg  . 

Bunun üçün    arctgarctgarctg   bərabərsizliyinin doğru olduğunu 

göstərmək kifayətdir. Köməkçi  

     tarctgarctgarctgttf  

funksiyasına baxaq.  

 
 

0
1

1

1

1
22








tt
tf    0,0  t  
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üçün olduğundan  tf  funksiyası qeyd olunmuş   ,0  üçün  ,0  

aralığında artan funksiyadır. Ona görə də 0t  üçün     00  ftf . Buradan  

  0  arctgarctgarctg , 

yaxud  

   arctgarctgarctg   

alarıq. yzzxyx   bərabərsizliyini və arctgt -nin artan olduğunu 

nəzərə alsaq, zx  , yz   qəbul edərək, sonuncu bərabərsizlikdən  

yzarctgzxarctgyxarctg   

alarıq. Bu isə üçbucaq aksiomunun doğru olduğunu göstərir.  

 6. Tutaq ki, ,...,...,, 21 nXXX  uyğun olaraq ,...,...,, 21 n  məsafələrinə 

malik metrik fəzalardır.  

......21  nXXXX   ...,...,, 21 nxxxx     

dekart hasilini işarə edək. 

 ...,...,, 21 nyyyy  , kkk Xyx ,  

elementləri arasında məsafəni aşağıdakı kimi təyin edək: 

 
 
 nnn

nnn

n
n yx

yx
yx

,1

,

2

1
,

1 











                                    (*) 

Göstərin ki,  yx, – məsafə aksiomlarını ödəyir.  

 Həlli. 
 
  n

nnn

nnn
n yx

yx

2

1

,1

,

2

1


 


 olduğu üçün və 



1 2

1

n
n

 yığılan həndəsi 

sıra olduğundan (*) sırası da yığılandır. Məsafənin I və II aksiomlarının 

ödənməsi aydındır. Üçüncü aksiomun ödənildiyini göstərək. Xzyx ,,  

götürək.   nnnn ayx , ,   nnnn bzx , ,   nnnn czy ,  işarə edək. 

nnnn Xzyx ,,  və n  nX -də məsafə olduğundan nnn cba  . Buradan  

n

n

n

n

n

n

c

c

b

b

a

a







 111
   Nn  

bərabərsizliyinə görə 

n

n

n
n

n

n

n
n

n

n

n
n c

c

b

b

a

a



















 12

1

12

1

12

1

111

 

alırıq. Bu isə      yzzxyx ,,,    olması deməkdir.  

 7. naaa ,...,, 21  və nbbb ,...,, 21  həqiqi ədədləri üçün Koşi bərabərsizliyi 

adlanan aşağıdakı bərabərsizliyin doğru olduğunu göstərin.  
2/1

1

2

2/1

1

2

1




















 



n

k

k

n

k

k

n

i

kk baba  

 İsbatı. Köməkçi 
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    




















  

 

xbaxabxax
n

i

ii

n

k

n

i

iii

11

2

1

22
2  

CBxAxb
n

i

i 


22

1

2  

funksiyasına baxaq. 



n

i

iaA
1

2 , 



n

i

iibaB
1

, 



n

i

ibC
1

2  işarə edək. 0A , 

  0x  olduğundan 02  ACB  ödənməlidir. Buradan 



































n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba
1

2

1

2

2

1

, yaxud  

2/1

1

2

2/1

1

2

1




















 



n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba  

alırıq. 

 8. Minkovski bərabərsizliyi adlanan aşağıdakı bərabərsizliyi isbat edin: 

 
2/1

1

2

2/1

1

2

2/1

1

2

































 



n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba  

 İsbatı. Sonlu cəm üçün Koşi bərabərsizliyindən alırıq ki,  
2/1

1

2

2/1

1

2

1

22 



















 



n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba  

Bu bərabərsizliyin hər tərəfinə 



n

i

i

n

i

i ba
1

2

1

2  cəmini əlavə etsək, alarıq: 

 
 























n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

iii bbaabbaa
1

2

2/1

1

2

2/1

1

2

1

2

1

2

1 1

2 22

 

2
2/1

1

2

2/1

1

2

1

2




































 



n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba  

 
2/1

1

2

2/1

1

2

2/1

1

2

































 



n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba . 

 9.  2,0  parçasında kəsilməz funksiyalardan ibarət  2,01C  fəzasının 

     dxxgxfgf  

2

0

,  məsafəsinə nəzərən tam olmadığını göstərin. 

 Həlli.  
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   























.21,0

,1
1

1,1

,
1

10,1

x

x
n

xn

n
x

xn  

ardıcıllığını götürək.    2,01Cxn  , Nn . 

 Göstərək ki,  xn  bu fəzada fundamental ardıcıllıqdır, amma yığılan 

deyildir.  

 Doğrudan da mn   olduqda alarıq 

      





n

m

mn dxxm

1
1

1
1

11,  

   
mnm

mn
dxxmn

n

2

1

2
1

1

1
1




 


 

Ona görə də  
 

0
,min2

1
, 

mn
mn  , yəni  xn  fundamental 

ardıcıllıqdır.  

 Tutaq ki,    2,01Cxf   istənilən kəsilməz funksiya və 

 









.21,0

,10,1

x

x
x  

Aşağıdakı bərabərsizliyi yazaq: 

           dxxxdxxxfdxxxf nn  

2

0

2

0

2

0

0   

Burada      n
n

dxxxn ,0
2

1
2

0

  olduğundan bərabərliyin sağ 

tərəfindəki      dxxxff nn  

2

0

,   ifadəsi heç bir kəsilməz    2,01Cxf   

funksiyası üçün sıfra yığıla bilməz, yəni   0, fn , n . Bu isə 

 2,01C -nin tam olmaması deməkdir.   

 10. X  metrik fəzasında aşağıdakı       ,...,...,, 21
n

k
nn

n xxxx   nöqtələr 

ardıcıllıqları yığılandırmı? 
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a) ;,...0,0,
1

,...,
1

,
1

,1



















n

n
nnn

xlX  

b) ;,...0,0,
1

,...,
1

,
1

,

2

2






















n

n
nnn

xlX  

v) 







 ,...0,0,

1
,...,

3

1
,

2

1
,1,3

n
xlX n . 

 Həlli. a) İstənilən Nn  üçün 1lxn   olması aydındır. Göstərək ki, nx  

ardıcıllığı fundamental deyildir. Doğrudan da istənilən  Nn  üçün 

   
 


n

k

n

nk

nn
nnn

xx
1

2

1

2 1
2

1

2

11
, ,   01, 2 nn xx . 

nx  fundamental deyildir, deməli heç yığılan da deyildir.  

b) nx  ardıcıllığı 2l  fəzasında da fundamental deyildir. 

 
 

 
 



2 2

21

2

1

2

2

2
2

4

1

2

11
,

n

k

n

nk

nn
nnn

xx  

1
4

1
4

4

1

4

1
2

2
4

1

2
1

2

2

2

2

 
 n

n
nn

n

nk

n

k

,   1, 2
2 nn xx  

Deməli nx  ardıcıllığı 2l  fəzasında fundamental deyildir və yığılmır.  

v) Bu halda  

   








 n
kk

xx
nk

mn

nk

mnn ,0
11

,
1

3
1

3

3  

və istənilən nm  üçün. Deməli, nx  ardıcıllığı 3l  fəzasında fundamentaldır. 3l  

tam fəza olduğu üçün nx  yığılandır.  

 11. Tutaq ki, N – elə  ,...,...,, 21 nxxxx   ədədi ardıcıllıqlarıdır ki, 

  nn
n

xsup  şərti ödənilir, burada  n  – qeyd edilmiş müsbət ədədlər 

ardıcıllığıdır.  n   elə müsbət ədədlər ardıcıllığıdır ki, 









n

n

n

L



sup  sabit 

kəmiyyətdir. N  çoxluğunda məsafəni  

   nnn
n

yxyx   sup,  

kimi təyin edək. İsbat edin ki, N  tam metrik fəzadır.  
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 İsbatı. Tutaq ki,       ,...,...,, 21
k

n
kkk xxxx   N  fəzasında fundamental 

ardıcıllıqdır. Onda istənilən 0  ədədi verildikdə elə 0n  nömrəsi tapmaq olar 

ki, 0, nmk   olduqda  

              m
n

k
nn

n

m
n

k
nn

n
mk xxLxxxx supsup,  

ödənilir. Buradan qeyd olunmuş n  üçün    

L
xx m

n
k

nn


   ( 0, nmk  ) alarıq. 

Bu o deməkdir ki,   m
nx  ardıcıllıqları R  həqiqi ədədlər çoxluğunda 

fundamentaldırlar. Ona görə də  m
n

m
n x


 lim  limitləri vardır.  

 Göstərək ki,    Nn  ...,...,, 21 . Bu məqsədlə    

L
xx m

n
k

nn


   

bərabərsizliyində m  şərtində limitə keçsək (qeyd olunmuş Nn  və 

0nk   üçün) alarıq: 

 

L
x n

k
nn


   

Onda yaza bilərik: 

     


0

000 sup n
n

nn
n

n
nnn

n
nnnn Cx

L
xx 


 , 

yəni  N . Bundan əlavə, 0nk   olduqda  

      






 












L
Lxxx n

k
nn

n

n

n

k
nn

n
k ,supsup, , 

yəni,    0,  kx , k . 

 12.  1,0  parçasında kəsilməz diferensiallanan funksiyalardan ibarət 

  1,01
0C  fəzasının 

 
 

   xgxfgf
x


 1,0
max,  

məsafəsinə nəzərən tam olmadığını göstərin. 

 Həlli.    xbaxf k

k

k cos
0






  Veyerştrass funksiyasını götürək, burada 

1 a , b – tam tək ədəddir və 
2

3
1


ab . Baxılan sıra müntəzəm yığılan 

olduğundan onun cəmi olan  xf  funksiyası  1,  parçasında kəsilməz 

funksiyadır. Amma məlum olduğu kimi bu funksiyanın  1,  parçasının heç bir 

nöqtəsində törəməsi yoxdur. Beləliklə, alırıq ki, bu sıranın xüsusi cəmləri 

ardıcıllığı müntəzəm yığılandır və deməli   1,01
0C  fəzasında fundamentaldır. 
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Amma gördüyümüz kimi bu ardıcıllığın baxılan fəzada limiti yoxdur. Yəni 
  1,01
0C  tam fəza deyildir.  

 13. Göstərin ki,  1,1C  fəzası  1,1  parçasında verilmiş 

  



n

k

k
k xaxP

0

 cəbri çoxhədlilərdən ibarət P  fəzasının 

 
 

   xQxPQP
x


 1,1

max,  məsafəsinə nəzərən tamamlanmasından ibarətdir.  

 Həlli.   



n

k

k

n
k

x
xP

0 !
, ,...2,1,0n  çoxhədlilər ardıcıllığını götürək. Bu 

ardıcıllığın limiti xe  funksiyasına bərabərdir və P  çoxluğuna daxil deyildir, 

deməli P  tam fəza deyildir. Amma Veyerştrass teoreminə görə P  çoxluğu 

 1,1C  fəzasında hər yerdə sıxdır. Ona görə də  1,1C  fəzasına P  fəzasının 

tamamlanması kimi baxmaq olar.  

 14. 1)  1,0  parçasında kəsilməz və    1,0,1  xxf  şərtini ödəyən 

funksiyalar çoxluğu M -in  1,0C  fəzasında nisbi kompakt olmadığını göstərin.  

 2)  1,0  parçasında kəsilməz diferensiallanan və   1 xf ,   af 0  

şərtini ödəyən M   çoxluğunun  1,0C  fəzasında nisbi kompakt olduğunu 

göstərin. 

 Həlli. 1)    ,...2,12sin  nxxf n
n   funksiyalar ardıcıllığı M  

çoxluğuna daxildir, amma bu ardıcıllıq  1,0C  fəzasında yığılmır. Doğrudan da 

nk   olduqda  

 
 

    1
2

1

2

1
sup,

11
1,0






















nknnkn
x

kn ffxfxfff  

münasibətindən verilmiş ardıcıllığın fundamental olmadığı alınır. Bu isə 

ardıcıllığın yığılan olmaması deməkdir. Yəni M  kompakt deyildir. 

2) İstənilən   Mxf   funksiyasının  

     dfaxf

t

 

0

 

şəklində göstərmək olar. Buradan   1 axf  alırıq. Eyni zamanda  

      xxdfxfxf

x

x

 




  

alarıq. 

 Alınmış bu münasibətlər göstərir ki, M   çoxluğuna daxil olan 

funksiyalar müntəzəm məhdud və eyni dərəcədən kəsilməzdirlər. Onda məlum 

Arsel teoreminə görə M   çoxluğunun kompakt olmasını alırıq.  
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 15.  









nnn xlxxxx

2

1
;,...,...,, 221   

paralelepipedinin 2l  fəzasında nisbi kompakt olduğunu göstərin. 

 Həlli. Göstərək ki,   tamam məhdud çoxluqdur, yəni istənilən 0  

ədədi üçün   çoxluğunun sonlu  -şəbəkəsi vardır.  

 İstənilən 0  ədədini qeyd edək. 
22

1 


n
 bərabərsizliyini ödəyən n  

nömrəsini seçək və hər bir    ,...,...,, 21 nxxxx  nöqtəsinə qarşı 

     ,...0,0,,...,, 21
0

nxxxx  nöqtəsini qarşı qoyaq. Onda 

  
22

1

23

1

4

1
,

2/1

1

2/1

1

20 
 
























 








nn

nk
k

nk

kxxx  

  paralelepipedinin bütün  0x  nöqtələrindən düzəlmiş 0  çoxluğu tamamilə 

məhdud çoxluqdur ( n -ölçülü fəzada məhdud çoxluq olduğu üçün). Ona görə 

də 0  çoxluğunun sonlu 
2


 şəbəkəsi vardır. Bu eyni zamanda   çoxluğu 

üçün sonlu  şəbəkə olar.  

 16. Bütün çoxhədlilər çoxluğu R -in n  dəfə kəsilməz diferensillanan 

funksiyalar fəzası  baCn , -də 

 
 

     xgxfgf kk
n

k
bax





0

,
max,  

məsafəsinə nəzərən hər yerdə sıx olduğunu göstərin.  

 Həlli. İsbatı riyazi induksiya üsulu ilə aparaq. 

 0k  olduqda R -in bütün  baC ,  fəzasında hər yerdə sıx olması 

istənilən kəsilməz funksiyanın çoxhədlilər ardıcıllığı ilə yaxınlaşması haqqında 

məlum Veyerştrass teoremindən nəticə kimi alınır.  

 Tutaq ki, R  fəzası  baCn ,1  fəzasında hər yerdə sıxdır. İstənilən 

    baCxf n ,0   götürək. Onda     baCxf n ,1
0

  olar. Onda fərziyyəmizə 

görə elə  xP  çoxhədlisi vardır ki,  

  
 

 
   

 
    


 ...maxmax, 0

,
0

,
0,1 xPxfxPxfPf

baxbaxbaC n  

 

     





 

 ab
xPxf nn

bax

1

,
max . 

     

x

dPafxP

0

01   götürək. Onda alarıq: 
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  
 

 
       



x

baxbaC
dPafxfPfn

0

00
,

10,
max,   

 
    


...max 0

,
xPxf

bax  

       


xPxf nn

bax

1
00

,
max  

 
     


 

 




ab
dPf

x

a
bax

0
,

max  

 
 

    



 




 ab
Pfab

ba
0

,
max  

 













11 abab

ab
. 

Alırıq ki,   baCR n , .  

 17. Bütün ədədi ardıcıllıqlar çoxluğu olan S  fəzasını götürək. İsbat 

edin ki, 1) S  fəzası  
nn

nn

n yx

yx
yx






1
sup,  məsafəsinə nəzərən separabel 

olmayan metrik fəzadır. 2) S  fəzası  
nn

nn

n
n yx

yx
yx








 12

1
,

1

  məsafəsinə 

nəzərən separabel metrik fəzadır. 

 Həlli. 1)  ,...,...,, 21 nxxxx  – belə ki, ix  koordinatları yalnız 0 və ya 1 

qiymətləri ala bilər, şəklində bütün ardıcıllıqlar çoxluğunu 1,0S  ilə işarə edək. 

Məlum olduğu kimi 1,0S  kontinium güclü çoxluqdur. yx   olduqda 

   1,0,,
2

1
, Syxyx   olduğu üçün aydındır ki, 1,0S  çoxluğunun hər bir 

elementini hər hansı hesabi çoxluğun elementləri ilə yaxınlaşdırmaq mümkün 

deyildir. Çünki, mərkəzi 1,0S  çoxluğunun nöqtələrində yerləşən və radiusları 

3

1
r -ə bərabər olan kürələr öz aralarında kəsişmirlər və kontinium güclü 

çoxluqdur. Əgər hər hansı A  çoxluğu S  fəzasında hər yerdə sıx olarsa, onda 

qurulmuş kürələrdən hər biri bu çoxluğun heç olmazsa bir elementini öz 

daxilində saxlamalıdır. Ona görə də A  çoxluğu hesabi ola bilməz. SS 1,0  

münasibətindən S -in separabel olmadığını alırıq.  

2) M  ilə  ,...0,0,...,, 21 nrrr  şəklində elementlər çoxluğunu işarə edək, belə ki, 

nrrr ,...,, 21 – rasional ədədlər, n -isə istənilən natural ədəddir. Məlumdur ki, 

M – hesabi çoxluqdur. Göstərək ki, M  çoxluğu S  fəzasında hər yerdə sıxdır. 

Bu məqsədlə 0 ədədini və istənilən   Sxxxx n  ,...,...,, 21  elementini 
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götürək. Elə n  nömrəsi götürək ki, 
212

1

1








 k

k

nk
k x

x
 olsun. Rasional ədədlər 

çoxluğu ədəd oxunda sıx olduğuna görə elə    ,...0,0,,...,, 21
0

nrrrx   elementi 

tapa bilərik ki, 
21






n

k

kk rx  olsun. Onda alarıq: 

   






 



 k

k

nk
k

kk

kk
n

k
k x

x

rx

rx
xx

12

1

12

1
,

11

0  





 2221

n

k

kk rx . 

Buradan alırıq ki, SM  . 

 18. İstənilən X  metrik fəzasında ,,, uyx  elementləri üçün 

        ,,,, uyxuyx   bərabərsizliyinin doğru olduğunu göstərin.  

 19. Göstərin ki,   ,R  ədəd oxu üzərində məsafəni 

 
22 11

,
yx

yx
yx




  bərabərliyi ilə təyin etmək olar.  

 20. İkiölçülü vektorlar çoxluğunda məsafəni  

      222112121 ,,, yxyxyyxx   

kimi təyin etmək olarmı? 

 21. Göstərin ki, N  natural ədədlər çoxluğunda məsafə aşağıdakı kimi 

təyin edilə bilər: 

a)  
mn

nm
nm


, ;  b)  

















.,

1
1

,,0

,
nm

nm

nm

nm  

 22. Tutaq ki, 









2
,

2


X .   yxyx ,1 ,   tgytgxyx ,2  1  

və 2  məsafələrinin ekvivalent olduğunu göstərin.  

 23. Göstərin ki,  yx,  hər hansı X  fəzasında məsafə təyin edirsə, 

onda  
 
 yx

yx
yx

,1

,
,1







  funksiyası da məsafə təyin edir.  

 24.  1,  parçasinda n -ci tərtibə qədər kəsilməz törəməsi olan   1,0nC  

funksiyalar fəzasında aşağıdakı məsafələrin ekvivalent olduğunu göstərin.   

 
 

     xgxfgf kk
n

k
x





0

1,0
1 max, , 
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 
 

     

!
max,

0
1,0

2
k

xgxf
gf

kk
n

k
x







 , 

 
 

     xgxfgf kk

xnk


 1,00
3 maxmax, . 

 25.  1,01C  ilə  1,  parçasinda kəsilməz funksiyalar fəzasını işarə edək, 

belə ki, məsafə 

     dxxgxfgf  

1

0

1 ,  

kimi təyin edilir. Göstərin ki,  1,0C  və  1,01C  fəzalarında məsafələr 

ekvivalent deyildir.  

 Göstəriş. Bu fəzalarda  
















.1
1

,1

,
1

0,

t
n

n
xnx

xfn  ardıcıllıqlarına baxın. 

 26. Göstərin ki,   nn
n xxxf 2  ardıcıllığı  1,0C  fəzasında yığılan 

deyildir.  

 27. İsbat edin ki,   ,  intervalında təyin edilmiş kəsilməz və 

  0lim 


xf
x

 şərtini ödəyən funksiyalar fəzası      xgxfgf
Rx




sup,  

məsafəsinə nəzərən tam fəzadır. 

 28.   ,R  fəzası   yxarctgyx ,  məsafəsinə nəzərən 

tamdırmı? 

 29.   ,R  fəzasının   arctgyarctgxyx ,  məsafəsinə 

nəzərən tam olmadığını göstərin və onun tamamlanmasını tapın.  

 30.  1,  parçasinda təyin edilmiş bütün çoxhədlilər fəzasının 

 
 

   xQxPQP
x


 1,0
max,  məsafəsinə nəzərən tam olmadığını göstərin və 

onun tamamlanmasını tapın.  

 31.  









n

xlxxxx nn

1
,,...,...,, 221   

paralelepipedinin 2l  fəzasında nisbi kompakt olduğunu göstərin. 

 32. Aşağıdakı funksiyalar çoxluğunun  1,0C  fəzasında kompakt çoxluq 

əmələ gətirdiyini göstərin. 

a)   nx

n

n e
n

a
xf 






1

3
,   b)   



 


1
2

n

n

nx

a
xf , 
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burada na  ardıcıllığı 1na , Nn  şərtini ödəyən istənilən ədədlər 

ardıcıllığıdır.  

 33. İsbat edin ki, Lipşits şərtini ödəyən hər bir məhdud funksiyalar 

çoxluğu  baC ,  fəzasında kompakt çoxluqdur.  

 34.  
x

x
xf

2

22 
  funksiyası ilə aparılan inikasın  2,1  parçasında 

sıxılmış inikas olduğunu göstərin. 

 35.  ,1  intervalında təyin edilmiş  
2

1

x
xxf   funksiyası sıxılmış 

inikasdırmı? Onun tərpənməz nöqtəsi varmı? 

 36. ik

k

iki bxax  


1

 , ,...2,1i  tənliklər sisteminə baxaq: 

a) Əgər   mbbb n ,...,...,, 21 , 




ca
k

ik
i 1

sup  və 1c  şərtləri ödənilirsə, 

tənliklər sisteminin m  fəzasında yeganə həllinin olduğunu göstərin. 

 b) Əgər   221 ,...,...,, lbbb n  ,  




2

1,ki

ikad  və 1d  şərtləri ödənilirsə, 

tənliklər sisteminin 2l  fəzasında yeganə həllinin olduğunu göstərin. 
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XII FƏSİL 

XƏTTİ NORMALAŞMIŞ FƏZALAR 

 

 Yuxarıda gördük ki, həqiqi ədədlər çoxluğunda ədədin mütləq qiyməti, 

kompleks ədədin və vektorun modulu anlayışları bu çoxluqlarda məsafə 

anlayışını daxil etməyə imkan verir. Həmin çoxluqlarda məsafə anlayışının 

olması isə bu çoxluqlarda ardıcıllıqların və sıraların yığılması, limit, 

kəsilməzlik və funksiyanın törəməsi anlayışlarını daxil etməyə imkan veir.  

 İndi isə göstərəcəyik ki, istənilən xətti fəzada əsas xassələri modulun 

xassələrinə analoji olan elə kəmiyyət daxil etmək olar ki, bu kəmiyyət fəzada 

metrik fəza strukturu əmələ gətirsin və bu fəzalarda da elementlər ardıcıllığının 

yığılması və limiti kimi anlayışları təyin etmək mümkün olsun.  

 

       12.1. Normalaşmış fəzanın tərifi və sadə xassələri 

 

 Tutaq ki, X – xətti fəzadır. İstənilən Xx  elementinə qarşı bu 

elementin norması adlanan və x  kimi işarə edilən mənfi olmayan kəmiyyət 

qarşı qoyaq, belə ki, aşağıdakı üç şərt ödənsin: 

1) 0x ; 0x   yalnız və yalnız 0x  olduqda mümkündür. 

2) xx     istənilən   ədədi üçün 

3) yxyx    istənilən Xyx ,  üçün 

1)-3) şərtləri normanın aksiomları adlanır.  

 Əgər X  xətti fəzasında təyin olunmuş norma bu üç şərti ödəyərsə, onda 

X -ə normalaşmış fəza deyilir.  

 Qeyd edək ki, verilmiş X  xətti fəzasında elementin normasını müxətlif 

üsullarla təyin etmək olar. Bu zaman müxtəlif normalara nəzərən alınmış 

normalaşmış fəzalar eyni elementlərdən təşkil edilməsinə baxmayaraq müxtəlif 

quruluşa malik ola bilərlər.  

 Verilmiş X  normalaşmış fəzasında istənilən yx,  elementləri 

arasındakı məsafəni  

  yxyx ,  

kimi təyin etmək olar. Təyin edilmiş bu məsafənin metrik fəza aksiomlarını 

ödədiyini asanlıqıa göstərmək olar. Doğrudan da, yx  , 0 yx  olduqda 

  0,  yxyx , əgər 0,  yxyx  olarsa,   0,  yxyx  olar.  

  xyyx  1  bərabərliyindən  

      xyxyxyyxyx ,1,    

olduğunu alırıq. Nəhayət, 

   yzzxyxyx,  
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   yzzxyzzx ,,    

üçbucaq aksiomunun doğru olduğunu alırıq. Beləliklə, hər bir normalaşmış 

fəzanın eyni zamanda metrik fəza olduğunu alırıq.  

   xxx  00,  bərabərliyindən alırıq ki, hər bir elementin 

norması elementin sıfır elementdən olan məsafəsinə bərabərdir.  

 Qeyd edək ki, istənilən metrik fəzanın normalaşmış fəza olmasını hökm 

etmək doğru deyildir. Məsələn, yuxarıda baxdığımız bütün sonsuz ədədi 

ardıcıllıqlardan ibarət olan S  fəzası normalaşmış fəza deyildir. Bu fəzada 

  ,x  kəmiyyətini x  elementinin norması olaraq qəbul etmək mümkün 

deyildir. Çünki, bu halda normanın ikinci aksiomunun ödənmədiyini görürük.  

 Üçbucaq aksiomundan alınan aşağıdakı mühüm bərabərsizliyi də qeyd 

edək: 

yxyx                                               (1) 

Doğrudan da 

yyxyyxx  . 

Buradan  

yxyx   

alırıq.  

 Sonuncu bərabərsizlikdə x  və y -in yerini dəyişsək, alarıq: 

xyyx   

Bu bərabərsizliklərdən (1) bərabərsizliyinin doğrulunu alırıq. 

 Normalaşmış fəzalarda da ümumi metrik fəzalarda olduğu kimi açıq və 

qapalı kürələri təyin edə bilərik: 

   rxxXxxSr  00 : – açıq kürə, 

   rxxXxxSr  00 : – qapalı kürə,  

   rxxXxxr  00 :  isə sfera adlanır.  

Aydınıdır ki,      000 xxSxS rrr  . 

 

12.2. Normalaşmış fəzalara misallar 

 

 1.   ,R  həqiqi ədədlər çoxluğunu götürək.  

 Əgər istənilən Rx  həqiqi ədədi üçün xx   qəbul etsək, ədədin 

mütləq qiymətinin xassələrindən istifadə etməklə, norma aksiomlarının 

ödənməsini göstərə bilərik.  

 2. nR  fəzası.  nxxxx ,...,, 21  elementinin normasını  
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2
1

1

2








 



n

k
kxx  

kimi təyin edək. Normanın 1) və 2) aksiomlarının ödənməsini asanlıqla göstərə 

bilərik. 3) aksiomunun doğruluğu isə məlum  

 
2/1

1

2

2/1

1

2

2/1
2

1




































 



n

k

k

n

k

k

n

k

kk yxyx  

bərabərsizliyindən alınır. 

 Qeyd edək ki, bu fəzada elementin normasını  





n

k

kxx
1

1
 

və ya  

k
nk
xx




10
max  

kimi də təyin etmək olar. Bu normaların da 1)-3) norma aksiomlarını 

ödənməsini göstərmək olar. Bu normalara görə təyin edilmiş normalaşmış 

fəzaları uyğun olaraq nR1  və nR0  kimi işarə edirlər. 

 Analoji üsulla n  ölçülü kompleks nC  fəzasında elementin normasını 
2/1

1

2











 



n

k

kxx  

təyin etmək olar. 

 3. m -fəzası. Bütün məhdud ədədi ardıcıllıqlar fəzasında 

 ,...,...,, 21 nxxxx   elementin normasını 

k
n

xx sup  

kimi təyin edək. Norma aksiomlarının ödənməsini asanlıqla göstərmək 

mümkündür. Deməli, m -normalaşmış fəzadır.  

 4.  baC ,  fəzası.  ba,  parçasında kəsilməz funksiyalar çoxluğunda 

elementin normasını aşağıdakı kimi təyin edək: 

 tff
bta 

 max  

Göstərək ki, bu qayda ilə təyin edilmiş norma 1)-3) aksiomlarını ödəyir. 

Doğrudan da istənilən  tf  funksiyası üçün   0tf  olduğundan 0f . 

 Əgər   0max 


tff
bta

 olarsa,   0tf  alarıq.   0tf  olduqda 

0f  olması aydındır.  

 Mütləq qiymətin xassəsinə əsasən istənilən  tf  və  tg  funksiyaları 

üçün istənilən  bat ,  üçün  
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       tgtftgtf   

Buradan        tgtftgtf
btabta 

 maxmax . 

 Kəsilməz funksiya özünün maksimum qiymətini aldığından alarıq: 

       tgtftgtf
btabtabta 

 maxmaxmax  

Buradan  

gfgf   

Alınmış bu normalaşmış fəza  baC ,  kimi işarə edilir.  

 Qeyd edək ki, bu fəzada  tf  funksiyasının normasını  

 
2/1

2














 

b

a

dttff  

kimi də təyin etmək olar. Bu normanın da 1)-3) aksiomlarının ödənməsini 

göstərmək olar. Alınmış normalaşmış fəza  baC ,2  kimi işarə edilir.  

 5.  ba,  parçasında özü və n  tərtibdən törəmələri kəsilməz olan 

funksiyalar çoxluğunu götürək. Bu çoxluqda  tf  elementinin normasını  

  tff k
n

k
bta







0

max  

kimi təyin edək. Göstərək ki, 1)-3) aksiomları ödənir.    0tf k , nk ,...,1,0  

bərabərsizliyindən 0f  olması alınır. 0f  olmasından     0max 


tf k

bta
 

və nəticədə   0tf  olduğunu alarıq.   0tf  olduqda 0f  olması 

aydındır.  
     tftf k

bta

k

bta 
 maxmax   

bərabərliklərini nk ,...,1,0  olduqda tərəf-tərəfə toplasaq, 2) aksiomunun 

doğru olduğunu alarıq. Nəhayət, 

        tgtftgtf kkk
  

bərabərsizliyindən  

        tgtftgtf k

bta

k

bta

k

bta 
 maxmaxmax  

olduğunu və nəticədə 

gfgf   

olduğunu alarıq. Alınmış bu normalaşmış fəza   baC n ,  kimi işarə edilir.  
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 6. 2l  fəzası. Məlum olduğu kimi bu fəza  ,...,...,, 21 nxxxx   şəklində 

elə ardıcıllıqlarından ibarətdir ki, 


1

2

k

kx . 2lx  olduqda istənilən   ədədi 

üçün 2lx  olması    






 1

22

1

2

k

k

k

k xx  -dan alınır.  

  nyyyy ,...,, 21 , 


1

2

k

ky  vektorunu da götürək. 

   222
2 kkkk yxyx   

bərabərsizliyindən alınır ki,  

  









 











 1

2

1

2

1

2
2

k

k

k

k

k

kk yxyx  

Buradan   2lyx   olduğunu alırıq.  

 2lx  elementinin normasını  

2/1

1

2











 



k

kxx  

şəklində təyin edək. 1)-2) aksiomlarının ödənməsi aydındır. 3) aksiomunun 

doğruluğu isə  

 
2/1

1

2

2/1

1

2

2/1

1

2

































 











 k

k

k

k

k

kk yxyx  

bərabərsizliyindən alınır. Deməli, 2l  eyni zamanda normalaşmış fəzadır.  

 7.  baL ,2  fəzası. Bu fəza  ba,  parçasında ölçülən və kvadratı ilə 

cəmlənən bütün həqiqi qiymətli funksiyalardan ibarətdir, yəni    baLtf ,2  

üçün  

   dttf

b

a

2 . 

Bütün ekvivalent funksiyalar bərabər hesab edilir. Qeyd edək ki,  ba,  

parçasında ölçülən məhdud və bütün kəsilməz funksiyalar bu fəzaya 

daxildirlər.  

Bu fəzada  tf  funksiyasının norması aşağıdakı kimi təyin edilir: 

 
2/1

2














 

b

a

dttff  
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Təyin edilmiş norma 1)-3) aksiomlarını ödəyir. Doğrudan da istənilən  tf  

funksiyası üçün   

b

a

dttf 02  olmasından 0f  alınır. 0f  isə, bu halda 

  0~tf  alırıq. Eləcə də   0~tf  olduqda 0f . 

2) aksiomunun ödənməsi aydınıdır. 

3) aksiomunun ödənməsi isə  

        
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2

2/1

2

2/1

2






















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




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











 

b

a

b

a

b

a

dttgdttfdttgtf  

inteqral bərabərsizliyindən alınır. Deməli,  baL ,2  xətti normalaşmış fəzadır.  

 8.  baLp ,   1p  fəzası.  ba,  parçasında ölçülən və p  dərəcədən 

cəmlənən, yəni  

  

b

a

p
dttf  

şərtini ödəyən bütün həqiqi qiymətli funksiyalar çoxluğunu  baLp ,  kimi işarə 

edirlər. Bu çoxluqda elementin norması  
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dttff

/1














   

kimi təyin edilir. Bu normanın 1), 2) aksiomlarını ödəməsi Lebeq inteqralının 

məlum xassələrindən alınır. 3) aksiomunun doğruluğu isə inteqral üçün 

Minkovski bərabərsizliyi adlanan  
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bərabərsizliyindən nəticə olaraq alınır.  

 Beləliklə,  baLp ,  fəzasının xətti normalaşmış fəza olduğunu alırıq. Bu 

fəzalar Lebeq fəzaları adlanır.  

 

12.3. Normalaşmış fəzalarda ardıcıllığın limiti. 

Banax fəzaları 

 

 Tutaq ki, X  hər hansı normalaşmış fəzadır.   Xxn   ardıcıllığını 

götürək. 

 Tərif 1. Əgər istənilən 0  ədədinə görə elə  N  nömrəsi tapmaq 

olarsa ki,  Nn   olduqda  0xxn  ödənilsin, bu halda nx  ardıcıllığı 
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yığılan ardıcıllıq, 0x  isə bu ardıcıllığın limiti adlanır və n
n

xx


 lim0  kimi işarə 

olunur. Bəzən nx  ardıcıllığının yığılan olduğunu və limitinin 0x  olduğunu 

00  xxn , n  kimi də ifadə edirlər. 

 Tərifdən istifadə edərək istənilən yığılan ardıcıllığın məhdud olduğunu 

göstərmək olar.  

 Tərif 2. Əgər istənilən 0  ədədi verildikdə elə  N  nömrəsi varsa 

ki, istənilən  Nn   nömrəsi və istənilən m  natural ədədi üçün 

 nmn xx  şərti ödənsin, bu halda  nx  ardıcıllığı fundamental ardıcıllıq 

adlanır.  

 Aşağıdakı sadə teorem doğrudur.  

 Teorem 1. X  normalaşmış fəzasında hər bir yığılan ardıcıllıq 

fundamentaldır.  

 İsbatı. Tutaq ki, nx  yığılan ardıcıllıqdır, yəni n , 0xxn  . Onda 

tərifə görə istənilən 0  ədədinə görə elə  N  nömrəsi tapmaq olar ki, 

 Nn   üçün  0xxn .   Nn   üçün  Nmn   olduğunudan 

 0xx mn  yaza bilərik. Üçbucaq aksiomuna görə alarıq: 

200   xxxxxx nmnnmn . 

Deməli, nx  fundamentaldır. Teorem isbat edildi.  

 Sonralar görəcəyik ki, teoremin tərsi doğru olmaya da bilər. Ona görə 

də aşağıdakı tərif daxil edilir.  

 Tərif 3. Əgər X  normalaşmış fəzasında istənilən fundamental 

ardıcıllıq yığılan olarsa, onda X  tam fəza adlanır. Tam normalaşmış fəzalara 

Banax fəzası deyilir.  

 Banax fəzasına bəzi misallar göstərək: 

1.   ,R – həqiqi ədədlər çoxluğuna baxaq.   Rxn   

fundamental ardıcıllığını götürək. Tərifə görə, istənilən 0  üçün elə  N  

nömrəsi vardır ki,  Nn   və istənilən m  üçün  nmn xx .  

 Məlum Koşi meyarına görə  nx  həqiqi ədədlər ardıcıllığının yığılan 

olması üçün zəruri və kafi şərt onun fundamental olmasıdır. Ona görə də  nx  

ardıcıllığının yığılan olduğunu alırıq. Yəni, R – tam, Banax fəzasıdır.  

 Qeyd: Q – bütün rasional ədədlər çoxluğunu götürək. Əgər 2  ədədinə 

yığılan əsgiyi ilə götürülmüş 11 x , 4,12 x , 41,13 x ... yaxınlaşmalar 

ardıcıllığını götürsək, bu ardıcıllığın fundamental olduğunu görərik. Amma bu 

ardıcıllığın limiti olan 2  ədədi rasional ədədlər çoxluğuna daxil deyildir, 

irrasional ədəddir. Ona görə də rasional ədədlər çoxluğu tam fəza təşkil etmir.  
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2. mE  fəzasına baxaq.         k
n

kkk xxxx ,...,, 21  fundamnetal ardıcllığını 

götürək. İstənilən 0  ədədinə görə elə  N  nömrəsi vardır ki, istənilən 

 Nk   nömrəsi və istənilən m  natural ədədi üçün  
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Buradan istənilən ni ,...,2,1  üçün  

     22
 k

i
mk

i xx  

və ya  
     k

i
mk

i xx  

alırıq. Bu onu göstərir ki,  kx  ardıcıllığının koordinatlarından düzəlmiş bütün 
  k
ix  ni ,...,2,1  ədədlər ardıcıllıqları fundamental ardıcıllıqlardır. Koşi 

meyarına görə bu ardıcıllıqlar yığılan ardıcıllıqlardır. 
   0lim i
k

i
k

xx 


, ni ,...,2,1  işarə edək. 

        00
2

0
1

0 ,...,, nxxxx   vektorunu götürək. 

Əgər bütün ni ,...,2,1 -lər üçün    

n
xx i

k
i


 0  olduğunu nəzərə alsaq. 
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olduğunu alarıq. Bu isə onu göstərir ki,  0x  vektoru   kx  ardıcıllığının 

limitidir.   kx  yığılan olduğundan nR  fəzasının tam olduğunu alırıq.  

 3.  baC ,  fəzası  tff
bta 

 max  normasına nəzərən tam fəzadır. 

    baCtfn ,  fundamental ardıcıllığını götürək. Tərifə görə istənilən 0  

üçün elə  N  nömrəsi tapmaq olar ki, istənilən  Nn   nömrəsi və istənilən 

m  natural ədədi üçün      tftf nmn , yəni  

    


tftf nmn
bta

max . 

Buradan  bat ,  üçün      tftf nmn . 

 Koşi meyarına görə bu şərtin ödənilməsi   tfn  funksiyalar 

ardıcıllığının müntəzəm yığılan olması üçün zəruri və kafidir. Deməli, baxılan 

fundamental ardıcıllıq müntəzəm yığılandır. Məlum teoremə görə müntəzəm 

yığılan kəsilməz funksiyalar ardıcllığının limiti olan  tf0  funksiyası da  ba,  



 274 

parçasında kəsilməzdir, yəni    baCtf ,0  . Alırıq ki,  baC ,  tam, Banax 

fəzasıdır. 

 

 

            12.4. Normalaşmış tam olmayan fəzalara misallar 

 

 Yuxarıda qeyd etdik ki, kəsilməz funksiyalar çoxluğunda elementin 

normasını 
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kimi də təyin etmək olar. Bu normanın 1)-3) aksiomlarını ödəməsini qeyd 

etmişik. Bu normaya nəzrən alınmış normalaşmış fəzanı  baC ,2  ilə işarə 

edirlər. 

 Göstərək ki, bu fəza tam fəza deyildir. 1a , 1b  qəbul edək.  
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kəsilməz funksiyalar ardıcıllığını 

götürək. Qrafikdən göründüyü kimi 

istənilən n  üçün   1tfn  

olduğundan     2 tftf nmn . 

Onda alarıq: 
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Buradan   tfn  ardıcıllığının fundamnetal olduğunu alırıq. İstənilən  1,1t  

nöqtəsində  tfn  ardıcıllığının limiti vardır və  
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  10 tf  və     20  tftfn  olduğundan yuxarıdakı qayda ilə alarıq: 

    0
82

0 
n

tftfn , n  

Alırıq ki,   tfn ardıcıllığı orta kvadratik mənada 0t  nöqtəsində kəsilməyə 

malik olan  tf0  funksiyasına yığılır. Göründüyü kimi    baCtf ,20  . 

Ümumiyyətlə, göstərmək olar ki,   tfn  ardıcıllığı orta kvadratik mənada heç 

bir kəsilməz funksiya yığıla bilməz.  

 Fərz edək ki,  tf
~

 istənilən kəsilməz funksiyadır. Onda yaza bilərik: 
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Bu bərabərsizlikdə 
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dttftf . Onda (1) bərabərsizliyindən 

alırıq ki,    
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1

1

2

0
~

lim dttftf n
n

. Yəni   tfn  ardıcıllığı  1,12 C  fəzasının 

normasına nəzərən heç bir kəsilməz funksiyaya yığıla bilməz. Bu isə  1,12 C  

fəzasının tam olmadığını göstərir. 

 Qeyd. Əgər  ba,  parçasında kəsilməz funksiyalar çoxluğunda 

elementin normasını 
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bərabərliyi ilə təyin etsək, 1)-3) norma aksiomlarının ödəndiyini yoxlamaq 

olar. Bu normaya nəzərən alınmış normalaşmış fəzaları  baCp ,  ilə işarə edək.  

 Yuxarıda baxdığımız üsulla bu fəzaların da tam olmadığını göstərmək 

olar. 

 Qeyd edək ki, hər bir xətti normalaşmış fəza metrik fəza olduğundan, 

metrik fəzalarda daxil edilmiş bütün anlayışlar (məsələn, kürə, məhdud çoxluq, 

separabellik və b.) normalaşmış fəzalarda da daxil edilə bilər. Eləcə də metrik 

fəzalarda isbat edilmiş bütün teoremlər xətti normalaşmış fəzalar üçün də 

doğrudur. 
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 Tam metrik fəzalarda isbat edilmiş bütün teoremlər də Banax fəzaları 

üçün doğrudur. 

 Məsələn, göstərmək olar ki, xətti normalaşmış fəzalarda istənilən kürə 

(qapalı kürə) qabarıq çoxluqdur. Doğrudan da  021, xSxx r , rxx  01 , 

rxx  02  götürək. Göstərək ki, bu nöqtələri birləşdirən   221 txxty  , 

10  t  düz xətti də həmin kürə daxilində yerləşir. Alırıq: 

       00210210 111 txxttxxtxtxxtxy  

      02011 xxtxxt  

    rtrrtxxtxxt  11 0201  

Beləliklə, rxy  0  və  0xSy r  olduğunu alırıq.  

 Xətti normalaşmış fəzalar ümumi xətti fəzaların xüsusi halı olduğundan 

xətti fəzalarda daxil edilmiş bütün anlayışlar, məsələn, elementlərin xətti 

asılılığı və xətti asılı olmaması, xətti çoxobrazlı, fəzanın xətti altfəzaların düz 

cəminə ayrılması və digər anlayışları da daxil etmək olar.  

 Tutaq ki, L  xətti normalaşmış fəzada xətti çoxobrazlıdır. Əgər L  eyni 

zamanda qapalı çoxluq olarsa, onda L  altfəza adlanır. Əgər L  xətti 

normalaşmış fəzada sonlu ölçülü xətti çoxobrazlı olarsa, bu halda LL  . 

Sonsuz ölçülü xətti çoxobrazlılar üçün bu bərabərlik doğru olmaya da bilər.  

 Məsələn,  1,0CX   və L  10 x , tx 1 , ...,...,2
2

n
n txtx   

elementlərinin doğurduğu xətti çoxobrazlı olarsa, bu halda L  bütün çoxhədlilər 

çoxluğu olar və   LCL  1,0  olar.  

 Aşağıdakı mühüm teorem doğrudur: 

 Teorem (Riss). Tutaq ki, XL  bütün X  fəzası ilə üst-üstə düşməyən 

alt fəzadır. Onda istənilən 0  ədədi verildikdə elə Xy , 1y  elementi 

tapmaq olar ki, istənilən Lx   üçün  1yx  şərti ödənilsin. 

 İsbatı. Tutaq ki, 0y  X -in L -ə daxil olmayan hər hansı elementdir. 

xyd
Lx




0inf  işarə edək. Aydındır ki, 0d . Əks halda 0y  elementi L -ə 

daxil olan elementlərin limit nöqtəsi olar və L -ə daxil olardı. Bu isə şərtə görə 

mümkün deyildir.  

 Dəqiq aşağı sərhəddin tərifinə görə istənilən 0  ədədi üçün elə 0x  

elementi vardır ki, 

00 xddxyd   

00

00

xy

xy
y




  qəbul edək. 1y . 
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 Ly  , əks halda 000 xyxyy   elementi L -ə daxil olardı. Bu isə 

mümkün deyil. Şərtə görə Ly 0 . İstənilən Lx  götürsək, 

xxyxz 000  , Lz  olar. Onda yaza bilərik: 
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Teorem isbat olundu.  

 

12.5. Normalaşmış fəzaların izomorfluğu 

 

 Fərz edək ki, 1X  və 2X  xətti normalaşmış fəzalardır.  

 Tərif. Əgər 1X  və 2X  fəzaları arasında qarşılıqlı birqiymətli və 

qarşılıqlı kəsilməz izomorf inikas yaratmaq mümkün olarsa, onda bu fəzalar 

izomorf fəzalar adlanır.  

 Teorem. n  ölçülü bütün xətti normalaşmış fəzalar n  ölçülü nR  Evklid 

fəzasına izomorfdur, yəni bütün n  ölçülü xətti normalaşmış fəzalar bir-birinə 

izomorfdur. 

 İsbatı. Tutaq ki, neee ,...,, 21  n  ölçülü Evklid fəzasının bazis 

vektorlarıdır. Onda istənilən Xx  elementini birqiymətli şəkildə  

nnecececx  ...2211  

şəklində ayırmaq olar. Hər bir Xx  elementinə qarşı   n
n Rcccx  ,...,,~

21  

vektorunu qarşı qoyaq. Aydındır ki, bu qayda ilə düzəlmiş uyğunluq qarşılıqlı 

birqiymətlidir. Göstərək ki, bu uyğunluq qarşılıqlı kəsilməzdir. İstənilən Xx  

üçün yaza bilərik  

xceececx
n

i

i

n

i

ii

n

i

i

n

i

ii
~

2/1

1

2

2/1

1

2

11





















 



            (1) 

Xüsusi halda  

yxyx ~~   ,                                          (2)  

Burada   ədədi x  və y  vektorlarından asılı deyildir.  

Indi isə (2)-nin əksi olan bərabərsizliyin doğruluğunu göstərək. Bu məqsədlə 

nR  fəzasının 1
1

2 


n

i

iC  vahid radiuslu S  kürəsi üzərində təyin olunmuş  
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    



n

i

iin ecxcccfxf
1

21 ,..,,~  

funksiyasına baxaq. S  üzərində bütün ic  əmsalları eyni zamanda sıfır olmadığı 

üçün   0,...,, 21 ncccf . 

    yxyxyxaaafcccf nn
~~,...,,,...,, 2121    

bərabərsizliyi  ncccf ,...,, 21  funksiyasının kəsilməz olduğunu göstərir. 

Veyerştrass teoreminə görə bu funksiya S  səthi üzərində minimum qiymətini 

alır. Aydındır ki, 0 . Onda istənilən Sx ~  üçün    xxf ~  olduğundan 

alırıq: 

  x
ec

xxxf
n

i nc

i

ii

i

~~~

1

1

2
 






.                                (3) 

(1) və (3) bərabərsizliklərindən X -in nR -ə inikasının qarşılıqlı kəsilməz 

olduğunu alırıq.   

 

12.6. Xətti normalaşmış fəzalarda kompakt çoxluqlar 

 

 Hər bir normalaşmış fəza metrik fəza olduğundan kompakt çoxluqlar 

üçün metrik fəzalarda alınmış nəticələr normalaşmış fəzalarda da doğrudur. 

Amma xətti normalaşmış fəzalar cəbri quruluşa, yəni xətti struktura malik 

olduğundan burada bəzi əlavə yeni nəticələr almaq mümkündür.  

 Tərifə görə X  metrik fəzasında hər bir məhdud və qapalı çoxluq 

kompakt olarsa, onda X  lokal kompakt fəza adlanır. Aşağıdakı çox mühüm 

teorem doğrudur.  

 Teorem. X  normalaşmış fəzasının lokal kompakt olması üçün zəruri 

və kafi şərt, bu fəzanın sonlu ölçülü olmasıdır.  

 İsbatı. Zərurilik. Fərz edək ki, X  fəzasında istənilən məhdud və 

qapalı çoxluq kompaktdır. Xx , 1x  elementini götürək. 1L  ilə x  

elementindən ibarət altfəzanı işarə edək. Əgər XL 1  olarsa, onda teorem 

isbat olunur. Əgər XL 1  olarsa, bu halda yuxarıda isbat edilmiş Riss 

teoreminə görə elə Xx 2  elementi tapmaq olar ki, 12 x  və 
2

1
12  xx . 
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 2L  ilə 1x  və 2x  elementlərinin əmələ gətirdiyi altfəzanı işarə edək. 

Yenə iki hal ola bilər. XL 2  olarsa, teorem isbat olunmuş olar. Əgər XL 2  

olarsa, onda elə Xx 3  tapmaq olar ki,  
2

1
13  xx , 

2

1
23  xx , 13 x . 

 Prosesi bu qayda ilə davam etdirək. Bu zaman iki hal mümkündür: 1) 

Hər hansı n  üçün alınmış XLn   və teorem isbat olunur. 2) Proses sonsuz 

davam edir və elə  nx  sonsuz ardıcıllığı alırıq ki, 1nx ,  
2

1
 mn xx , 

nm   üçün. 

 İkinci hal mümkün deyildir. Çünki bu halda X  fəzasında qapalı və 

məhdud  1nx , eyni zamanda kompakt olmayan çoxluğun, yəni 

2

1
 mn xx   nm   şərtini ödəyən çoxluğun varlığını alırıq. Bu isə teoremin 

şərtinə ziddir.  

 Kafilik. Tutaq ki, X – n  ölçülü normalaşmış fəzadır. Onda X  ilə n  

ölçülü nR  evklid fəzası arasında homomorfizm vardır. Bu halda qapalı və 

məhdud XM   çoxluğu qarşılıqlı birqiymətli və qarşılıqlı-kəsilməz olaraq 
nRM ˆ  qapalı və məhdud çoxluğuna inikas olunur. M̂  çoxluğu nR -də 

kompakt olduğu üçün, M  çoxluğunun da X -da kompakt olduğunu alırıq. 

Teorem tam isbat edildi.  

 Teoremdən aşağıdakı mühüm nəticə alınır.  

 Nəticə. Vahid radiuslu kürə yalnız və yalnız o zaman kompakt olar ki, o 

sonlu ölçülü olsun.  

 Aşağıda bəzi konkret funksional fəzalarda çoxluğun kompakt olması 

üçün meyarlar göstərəcəyik. Bunun üçün bəzi anlayışlar daxil edək: 

 Tərif 1. Əgər elə C  sabiti varsa ki,  1,0CM   çoxluğuna daxil olan 

istənilən  tf  funksiyası üçün   Ctf  ,  1,0t  şərti ödənilsin, bu halda M  

çoxluğu müntəzəm məhdud çoxluq adlanır.  

 Tərif 2. Əgər istənilən 0  ədədi verildikdə elə     ədədi 

tapmaq olarsa ki, istənilən  1,0, 21 tt ,  21 tt  üçün və istənilən   Mtf   

üçün      21 tftf  ödənilsin, bu halda  tf  funksiyaları eyni dərəcədən 

kəsilməz adlanır.      

 Teorem (Arsel).  1,0CM   çoxluğunun nisbi kompakt olması üçün 

zəruri və kafi şərt   Mtf   funksiyalar sinfinin müntəzəm məhdud və eyni 

dərəcədən kəsilməz olmasıdır.  

 Teorem (F.Riss).  1,0pLK   funksiyalar çoxluğunun nisbi kompakt 

olması üçün zəruri və kafi şərt   Ktf   funksiyalar sinfinin normaya görə 



 280 

müntəzəm məhdud və orta mənada eyni dərəcədən kəsilməz olmasıdır, yəni 

istənilən   Ktf   üçün  

1)   

1

0

pp
Cdttf  

2)     pp
dttfhtf 

1

0

,   h0 . 

 Tərif 3. Tutaq ki, X – xətti normalaşmış fəza, XM   hər hansı 

çoxluqdur. 0  ədədini götürək. Əgər istənilən Mx  elementi üçün elə 

Mxˆ  elementi tapmaq olarsa ki,  xx ˆ  olsun, bu halda M  çoxluğuna 

M -in  -şəbəkəsi deyilir.  

 F.Hausdorfa məxsus aşağıdakı mühüm teorem də vardır: 

 Teorem. M  çoxluğunun X  normalaşmış fəzasında kompakt olması 

üçün zəruri və kafi şərt istənilən 0  üçün onun X  fəzasında sonlu  -

şəbəkəsinin olmasıdır.  

 Bu teoremdən aşağıdakı mühüm nəticələr çıxır.  

 Nəticə 1. Əgər istənilən 0  üçün M  çoxluğu X -də kompakt  -

şəbəkəyə malik isə, onda M  kompakt çoxluqdur.  

 Nəticə 2. Kompakt çoxluq məhduddur.  

 Nəticə 3. Hər bir kompakt çoxluq separabeldir.  

  

12.7. Xətti normalaşmış fəzalara aid məsələ 

həlli nümunələri və tapşırıqlar 

 

1. Göstərin ki, X  normalaşmış fəzasında istənilən yx,  elementləri 

üçün yxyx   bərabərsizliyi doğrudur.  

 Həlli. Normanın 3-cü aksiomunu tətbiq etməklə alırıq: 

  yxyyxyx   

yxyx                                                 (1) 

x  və y -in yerini dəyişsək, xyxy   

Buradan   yxyx   yaxud  

yxyx                                                (2) 

(1) və (2) bərabərsizliyindən yxyx   alırıq.  

 2.   ,R  ədəd oxu üzərində normanı arctgxx   kimi təyin 

etmək olarmı? 
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 Həlli. Əgər normanı göstərilən qayda ilə təyin etmək mümkün olsaydı, 

normanın ikinci aksiomuna görə 

arctgxxarctg    

olmalıdır. Burada 
3

1
 , 3x  qəbul etsək, 

96


  alarıq. Bərabərlik doğru 

olmadığı üçün normanı göstərilən qayda ilə təyin etmək olmaz.  

 3. Tutaq ki, Xyyxx nn ,,, . İsbat edin ki,  

a) xxn   olduqda nx  məhdud ardıcıllıqlar 

b)  xxn  ,  n  isə, onda xxnn   .  

v) xxn   isə, onda xxn  . 

q) xxn   və 0 nn yx  isə, onda xyn  . 

d) xxn   isə, onda yxyxn  . 

e) xxn  , yyn   isə, onda yxyx nn  . 

 4. 2R  fəzasında  21, xxx   elementinin normasını 21 xxx   kimi 

təyin etmək olarmı? Norma bu qayda ilə təyin edilərsə, bu fəzada vahid kürə 

necə təsvir edilər? 

 5. Göstərin ki, nR  fəzasında norma 

p
n

k

p

kp
xx

/1

1










 



, 10  p , 

2n  kimi təyin edilə bilməz. 

 Həlli. Göstərək ki, normanın üçüncü aksiomu ödənmir. Doğrudan da, 









 0,...,0,

2

1
x , 








 ,....,

2

1
,0y  vektorlarını götürək. Göründüyü kimi yx  , 

2

1


pp
yx  istənilən 10  p  üçün və 1

pp
yx . Digər tərəfdən 

1/1

/1

2
2

1

2

1
0,...,

2

1
,

2

1 
















 p

p

pp
p

p
yx . 

 1,0p  olduğundan 01
1


p

 və 12
1

1




p . Nəticədə 
ppp

yxyx   

alırıq. Göründüyü kimi normanın üçüncü aksiomu ödənmir.  

 6. Verimiş çoxluqlarda göstərilən üsullarla norma  təyin etmək olarmı?  

a)    baCtf ,  üçün  tff
ba

ta
2

max




  

b)     baCtf ,1  üçün  
 

 tfaff
bat


 ,
max  
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v)     baCtf ,1  üçün    
 

 tfafbff
bat


 ,
max  

 Həlli. a) Yox. Çünki bu halda normanın birinci aksiomu ödənmir: 

Çünki, əgər 0f  olarsa,   0max

2






tf
ba

ta

,   0tf , 






 


2
,

ba
at  üçün. 

Amma bütün  bat ,  üçün   0tf  hökm etmək olmaz, ümumiyyətlə, 

  0tf ,   bat , . 

b) Bəli. Birinci aksiomun ödənməsini yoxlayaq. Əgər istənilən  bat ,  üçün 

  0tf  isə, onda     0max 


tfaf
bta

. əksinə, əgər     0max 


tfaf
bta

 

isə, onda   0af  və   0 tf . Buradan   0af  və istənilən  bat ,  üçün 

  Ctf   ( constC  ).   0af  olduğundan 0C  alırıq. Nəticədə   0tf , 

istənilən  bat ,  üçün. Digər aksiomların da ödəndiyini asanlıqla göstərmək 

olar. 

v) Yox. Çünki bu halda normanın birinci aksiomu ödənmir. Doğrudan da, əgər 

      0max 


tfafbf
bta

. Buradan    bfaf   və istənilən  bat ,  üçün 

  0 tf . Buradan  bat ,  üçün    Ctf   ( constC  ). at   olduqda 

 afC  , nəticədə      bfaftf  . Əgər   0af  olarsa,   0tf  olar.  

 7. Göstərilən fəzalarda verilmiş normaların ekvivalent olub-olmadığını 

müəyyən edin.  

a)  1,0C  fəzasında  tff
t 101

max


  və  
2/1

1

0

2

2 












  dttff . 

b)   1,01C  fəzasında    tftff
tt


 10101

maxmax  

və  

   tfdttff
t





10

1

0
2

max   

 Həlli. a) Qeyd edək ki, tərifə görə eyni xətti fəzada təyin edilmiş 

normalar o zaman ekvivalent adlanır ki, bu normalardan birinə görə yığılmadan 

digərinə görə də yığılma çıxsın və tərsinə.   n
n ttf   ardıcıllığını götürək.  

0
12

1
2/1

1

0

2

2


















 

n
dttf n

n , n . 

Amma bu ardıcıllıq 
1
  normasına görə yığılan deyildir. Çünki bu normaya 

görə yığılma müntəzəm yığılmadır və   n
n ttf   ardıcıllığı nöqtəvi yığılma 

mənada  



 283 

 









1,1

10,0

t

t
tf  

funksiyasına yığılır. Bu funksiya kəsilən funksiyadır və  1,0C  fəzasına daxil 

deyildir. Deməli 
1

f  və 
2

f  normaları ekvivalent deyildir. 

b) Bu normalar ekvivalentdirlər. Doğrudan da  

       
1

1

0

1

0
2

maxmaxmax ftfdttftfdttff
bta

 


 

Bu normaların ekvivalentliyini göstərmək üçün   1,01C  fəzasının hər iki 

normaya nəzərən tam olduğunu göstərmək lazımdır.  

 8. Tutaq ki,  

 








 




RxxExxxxL k

k

kn ,0:,...,,
1

21 . 

Aşağıdakı hallarda L  çoxluğunun E  fəzasında altfəza təşkil edib-etmədiyni 

yoxlayın.  

a) 1lE  , b) plE  .  

 Həlli. a) Məlum olduğu kimi 1l  fəzası elə  ,...,...,, 21 nxxxx   

vektorlarından ibarətdir ki, 


1k

kx  şərti ödənilsin.  

 Aydındır ki, 1lL   xətti çoxobrazlıdır. Doğrudan da Lyx ,  olduqda 

0
1




k

kx  və 0
1




k

ky  şərtlərindən   0
1




k

kk yx  olması alınır, bu isə 

Lyx   olması deməkdir. İndi isə          Lxxxx n
k

nnn  ,...,...,, 21  ardıcıllığı 

götürək. Fərz edək ki,           ,...,...,, 00
2

0
1

0
k

n xxxxx  . Onda istənilən 0  

üçün elə 0n  nömrəsi vardır ki, 0nn   olduqda  

       






1

00

k

k
n

k
n xxxx  . 

Buradan alarıq: 

           










 11

0

1

0

k

n
k

k

k
n

k

k

k xxxx  
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0  istənilən kiçik ədəd olduğundan    0
1

0 


k

kx  alırıq. Buradan isə 

   0
1

0 


k

kx  və   Lx 0 . Bu isə L -in 1l  fəzasında altfəza olması deməkdir.  

b) Qeyd edək ki, pl  fəzası elə  ,...,...,, 21 kxxxx   ardıcıllıqlarından ibarətdir ki,  

1p  üçün 


1k

p

kx  

olsun. L -in pl -də xətti çoxobrazlı olması aydındır. Göstərək ki, L  altfəza 

deyildir. Bu məqsədlə  

  L
nnn

x

n

n 

















  

,...0,...,0,
1

,...,
1

,
1

,1  

və    ,...0,...,0,0,10 x  götürək.  

    0
11

/11

/1/1
1

2

0 


























 p

p

p

p
n

k
p

n

nn

n

n
xx , n  

   0xx n  , amma     Lx  ,...0,...,0,0,10  olduğu üçün L  qapalı deyildir, 

yəni altfəza təşkil etmir.  

 9.  baC , -ilə  ba,  parçasında  1,0  tərtibdən Holder şərtini 

ödəyən bütün funksiyalar çoxluğunu işarə edək: 

 
   




















t

ftf
fH

t
bta ,

sup  

Göstərin ki, bu çoxluqda normanı  

   fHtff
bta





max  

bərabərliyi ilə təyin etmək olar. 

 10. Göstərin ki,  

 








 


1

22
221 1,,...,...,,

n

nn xnlxxxxM  

çoxluğu 2l  fəzasında qabarıq çoxluq təşkil edir.  

 Həlli.  ,...,...,, 21 nxxxx    ,...,....,, 21 nyyyy  , Myx ,  götürək.  

        ,...1,...,1,11 2211 nn yttxyttxyttxyttxz   1,0t  

şəklində elementlər düzəldək və göstərək ki, Mz .  

 İxtiyari m  natural ədədi üçün yaza bilərik: 
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      


m

n

nn

m

n

nnn

n

n

yxnttxntyttxn
1

2

1

2222

1

2 121  

  2

1

22
1 n

m

n

ynt 


  

Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyindən istifadə etsək, alarıq: 
2/1

1

22

2/1

1

22

11

2





















 



m

n

n

m

n

nn

m

n

nnn

m

n

ynxnnynxyxn  

Ona görə də  

     



m

n

nn

m

n

nn

m

n

yntxntyttxn
1

2222

1

222

1

2 11  

 
2/1

1

22

2/1

1

2212 



















 



m

n

n

m

n

n ynxntt . 

Şərtə görə 1
1

22 


n

nxn , 1
1

22 


n

nyn  olduğundan yuxarıdakı bərabərsizlikdə 

m  şərhində limitə keçsək, alarıq: 

       11211
222

1

2 




ttttyttxn nn

n

 

Bu isə    Myttxz  1  olması deməkdir, yəni M -qabarıq çoxluqdur.  

 11. 0a , 0b , 1p , 1q , 1
11


qp
 olduqda qp b

q
a

p
ab

11
  

bərabərsizliyini isbat edin.  

 İsbatı. Bu məqsədlə  ,0  intervalında  

 
q

t
p

t
t

p 1
  

köməkçi funksiyasını götürək və onun ekstremumunu araşdıraq. 

  11  ptt ,   0 t   olduğundan alırıq ki, 1t  stasionar nöqtədir. 

Yoxlaya bilərik ki, 1t  funksiyanın minimum nöqtəsidir. Ona görə də 

istənilən   ,0t  üçün    1 t .   01   olduğu üçün   0t  və 

0
11


q
tt

p

p  yaxud 
q

t
p

t p 11
  alarıq. Burada pabt  1

1

 qəbul etsək  

q
ba

p
ab p

p

pp 11 11

1

   

Sonuncu bərabərsizliyin hər tərəfini 
1

1

1


 pb -ə bölsək,  
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qp b
q

a
p

ab
11

  

alarıq. Bu bərabərsizlik Yunq bərabərsizliyi adlanır.  

 12. İstənilən  ,...,...,, 21 nxxx ,  ,...,...,, 21 nyyy  ədədlər ardıcıllıqları və 

1p , 1q , 1
11


qp
 həqiqi ədədlər üçün 



1k

p

kx , 


1k

q

ky  şərtləri 

ödənildikdə Holder bərabərsizliyi adlanan  
q

k

p

k

p

k

p

k

k

kk yxyx

/1

1

/1

11




















 













 

bərabərsizliyin doğru olduğunu isbat edin. 

 İsbatı. Əgər yuxarıda isbat edilmiş Yunq bərabərsizliyində 

p

j

p

j

k

x

x
a

/1

1




















,   
q

j

q

j

k

y

y
b

/1

1




















 

qəbul etsək, alarıq: 

















































11

/1

1

/1

1

11

j

q

j

q

k

j

p

j

p

k

q

j

q

j

p

j

p

j

kk

y

y

q
x

x

p
yx

yx
 

Alınmış bu bərabərsizliyi k  indeksinə görə cəmləsək, nəticədə alarıq: 

1
11

/1

1

/1

1

1 












































qp
yx

yx

q

j

q

j

p

j

p

j

k

kk

 

yaxud  
q

k

q

k

p

k

p

k

k

kk yxyx

/1

1

/1

11




















 













. 

 13. İstənilən  ,...,...,, 21 nxxx ,  ,...,...,, 21 nyyy  ədədlər ardıcıllığı üçün 

1p  olduqda 


1k

p

kx , 


1k

p

ky  şərtləri ödənərsə, Minkovski 

bərabərsizliyi adlanan  
q

k

q

k

p

k

p

k

p

k

p

kk yxyx

/1

1

/1

1

/1

1
































 













 

bərabərsizliyinin doğru olduğunu isbat edin.  
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 İsbatı. 1
11


qp
 şərtini ödəyən 1q  ədədini götürək və aşağıdakı 

bərabərsizliyi yazaq: 

k

k

p

kkk

k

p

kk

k

p

kk yyxxyxyx 















1

1

1

1

1

 

Yuxarıda isbat etdiyimiz Holder bərabərsizliyini sağ tərəfdəki cəmlərə tətbiq 

etsək, alarıq: 





















 















p

k

p

k

q

k

q

p

kkk

k

p

kk xyxxyx

/1

1

/1

1

1

1

1
 

p

k

p

k

q

k

p

kk xyx

/1

1

/1

1




















 









 

Analoji olaraq  
p

k

p

k

q

k

p

kkk

k

p

kk yyxyyx

/1

1

/1

11

1





















 














. 

Buradan  

  












































 

















q

k

q

k

q

k

p

k

q

k

p

kk

k

p

kk yxyxyx

/1

1

/1

1

/1

11

 

Əgər 
pq

11
1   olduğunu nəzərə alaraq, sonuncu bərabərsizliyi 

q

k

p

kk yx

/1

1
















-yə bölsək, alarıq: 

p

k

p

k

p

k

p

k

p

k

p

kk yxyx

/1

1

/1

1

/1

1































 













. 

 14. Əgər  tf  və  tg   ba,  parçasında təyin edilmiş 1p , 1q , 

1
11


qp
 ədədləri üçün    dttf

b

a

p
,    dttg

b

a

q
 şərtlərini ödəyən 

funksiyalar olduqda  

       
q

b

a

q

p
b

a

p
b

a

dttgdttfdttgtf

/1/1





























   

bərabərsizliyini isbat edin. Bu bərabərsizlik inteqral üçün Hölder bərabərsizliyi 

adlanır.  

 İsbatı. Yuxarıda isbat edilmiş Yunq bərabərsizliyində  
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 

 
p

b

a

p
dttf

tf
a

/1


















,   
 

 
q

b

a

q
dttg

tg
b

/1


















 

qəbul etsək, alarıq: 

   

   

































q
b

a

q

p
b

a

p
dttgdttf

tgtf
/1/1

 

 

 

 

 
q

b

a

q

p

p
b

a

p

p

dttg

tg

dttf

tf

p /1/1

1

































 

Bu bərabərsizliyi  ba,  parçası üzrə inteqrallasaq 

   

   

1
11

/1/1


































qp
dttgdttf

dttgtf

q
b

a

q

p
b

a

p

b

a  

yaxud  

       
q

b

a

q

p
b

a

p
b

a

dttgdttfdttgtf

/1/1




























   

alarıq. 

 15.  ba,  parçasında təyin edimiş,   

b

a

p
dttf 0 ,    

b

a

p
dttg  

 1p  şərtlərini ödəyən istənilən funksiyalar üçün Minkovski bərabərsizliyi 

adlanan  

       
p

b

a

p

p
b

a

p

p
b

a

p
dttgdttfdttgtf

/1/1/1












































   

bərabərsizliyin doğru olduğunu isbat edin.  

 İsbatı. 1
11


qp
 şərtini ödəyən 1q  ədədini götürək və aşağıdakı 

bərabərsizliyini yazaq: 

             


dttgtftgtfdttgtf

b

a

p
b

a

p 1
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           dttgtgtfdttftgtf

b

a

p
b

a

p





11

 

Sağ tərəfdəki toplananlardan hər birinə Hölder bərabərsizliyini tətbiq etsək, 

alarıq: 

            
p

b

a

p

q
b

a

qp
b

a

p
dttftgtfdttftgtf

/1/1

11




























 


 

            
p

b

a

p

q
b

a

qp
b

a

p
dttgtgtfdttgtgtf

/1/1

11




























 


. 

  pqp 1  olduğu üçün sonuncu bərabərsizlikləri nəzərə alsaq, nəticədə yaza 

bilərik: 

        













 

q
b

a

p
b

a

p
dttgtfdttgtf

/1

 

   
p

b

a

p

p
b

a

p
dttgdttf

/1/1





























   

Bu bərabərsizliyin hər tərəfini    
q

b

a

p
dttgtf

/1














 - ifadəsinə bölsək 

       
p

b

a

p

p
b

a

p
qb

a

p
dttgdttfdttgtf

/1/1
1

1












































 



 

yaxud  

       
p

b

a

p

p
b

a

p
pb

a

p
dttgdttfdttgtf

/1/1
1












































   

alarıq. 

 16.   ttf   funksiyası  -nın hansı qiymətlərində  1,0pL ,  p1  

fəzasına daxildir. Həmin fəzalarda funksiyanın normasını hesablayın.  

 17.  ba,  parçasında təyin edilmiş bütün məhdud funksiyalardan ibarət 

 baM ,  çoxluğunun  

 
 tff

bat ,

sup


  

normasına nəzərən normalaşmış fəza olduğunu göstərin.  
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 18.  ,...,...,, 21 nxxxx   yığılan ardıcıllıqlardan ibarət C  çoxluğunun 

k
k

xx sup  normasına nəzərən normalaşmış fəza olduğunu göstərin.  

 19. Əgər  ba,  parçasında təyin edilmiş  tf  funksiyası üçün elə C  

ədədi varsa ki,  ba,  parçasının istənilən bttta n  ..., 10  bölgüsü üçün 

    




n

k

kk tftf
1

1  şərti ödənilsin, bu halda  tf  funksiyasına məhdud 

variasiyalı funksiya deyilir.  

     



n

k

kk

b

a
tftftf

1

1sup  

kəmiyyətinə  tf  funksiyasının tam variasiyası deyilir. Burada dəqiq yuxarı 

sərhəd  ba,  parçasının bütün mümkün olan sonlu bölgüləri üzrə götürülür. 

 Göstərin ki,  ba,  parçasında bütün məhdud variasiyalı funksiyalar 

çoxluğu 

   tfaff
b

a
  

normasına nəzərən normalaşmış fəza təşkil edir. 

 20. 0C  ilə sıfra yığılan bütün həqiqi ədədlər ardıcıllıqları çoxluğunu 

işarə edək. Bu çoxluq da normanı k
k

xx max  bərabərliyi ilə təyin etmək 

olarmı? 

 21. Elə         ,...,...,, 21
n

k
nnn xxxx  , Rxk   ardıcıllıqları göstərin ki, 

göstərilən fəzalar cütünə daxil olsun və  

a) m  fəzasında yığılsın, amma 1l -də yığılmasın; 

b)  m  fəzasında yığılsın, amma 2l -də yığılmasın; 

v) 2l  fəzasında yığılsın, amma 1l -də yığılmasın; 

q) 0C  fəzasında yığılsın, amma 1l -də yığılmasın; 

d) 0C  fəzasında yığılsın, amma 2l -də yığılmasın. 

 22. Aşağıda göstərilən ardıcıllıqlar  1,0C  fəzasında yığılandırmı?  

a)   1 nn
n tttf  b)   nn

n tttf 2  

 23.  
21

21









n

t

n

t
tf

nn

n  ardıcıllığı  

a)  1,0C  b)  1,01C  fəzalarında yığılandırmı? 

 24. Göstərin ki, 1p  bütün qiymətlərində pl -nin hər bir elementi 0C  

fəzasının elementidir, amma 
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0,...
ln

1
,...,

3ln

1
,

2ln

1
,1 C

n
x 








 ardıcıllığı 1p  heç bir qiymətində pl -yə daxil 

deyildir. 

 25. Ran    0na  ardıcıllığı hansı şərtləri ödədikdə aşağıdakı 

çoxluqlar məhdud olar? 

a)   nnn axxxxxlx  :,...,...,,, 212  paralellepipedi 

b)  








 




1:,...,...,,,
1

2

2

212

n n

n
n

a

x
xxxxlx  ellipsoidi 

 26. Göstərin ki,   nn axxxxlx  :,...,, 212  paralellepipedi qapalı 

çoxluqdur. 

 27. Ran    0na  ardıcıllığı hansı şərti ödəməlidir ki, 

  nn axxxxlx  :,...,, 212  paralellepipedi açıq çoxluq olsun. 

 28. İsbat edin ki,   1212 2:,...,,  n
nxxxxlx  paralellepipedi 2l  

fəzasında qapalı çoxluq təşkil edir. 

 29.  1,0C  fəzasında aşağıdakı çoxluqlar qapalıdırmı? 

a)   

1

0

1dttf  şərtini ödəyən kəsilməz funksiyalar 

b)    

1

0

2
1dttf  şərtini ödəyən kəsilməz funksiyalar 

v) 
 

 
 

  1maxmax
,,




tftf
batbat

 şərtini ödəyən kəsilməz diferensiallanan 

funksiyalar. 

 30.  1,1C  fəzasında aşağıda göstərilən funksiyalar çoxluğundan 

hansıların altfəza təşkil etdiyini müəyyən edin. 

a) monoton funksiyalar; 

b) cüt funksiyalar; 

v) çoxhədlilər; 

q) dərəcəsi k -nı aşmayan çoxhədlilər 

d) kəsilməz diferensiallanan funksiyalar 

e) kəsilməz hissə-hissə xətti funksiyalar 

j) məhdud variasiyalı kəsilməz funksiyalar 

z)   00 f  şərtini ödəyən funksiyalar 

i)   0

1

1




dttf  şərtini ödəyən funksiyalar 

k) müəyyən sabitlə Lipşits şərtini ödəyən funksiyalar 
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 31. İsbat edin ki, 0C  fəzası C  fəzasının, C  fəzası isə m  fəzasının alt 

fəzasıdır. 

 32. Tutaq ki, Xxn  - fundamental ardıcıllıqdır və 
knx  altardıcıllığı 

yığılandır. İsbat edin ki, nx  ardıcıllığı yığılandır. 

 33. Tutaq ki, Xxn   və 




 
1

1

n

nn xx  yığılan sıradır. İsbat edin ki, nx  

fundamental ardıcıllıqdır. 

 34. Tutaq ki, Xyx nn , – fundamental ardıcıllıqlardır. İsbat edin ki, 

nnn yx   yığılan ardıcıllıqdır.   
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XIII FƏSİL 

HİLBERT FƏZALARI 

13.1. Skalyar hasil və onun xassələri 

 

 Məlum olduğu kimi hər bir xətti fəzada müəyyən aksiomlar sistemini 

ödəyən elementlərin cəmi və elementin ədədə (həqiqi və ya kompleks) hasili 

cəbri əməlləri təyin edilmişdir. Amma bəzi hallarda verilmiş xətti fəzada bu 

əməllərdən fərqli olan başqa bir əməl, skalyar hasil adlanan əməl də təyin 

etmək mümkün olur ki, elementin normasını, elementlər arasındakı məsafəni 

və məsafə ilə bağlı digər anlayışları da onun vasitəsilə vermək mümkün olur. 

Ona görə də skalyar hasilin tərifini verək və bəzi xassələrini göstərək.  

 Tərif. X  həqiqi xətti fəzasında istənilən Xyx ,  elementlər cütünə 

qarşı bu elementlərin skalyar hasili adlanan və  yx,  kimi işarə edilən həqiqi 

ədədini qarşı qoyaq, belə ki, aşağıdakı şərtlər ödənilsin: 

1)   0, xx ,   0, xx  halı yalnız 0x  olduqda ödənilir, 

2)    xyyx ,,   

3)    yxyx ,,    

4)      yxyxyxx ,,, 2121   

 Əgər X  kompleks xətti fəza olarsa, bu halda 2) şərti    xyyx ,,   kimi 

olur. Bu şərtdən nəticə olaraq    yxyx ,,    olduğunu alırıq.  

 1)-4) şərtləri skalyar hasilin aksiomları adlanır. Əgər verilmiş xətti 

fəzada 1)-4) şərtlərini ödəyən skalyar hasil təyin edilmişsə, onda ona evklid 

fəzası deyilir. X – evklid fəzası olduqda bu fəzada elementin norması 

 xxx ,  kimi təyin edilir. Skalyar hasilin 1)-4) xassələrindən istifadə 

etməklə norma aksiomlarının ödənməsini göstərə bilərik. Doğrudan da 

normanın 1),2)-ci aksiomlarının ödənməsi aydındır, 3)-cü üçbucaq aksiomunun 

doğruluğu isə Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyi adlanan  

  yxyx ,  

bərabərsizliyindən alınır. 

 Bu bərabərsizliyi isbat etmək üçün   dəyişənindən asılı olan  

          yyyxxxyxyx ,,2,, 2   

  222 ,2 yyxx    

kvadrat üçhədlisinə baxaq. Göründüyü kimi,  nın bütün qiymətlərində 

  0 . Bu halda kvadrat üçhədlinin diskriminantı mənfi olmalıdır, yəni  

  0,
222
 yxyxD . 

Buradan  
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  222
, yxyx   

yaxud  

  yxyx ,  

olduğunu alırıq. 

 Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyindən istifadə etməklə, normanın 3)-cü 

aksiomunu asanlıqla alarıq: 

          yyxyyxxxyxyxyx ,,,,,
2

 

   22222
2,2 yxyyxxyyxx   

Buradan  

yxyx   

alırıq. 

 Asanlıqla göstərmək mümkündür ki, evklid fəzasında cəm, ədədə 

vurma və skalyar hasil kəsilməzdir, yəni xxn  , yyn   (normaya nəzərən) 

və  n  olduqda  

yxyx nn   

xxnn    

   yxyx nn ,,   

 

 

13.2. Hilbert fəzası 

 

 Tutaq ki, X  hər hansı elementlərdən ibarət çoxluqdur, belə ki, 

aşağıdakı şərtlər ödənilir. 

I. X – həqiqi və ya kompleks xətti fəzadır. 

II. X – çoxluğunun istənilən yx,  elementlər cütü üçün bu elementlərin skalyar 

hasili adlanan  yx,  kəmiyyəti təyin edilmişdir və bu kəmiyyət yuxarıda 

göstərilən 1)-4) aksiomlarını ödəyir.  

III. X – çoxluğu   yxyx ,  məsafəsinə görə tam fəzadır. 

 Əgər X  çoxluğunda I, II, III şərtləri ödənilərsə, ona unitar fəza deyilir. 

Aydındır ki, n  ölçülü unitar fəzalar həqiqi və ya kompleks Evklid fəzalarıdır.  

 Fərz edək ki, X  fəzasında aşağıdakı şərt də ödənilir. 

IV. X – sonsuz ölçülüdür, yəni istənilən n  natural ədədi üçün bu fəzada n  

sayda xətti asılı olmayan elementlər vardır. 

 Əgər verilmiş X  çoxluğu, I-IV şərtlərini ödəyərsə, onda X -ə Hilbert 

fəzası deyilir. Adətən, Hilbert fəzalarını H  ilə işarə edirlər.  
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Misallara baxaq: 

1. 2l -fəzası. İstənilən  ,...,...,, 21 nxxxx  ,  ,...,...,, 21 nyyyy   elementlərinin 

skalyar hasilini  

  k

k

k yxyx 





1

,                                                (1) 

bərabərliyi ilə təyin edək. 2, lyx   olduğu üçün 

   


1

2

k

kx ,    


1

2

k

ky . 

Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyinə görə 

     

2/1

1

2

2/1

1

2

1




















 











 k

k

k

kk

k

k yxyx  

münasibətindən (1) sırasının da yığılan olmasını alarıq. Ona görə də skalyar 

hasili (1) bərabərliyi vasitəsilə təyin etmək olar. Skalyar hasilin aksiomlarının 

ödənməsini göstərək. 

1)   0,
1

2 


k

kxxx , 0
1

2 


k

kx  olarsa, 0kx , ,...2,1i  0x  alarıq.  

2)    xyxyyxyx
k

kk

k

kk ,,
11

 








 

3)      yxyxyxyx k

k

kk

k

k ,,
11

  








 

4)      








k

k

k

k

kkk zxzyxzyx
11

,  

        zyzxzy
k

kk ,,
1






 

Yuxarıda bu fəzanın    
2/1

1

2
, 










 



k

kk yxyx  məsafəsinə nəzərən tam fəza 

olmasını və sonsuz ölçülü olduğunu göstərmişik. Alırıq ki, 2l -Hilbert fəzasıdır.  

 2.  baL ,2  fəzası.  ba,  parçasında ölçülən və kvadratı ilə cəmlənən, 

yəni    dttf

b

a

2  şərtini ödəyən funksiyalar çoxluğunu götürək. 

     baLtgxf ,, 2  funksiyalarının skalyar hasilini  

     dttgtfgf

b

a

,                                              (2) 
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bərabərliyi ilə təyin edək. Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyinə  görə 

     baLtgtf ,, 2  üçün (2) inteqralının sonlu oluduğunu alırıq. Bu qayda ilə 

təyin edilmiş skalyar hasil 1)-4) aksiomlarını ödəyir. Eləcə də, isbat edilmişsir 

ki,  baL ,2  fəzası 

      
2/1

2
,














 

b

a

dttgtfgf  

məsafəsinə nəzərən tam fəzadır (bu faktın isbatını [] kitabından oxumaq olar).  

  

      13.3. Hilbert fəzasında elementlər arasındakı bucaq. 

Ortonormal vektorlar sistemi 

 

 H – hilbert fəzasında skalyar hasilin olması bu fəzada elementlər 

arasında bucaq anlayışını daxil etməyə imkan verir. Doğrudan da, Koşi-

Bunyakovski bərabərsizliyindən alınır ki, istənilən sıfırdan fərqli Hyx ,  

elementləri üçün  

 
1

,
1 




yx

yx
 

doğrudur. Onda elə  0  bucağı vardır ki, 

 
yx

yx




,
cos . 

Əgər   0, yx  olarsa, 
2


  . Bu halda x  və y   ortoqonal elementlər 

adlanırlar. Əgər   Hxn   elementləri   0, ji xx , ji   şərtini ödəyərsə, onda 

 nx  ortoqonal elementlər sistemi adlanır. Əgər  nx  ortoqonal elementlər 

sistemi isə, onda o xətti asılı olmayan sistemidir. Doğrudan da, bu halda  

0...2211  nnxxx   

bərabərliyini ardıcıl olaraq nxxx ,...,, 21  vektorlarına vursaq və sistemin 

ortoqonallığını nəzərə alsaq 

0...21  n  

olduğunu alarıq. 

 Əgər  nx  ortoqonal sistemi tam isə, yəni, bu sistemi öz daxilində 

saxlayan ən kiçik qapalı altfəza bütün H  fəzası ilə üst-üstə düşərsə, onda bu 

sistemə ortoqonal bazis deyilir.  

  nx  sisteminin tamlığına aşağıdakı şəkildə də tərif vermək olar. 
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 Tərif 1. Əgər  nx  ortonormal sisteminin mümkün olan bütün xətti 

kombinasiyaları çoxluğu bütün H  fəzasında hər yerdə sıx olarsa, onda ona tam 

sistem deyilir.  

 Sistemin tamlığı o deməkdir ki, bu sistemi yeni elementlər əlavə 

etməklə daha geniş ortonormal sistemə tamamlamaq olmaz. Bu halda istənilən 

n  üçün 1nx  olarsa, onda  nx  sistemi ortonormal bazis adlanır.  

 Aydındır ki,  nx  ixtiyari ortoqonal sistem isə, bu zaman 












n

n

x

x
– 

ortonormal sistem olar.  

 Tərif 2. Əgər H  fəzasında hesabi, hər yerdə sıx çoxluq varsa, onda H -

a separabel fəza deyilir. 

 Məsələn,  

1)  ,,R  həqiqi ədədlər çoxluğunda bütün rasional ədədlər çoxluğu 

hesabidir və hər yerdə sıxdır. Ona görə də R  separabel fəzadır.  

2) nR  fəzasında rasional koordinatlı  nrrr ,...,, 21  şəklində bütün vektorlar 

çoxluğu hesabidir və nR -də hər yerdə sıxdır. Deməli, nR  separabel fəzadır. 

3) Rasional əmsallı bütün çoxhədlilər çoxluğu hesabidir və  baC ,  kəsilməz 

funksiyalar çoxluğunda hər yerdə sıxdır. Bu isə  baC ,  fəzasının separabel 

olması deməkdir. 

 Qeyd edək ki, bilavasitə tərifindən alınır ki, verilmiş fəzada hesabi  ie  

bazisi varsa, onda həmin fəza separabel fəzadır.  

 İndi isə ortoqonal bazisə malik bəzi fəzaları göstərək: 

1. nR – n  ölçülü evklid fəzasına baxaq.  nxxxx ,...,, 21  və 

 nyyyy ,...,, 21  elementlərinin skalyar hasilini 

  k

n

k

k yxyx 



1

,                                                 (1)   

kimi təyin edək. 

 0,...,0,0,11 e , 

 0,...,0,1,02 e , 

......................... 

 1,...,0,0,0ne . 

vektorları bu fəzanın ortonormal bazisini təşkil edir. İstənilən nRx  

vektorunu yeganə üsulla nnexexexx  ...2211  şəklində ayırmaq olar. 
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 2. 2l  fəzasını götürək. Məlum olduğu kimi bu fəza  ,...,...,, 21 nxxxx   

şəklində 


1

2

k

kx  şərtini ödəyən vektorlardan ibarətdir. 

2, lyx  elementlərinin skalyar hasilini  

  k

k

k yxyx 





1

,                                                 (2) 

kimi təyin edək. (2)-nin sağ tərəfindəki sıranın yığılması Koşi-Bunyakovski 

bərabərsizliyindən alınır 

 ,...0,...,0,0,11 e , 

 ,...0,...,0,1,02 e ,                                            (3) 

 ,...0,...,1,0,03 e ,  

............................. 

vektorları bu fəzada ortonormal bazis təşkil edir. Doğrudan da, bu sistemin 

ortoqonal və normal olmasını bilavasitə tərifdən almaq olar. Bu sistemin tam 

olduğunu göstərək. 

 Tutaq ki,   221 ,...,...,, lxxxx n   istənilən vektordur. 

   ,...0,0,,...,, 21 n
n xxxx   qəbul edək.  

 Göründüyü kimi  nx  vektorları neee ,...,, 21  vektorlarının xətti 

kombinasiyasıdır, yəni  
 

nn
n exexexx  ...2211  

və     

  0
1

2  


nk

k
n xxx , n  

olduqda.  

 Bu isə  ie  sisteminin tam olduğunu göstərir. 

 Deməli,  ie  ortonormal bazisdir. 

 3.  baC ,2  fəzasına baxaq.  ba,  parçasında kəsilməz olan funksiyalar 

çoxluğunda skalyar hasili 

     dxtgtfgf

b

a

,  

bərabərliyi ilə təyin edək. Skalyar hasil aksiomlarının ödənməsini asanlıqla 

yoxlaya bilərik. Bu skalyar hasil vasitəsilə təyin edilən norma  

 
2/1

2














 

b

a

dttff , 

elementlər arasında məsafə isə 
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     
2/1

2
,














 

b

a

dttgtfgf  

kimidir. Yuxarıda göstərilmişdir ki,  ba,  parçasında kəsilməz funksiyalar 

çoxluğu bu məsafəyə nəzərən tam olmayan fəza təşkil edir. Yəni,  baC ,2  tam 

olmayan fəzadır. 

 Bu fəzada müxtəlif ortoqonal sistemlər göstərmək mümkündür. 

Bunlardan ən mühümü  

   
2

1
, 

ab

nt



2
cos , 

ab

nt



2
sin    ,...2,1n ,                           (4) 

triqonometrik sistemidir.  

 Bu sistemin ortoqonallığını asanlıqla yoxlamaq olar. Əgər xüsusi halda 

bu funksiyalar sisteminə   ,  parçasında baxılarsa, uyğun triqonometrik 

sistem  

2

1
, ntcos , ntsin   ,...2,1n  

 Göstərək ki, (4) triqonometrik sistemi tamdır. Doğrudan da, Veyerştrass 

teoreminə görə  ba,  parçasında kəsilməz və parçanın uclarında bərabər 

   bfaf   qiymətlər alan  t  funksiyasını müntəzəm yığılan triqonometrik 

çoxhədlilər ardıcıllığının, yəni (4) sisteminin elementlərinin xətti 

kombinasiyalarının limiti şəklində göstərmək olar. Aydındır ki, həmin 

ardıcıllıq  baC ,2 fəzasının normasına görə də  t  funksiyasına yığılan olar. 

Yəni  baC ,2  fəzasının hər bir elementini bu fəzanın normasının doğurduğu 

məsafəyə nəzərən (4) sisteminin elementlərinin xətti kombinasiyaları vasitəsilə 

istənilən dəqiqliklə yaxınlaşdırmaq olar. Bu isə həmin sistemin tamlığını 

göstərir.  

 

 

13.4. Bessel bərabərsizliyi. 

Qapalı ortoqonal sistemlər 

 Əvvəlcə fərz edək ki, nRH   n  ölçülü evklid fəzasıdır. Fəzanın hər 

hansı neee ,...,, 21  ortonormal bazisini götürək. Onda istənilən n
n Rx   

elementini  





n

k

kkexx
1

,  kk exx , , nk ,....,2,1  

şəklində göstərə bilərik.  

İndi fərz edək ki, H  sonsuz ölçülü fəzadır. Bu fəzada ,...,...,, 21 n  

ortonormal vektorlar sistemini və istənilən Hf   elementini götürək. f  
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elementinə  kk fc , , ,...2,1k  ədədlər ardıcıllığını qarşı qoyaq. Bu 

ədədlərə f  elementinin  k  sisteminə nəzərən koordinatları və ya Furye 

əmsalları deyilir.  

k

k

kc 


1

                                                      (1) 

sırasına f  elementinin  k sisteminə görə Furye sırası deyilir. 

 Aşağıdakı suallar ortaya çıxır: (1) sırası yığılandırmı, yəni (1) sırasının 

xüsusi cəmlər ardıcıllığının H  fəzasındakı məsafəyə görə limiti varmı? (1) 

sırası yığılan olduğu halda onun cəmi verilmiş f  elementi ilə üst-üstə 

düşürmü? 

 Bu sualları aydınlaşdırmaq üçün əvvəlcə aşağıdakı məsələyə baxaq: 

verilmiş n  üçün k   nk ,...,2,1  əmsallarını elə seçin ki, f  elementinin 

k

n

k

knS 



1

                                                (2) 

cəmindən məsafəsi ən kiçik olsun.  k  sisteminin ortoqonallığından istifadə 

edərək nSf   fərqini hesablayaq. 

  nnn SfSfSf ,
2

 











  

 

n

k

n

k

kkkk ff
1 1

,   

  























 



n

j

jj

n

k

kk

n

k

kkfff
111

,,2,   

 



n

k

kk

n

k

k

n

k

k

n

k

kk ccfcf
1

2

1

22

1

2

1

2
2   

Göründüyü kimi bu ifadə ən kiçik qiymətini yalnız kk c   nk ,...,2,1  

olduqda alar. Bu halda  





n

k

kn cfSf
1

222
                                       (3) 

Yəni verilmiş n  üçün (2) şəklində cəmlər içərisində f  elementindən ən az 

meyl edən f -ə uyğun Furye sırasının xüsusi cəmləridir.  

 0
2
 nSf  olduğunu nəzərə alsaq 

2

1

2 fc
n

k

k 

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olar. Burada n  istənilən natural ədəddir və bərabərsizliyin sağ tərəfi n -dən 

asılı deyildir. Ona görə də 


1

2

k

kc  sırası yığılandır və   

2

1

2 fc
k

k 




.                                                  (4) 

(4) bərabərsizliyi Bessel bərabərsizliyi adlanır. 

 Həndəsi olaraq Bessel bərabərsizliyi f  vektorunun qarşılıqlı ortoqonal 

olan istiqamətlərdə proyeksiyalarının kvadratları cəminin vektorun 

uzunluğunun kvadratını aşmadığını göstərir.  

 Xüsusi halda (4) bərabərsizliyində bərabərlik halı olarsa, 

2

1

2 fc
k

k 




.                                                  (5) 

Bu bərabərlik Parseval bərabərliyi adlanır.  

 Tərif. Əgər istənilən Hf   elementi üçün (5) Parseval bərabərliyi 

ödənərsə, bu halda  k  ortonormal sisteminə qapalı sistem deyilir.  

 Yuxarıda aldığımız (3) bərabərliyindən alınır ki,  k  sisteminin 

qapalılığı və istənilən Hf   elementinin n

n

nc 


1

 Furye sırasının xüsusi 

cəmlərinin f  elementinə yığılması eynigüclüdür.  

 Aşağıdakı mühüm teorem doğrudur. 

 Teorem 1. Separabel H  fəzasında ortonormal sistemin qapalı olması 

üçün zəruri və kafi şərt bu sistemin tam olmasıdır.  

 İsbatı. Zərurilik. Tutaq ki,  n  qapalı sistemdir. Onda istənilən 

Hf   elementi üçün onun Furye sırasının xüsusi cəmləri ardıcıllığı f  

elementinə yığılır. Bu o deməkdir ki,  n  sisteminin xətti kombinasiyaları H -

da hər yerdə sıxdır, yəni sistem tamdır. 

 Kafilik. Tutaq ki,  n  tam sistemdir. Onda istənilən Hf   elementini 

 n  elementlərinin 


n

k

kk

1

  xətti kombinasiyaıarı vasitəsilə istənilən 

dəqiqliklə yaxınlaşdırmaq olar. Yuxarıda gördüyümüz kimi k

n

k

kc 
1

 xüsusi 

cəmlərinin f  elementindən meyli digər xətti kombinasiyalarından daha kiçik 

olduğundan k

k

kc 


1

 cəminin f -ə yığıldığını alırıq. Bu halda Parseval 

bərabərliyi doğrudur. Teorem isbat olundu.  
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 Yuxarıda alınmış Bessel bərabərsizliyindən çıxır ki, ortonormal sistemə 

görə istənilən f  elementinə uyğun Furye sırasının ,...,...,, 21 nccc  əmsallarının 

kvadratalarından düzəlmiş  




1

2

k

kc                                                        (6) 

sırası həmişə yığılan sıradır. Bu onu göstərir ki, (6) sırasının yığılan olması 

,...,...,, 21 nccc  ədədlərinin hər hansı Hf   elementinin Furye əmsalları olması 

üçün zəruri şərtdir. İsbat etmək olar ki, H  tam fəza olduğu halda (6) sırasının 

yığılan olması ,...,...,, 21 nccc  ədədlərinin hər hansı Hf   elementinin Furye 

əmsalları olması üçün həm də kafi şərtdir.  

 Aşağıdakı teorem doğrudur. 

 Teorem 2. (Riss-Fişer). Tutaq ki,  n  Hilbert fəzasında istənilən 

ortonormal sistem, ,...,...,, 21 nccc  isə  




1

2

n
kc  

şərtini ödəyən ədədlərdir.  

 Onda elə Hf   elementi vardır ki,  kk fc , , ,...2,1k  və 

  2

1

2 , fffc
k

k 




. 

 İsbatı. k

n

k

kn cf 



1

 qəbul edək. Onda alarıq: 

 

2

11

2
... pnpnnnnpn ccff   

0
1

2

1

2  






 nk
k

pn

nk
k cc , n  

Deməli,  nf  fundamental ardıcıllıqdır. H  tam fəza olduğu üçün  nf  

ardıcıllığı hər hansı Hf   elementinə yığılır.  

 Aşağıdakı bərabərliyi götürək: 

     inini ffff  ,,,                                    (7) 

in   olduğu halda  

  i

n

k

ikkin ccf 









 

1

,,   

Digər tərəfdən  

  inin ffff   ,  

olduğundan  
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  0,lim 


in
n

ff   

alırıq. 

 (7) bərabərliyinin sol tərəfi n -dən asılı deyildir. Ona görə də n  

şərtində limitə keçsək 

  ii cf ,  

alarıq. Yəni ic  ədədləri Hf   elementinin Furye əmsallarıdır.  

 n  olduqda 0 nff  şərtindən isə  

     ffc
k

k ,
1

2 




                                              (8) 

olmasını asanlıqla almaq olar.  

 Doğrudan da  

  









 



n

k

kk

n

k

kknnn cfcfffffff
11

2
,,   

  0,
1

2  


n

k

kcff  

münasibətindən (8) bərabərliyi alınır. Teorem isbat edildi. 

 Aşağıdakı mühüm teoremi də qeyd edək.  

 Teorem 3. Tam separabel H  fəzasında  n  ortonormal sisteminin tam 

olması üçün zəruri və kafi şərt, H  fəzasında  n  sisteminin bütün 

elementlərinə ortoqonal olan sıfırdan fərqli elementin olmamasıdır.  

 İsbatı. Tutaq ki,  n  sistemi tamdır. Onda sistem eyni zamanda qapalı 

sistemdir. Əgər hər hansı Hf   elementi  n  sisteminin bütün elementlərinə 

ortoqonal olarsa, onun bütün Furye əmsalları sıfra bərabər olar. Bu halda 

Parseval bərabərliyinə görə alarıq: 

0
1

22




k

kcf , 

buradan 0f .  

 İndi tutaq ki,  n  sistemi tam deyildir. Onda H  fəzasında elə 0g  

elementi vardır ki,  

2

1

2 gc
k

k 




, burada  kk gc ,  

Bu halda Riss-Fişer teoreminə görə elə Hf   elementi vardır ki,  kk fc ,  

və 





1

22

k

kcf . 
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      0,,,  kkk gfgf   olduğu üçün gf   elementi  i  sisteminin 

bütün elementlərinə ortoqonaldır.  

2

1

22
gcf

k

k 




 

bərabərsizliyindən 0 gf  olduğunu alırıq. 

 Yəni sistem tam olmadığı halda bütün i  elementlərinə ortoqonal olan 

element vardır. Teorem isbat edildi. 

 

 

13.5. Hilbert fəzalarının izomorfluğu 

 Tutaq ki, R  və *R  Evklid fəzalarıdır. Tərifə görə iki Evklid fəzası o 

zaman izomorf adlanır ki, bu fəzalar arasında elə qarşılıqlı birqiymətli 

uyğunluq yaratmaq mümkün olsun ki, 
*xx  , *yy  ,  Ryx , ;  ***, Ryx   

olduqda  
** yxyx   

*xx    

və 

   **,, yxyx  . 

Göründüyü kimi, Evklid fəzalarının izomorfluğu elə qarşılıqlı birqiymətli 

uyğunluqdur ki, bu zaman fəzalarda təyin edilmiş həm xətti əməllər, həm də 

sklayar hasil saxlanılır.  

 Məlum olduğu kimi bütün n -ölçülü evklid fəzaları bir-birinə 

izomorfdur. Eyni zamanda bütün n -ölçülü evklid fəzaları nR  fəzasına 

izomorfdur.  

 Qeyd edək ki, bu fakt sonsuz ölçülü fəzalar üçün doğru deyildir. Sonsuz 

ölçülü fəzalar bir-birinə izomorf olmaya da bilər. Məsələn, 2l  və  baC ,2  

fəzaları izomorf ola bilməzlər, çünki 2l  tam,  baC ,2  isə tam olmayan 

fəzalardır.  

 Buna baxmayaraq aşağıdakı mühüm teorem doğrudur.  

 Teorem. İstənilən iki separabel Hilbert fəzaları bir-birinə 

izomorfdurlar.  

 İsbatı. Göstərək ki, istənilən separabel H  Hilbert fəzası 2l  fəzasına 

izomorfdur. Bu nəqsədlə H  fəzasında istənilən tam ortonormal  n  sistemini 

götürək və hər bir Hf   elementinə qarşı onun  n  sisteminə görə 

,...,...,, 21 nccc  Furye əmsallarını qarşı qoyaq. Parseval bərabərliyinə görə 
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


1

2

k

kc  olduğundan   221 ,...,...,, lcccc n  . Əksinə, Riss-Fişer teoreminə 

görə    221 ,...,...,, lccc n   elementinə qarşı elə Hf   vardır ki,  ,...,...,, 21 nccc  

ədədləri bu elementin Furye əmsallarıdır. Bu qayda ilə H  və 2l  fəzaları 

arasında düzəlmiş uyğunluq qarşılıqlı birqiymətli uyğunluqdur.  

 Əgər  

 

 ,...,...,,

,...,...,,

21

21

n

n

dddg

cccf




 

olarsa, onda  

 ,...,...,, 2211 nn dcdcdcgf   

və 

 ,...,...,, 21 ncccf    

Nəhayət, Parseval bərabərliyindən istifadə edərək 

  





1

,
n

nndcgf                                                  (1) 

olduğunu göstərə bilərik. Doğrudan da  

2

1

2 fc
n

n 




, 
2

1

2 gd
n

n 




                                      (2) 

olduğunu nəzərə alsaq, yaza bilərik: 

        gggfffgfgf ,,2,,  

     




2

1

22
,2

n

nn dcggff  

 













1

2

1 1

2 2
n

n

n n

nnn ddcc  

Bu bərabərlikdən (2) şərtlərini nəzərə alsaq, (1) bərabərliyini alarıq. Beləliklə, 

H  və 2l  arasındakı uyğunluğun izomorfizm olduğunu alırıq.  

 

 

13.6. Hilbert fəzasında altfəza, ortoqonal 

    tamamlayıcı və düz cəm anlayışları 

 

 I. Tutaq ki, H  hər hansı  Hilbert fəzasıdır. Əgər HL  çoxluğunun 

istənilən Lyx ,  elementləri və istənilən  ,  həqiqi ədədləri üçün 

Lyx   olarsa, bu halda L  çoxluğu H  fəzasında xətti çoxobrazlı adlanır. 

Qapalı xətti çoxobrazlı altfəza adlanır. Hilbert fəzasında altfəzalara bəzi 

misallar göstərək.  
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 1. Tutaq ki, Hh  hər hansı elementdir. H  fəzasının h  elementinə 

ortoqonal olan bütün Hf   elementləri çoxluğu altfəza təşkil edir.  

  0,,:  hfHffL . 

 2. 2lH   olsun. Məlum olduğu kimi bu fəza  ,...,...,, 21 nxxxx  , 




1

2

k

kx  şərtini ödəyən ardıcıllıqlardan təşkil edilmişdir. 21 xx   şərtini 

ödəyən bütün elementlər çoxluğu altfəza təşkil edir.  

  21212 ,,...,...,,,: xxxxxxlxxL n   

 3. 2lH   götürək. 2l  fəzasının 0nx , ,...6,4,2n şərtini ödəyən bütün 

elementləri çoxluğu altfəza təşkil edir. 

 ,...6,4,2,0,: 2  nxlxxL n  

 4.  1,02LH  .        












 
1

0

2 0,1,0; dttfLtftfL  

çoxluğu altfəza təşkil edir.  

 5. 2lH  . Qeyd olunmuş n  natural ədədi üçün  

 








 


n

k

kn xxxxxlxxL
1

212 0,,...,...,,,:  

çoxluğu altfəza təşkil edir.  

 Göstərilən misallarda L  çoxluğunun altfəza təşkil etməsini bilavasitə 

tərifdən istifadə etməklə yoxlamaq olar.  

 Qeyd edək ki, hər bir hilbert fəzasında istənilən altfəza ya sonlu ölçülü 

evklid fəzasıdır, ya da bu altfəza özü də hilbert fəzasıdır. Hilbert fəzalarında 

altfəzalar istənilən normalaşmış fəzaların altfəzalarında olmayan bir çox 

xassələrə malikdirlər. Bütün bu xassələr Hilbert fəzasında skalyar hasilin və 

elementlərin ortoqonallığı anlayışlarının olması ilə əlaqədardır.  

 II. Tutaq ki, HL  hər hansı altfəzadır. L  ilə H  Hilbert fəzasının elə 

Hg  elementləri çoxluğunu işarə edək ki, bu elementlər bütün Lf   

elementlərinə ortoqonal olsun, yəni  

  LffgHggL  ,0,,: . 

Göstərək ki, L – altfəza təşkil edir.  

 İstənilən Lgg 21,  üçün     0,, 2  fgfg , Lf   olduğundan 

  0,2211  fgg   olması alınır. Buradan L -ın xətti çoxobrazlı olmasınnı 

alırıq.  

 Göstərək ki, L – qapalıdır. Lgn  götürək, fərz edək ki, ggn
n




lim . 

Onda istənilən Lf   üçün  
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    0,lim, 


fgfg n
n

, Lg . 

Alırıq ki, L – altfəzadır. L  altfəzası L  altfəzasının ortoqonal tamamlayıcısı 

adlanır. 

 Aşağıdakı teorem doğrudur. 

 Teorem. Əgər L  H  Hilbert fəzasının xətti qapalı altfəzası isə, onda 

istənilən Hf   elementini yeganə üsulla hhf  , Lh ,  Lh  şəklində 

göstərmək olar.  

 İsbatı. L  altfəzasında hər hansı  n  ortonormal sistemini götürək və  







1n

nnch  ,  nn fc ,  

qəbul edək. 

 Bessel bərabərsizliyinə görə 


1

2

n

nc  sırası yığılan olduğundan belə h  

elementi vardır və Lh . hfh   elementini götürək. İstənilən n  üçün  

      0,,,,
1











 





nn

n

nnnnnn cccfhfh  . 

L  altfəzasına daxil olan istənilən   elementini  

n

n

na  





1

 

şəklində ayırmaq mümkün olduğu üçün buradan  

    0,,
1

 




n

n

n hah  . 

Onda  Lh  alırıq. Bu halda hhf  , Lh ,  Lh  olar. Bu ayrılışın 

yeganəliyini göstərək. Fərz edək ki, başqa bir 11 hhf  , Lh 1 ,  Lh1  

ayrılışı da vardır. İstənilən n  üçün  

    nnn cfh   ,,  

olduğundan hh 1 , hh 1  alırıq. Yəni ayrılış yeganədir. Teorem isbat olundu. 

 Bu teoremdən çox mühüm aşağıdakı nəticələr alınır.  

 Nəticə 1. L  altfəzasının ortoqonal tamamlayıcısının ortoqonal 

tamamlayıcısı L  altfəzası ilə üst-üstə düşür.  

 Bu nəticə onu göstərir ki, H  fəzasının qarşılıqlı ortoqonal tamamlayıcı 

altfəzalarından danışmaq olar. Əgər L  və L  iki qarşılıqlı ortoqonal 

tamamlayıcı altfəzalar və  n ,  n  uyğun olaraq bu altfəzalarda tam 

ortonormal sistemlər isə, onda bu sistemlərin birləşməsindən alınan sistem 

bütün H  fəzasında tam ortoqonal sistem olar. Ona görə də aşağıdakı nəticə də 

doğrudur.  
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 Nəticə 2. Hər bir ortonormal sistem bütün H  fəzasında tam olan 

sistemə kimi tamamlana (genişlənə) bilər.  

 III. Yuxarıda göstərdik ki, hər bir Hf   elementini hhf  , Lh , 

 Lh  şəklində göstərmək olar. Bu halda deyirlər ki, H  fəzası qarşılıqlı 

ortoqonal L  və L  altfəzalarının düz cəminə ayrılmışdır və bunu  LLH  

kimi işarə edirlər.  

 Aydındır ki, düz cəm anlayışını sonlu və ya hesabi sayda altfəzalar üçün 

də ümumiləşdirmək olar: 

 Tərif. Əgər H  fəzasının ,...,...,, 21 nLLL  altfəzaları cüt-cüt ortoqonal 

isə, yəni ji   olduqda iL  altfəzasının istənilən vektoru jL -nın istənilən 

vektoruna ortoqonal isə və istənilən Hf   elementini  

iin Lhhhhf  ...,...21                                     (1)   

şəklində göstərmək olarsa, onda deyirlər ki, H  fəzası ,...,...,, 21 nLLL  

altfəzaların düz cəminə ayrılmışdır və bunu  

......21  nLLLH  

kimi işarə edirlər.  

 Əgər iL altfəzalarının sayı sonsuz olarsa, bu halda 


1

2

i

ih  sırası 

yığılandır və  





n

i

ihf
1

22
. 

 Qeyd edək ki, Hf   elementinin (1) ayrılışı yeganədir.  

  

 

13.7. Evklid fəzası olmayan normalaşmış 

fəzalar haqqında 

 

 Yuxarıda qeyd etdik ki, hər bir Evklid (Hilbert) fəzasında elementin 

normasını skalyar hasil vasitəsilə təyin etmək olar və bu zaman həmin fəza 

normalaşmış fəza quruluşuna malik olar. İndi isə bu məsələnin tərsi olan 

məsələyə baxaq. Hər hansı normalaşmış fəzada norma hansı şərtləri ödəməlidir 

ki, bu fəza Evklid fəzasına çevrilsin, başqa sözlə bu fəzada norma hər hansı 

skalyar hasil vasitəsilə təyin olunsun.  

 Ümumiyyətlə, Evklid fəzalarını bütün normalaşmış fəzalar sinfində 

necə xarakterizə etmək olar. Bu suala aşağıdakı teorem cavab verir.  

 Teorem. X  normalaşmış fəzasının Evklid fəzası olması üçün zəruri və 

kafi şərt istənilən Xyx ,  üçün  

 2222
2 yxyxyx                                       (1) 
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bərabərliyinin ödənməsidir.  

yx  və yx  tərəfləri x  və y  olan paraleloqramın diaqonallarını 

göstərdiyindən (1) bərabərliyi Evklid fəzalarında paraleloqramın məlum 

xassəsini ifadə edir: paraleloqramın diaqonallarının kvadratları cəmi onun 

bütün tərəflərinin kvadratları cəminə bərabərdir. 

Bu teoremdən alınır ki, əgər hər hansı normalaşmış fəzada (1) 

bərabərliyi ödənməzsə, onda bu fəza Evklid fəzası ola bilməz.  

Misallara baxaq: 

1. n -ölçülü n
pR  fəzasını götürək. Bu fəzada elementin norması 

   

p
n

k

p

kp
xx

/1

1










 



 

kimi təyin edilir. 1p  olduqda normanın bütün aksiomları ödənilir. Yəni bu 

fəzalar normalaşmış fəzalardır. Amma bu fəzalar yalnız 2p  olduqda evklid 

fəzası olar. Doğrudan da,  0,...,0,1,1x  və  0,...,0,1,1y  elementlərini 

götürək. 

 0,...,0,0,2 yx  

 0,...,0,2,0 yx  

Buradan  
p

pp
yx /12 ,  2

pp
yxyx  

Göründüyü kimi, (1) paraleloqram bərabərliyi yalnız 2p  olduqda ödənir. 

2p  hallarında isə ödənmir. Deməli, 2p  olduqda n
pR  fəzaları evklid fəzası 

deyildirlər. 

 2. 








2
,0


C  fəzasına baxaq.   ttf cos ,   ttg sin  1 gf  

2sincosmax
2/0




ttgf
t 

 

1sincosmax
2/0




ttgf
t 

 

Buradan alırıq ki,  2222
2 gfgfgf  . Ona görə də 









2
,0


C  

fəzasında norma heç bir skalyar hasil vasitəsilə verilə bilməz. Ümumiyyətlə, 

 baC ,  fəzası Evklid fəzası deyildir.  
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13.8. Hilbert fəzalarına aid məsələ həlli nümunələri 

və tapşırıqlar 

 

 1. Ədəd oxu üzərində skalyar hasili aşağıdakı qayda ilə təyin etmək 

olarmı?  

a)   xyyx ,    b)   3, xyyx     v)   xyyx 5,    d)   yxyx ,  

 2. Tutaq ki, V  müstəvi üzərində vektorlar çoxluğudur. 

 21,aaa 


,  21,bbb 


 vektorlarının skalyar hasilini aşağıdakı qayda ilə təyin 

etmək olarmı? 

a)   11, baba 


;   b)   2211, bababa 


;  v)    2211 2, bababa 


 

q)   12212211 2, bababababa 


;  

d)     2
2

2
1

2
2

2
1, bbaaba 


 

 3. İsbat edin ki, skalyar hasilin 4) aksiomu digər aksiomlardan asılı 

deyildir. Yəni, göstərin ki, verilmiş E  xətti fəzasında elə skalyar hasil təyin 

etmək olar ki, 1)-3) aksiomları ödənər, amma 4) aksiomu ödənməz. 

 İsbatı. E  fəzası olaraq müstəvi üzərindəki vektorlar çoxluğunu götürək 

və skalyar hasili   3cos, baba 


 bərabərliyi ilə təyin edək. Burada   a


 və 

b


 vektorları arasındakı bucaqdır.   0,
2
 aaa


,   00,  aaa


 və 

   abba


,,   olması aydındır.  

 Göstərək ki,    baba


,,    doğrudur. 0  olduqda bu bərabərlik 

ödənir. 0  oldudqda a


  və b


 vektorları arasındakı bucaq  -ya bərabər 

olduğundan yenə də 3) xassəsi doğrudur.  

 Tutaq ki, 0 . Bu halda a


  və b


 arasındakı bucaq    olar. Ona 

görə də  

      33 coscos, bababa


 

 baba


,cos3   . 

Alırıq ki, 3) aksiomu  -nın bütün qiymətlərində 

ödənir. Deməli, 1), 2), 3) aksiomları ödənilir. 

Göstərək ki, elə cba


,,  vektorları vardır ki, 4) 

aksiomu ödənmir.  

Şəkildə göstərilən cba


,,  vahid vektorlarını götürək.  

Bu halda alarıq: 

  2,  cba


, 

 
22

1

4
cos, 3 


ca


,  
22

1
, cb


. 

ba


  

x  

y  

a


 

b


 
c

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Göründüyü kimi 

     cbcacba


,,,  . 

 4. Göstərin ki, skalyar hasilin ikinci aksiomu     xyyx ,,   digər 

aksiomlardan asılı deyildir.  

 Göstəriş. Həqiqi ədədlər çoxluğunda   3, xyyx   skalyar hasili təyin 

etməli.  

 5. Göstərin ki, skalyar hasilin birinci aksiomu (   0, xx , 

  00,  xxx ) digər aksiomlardan asılı deyildir.  

 Göstəriş. Müstəvi üzərində vektorlar çoxluğunda   11, baba 


 skalyar 

hasili təyin etməli.  

 6.  1,0C  normalaşmış fəzasının Evklid fəzası olmadığını göstərin. 

 Həlli.  1,0C -in Evklid fəzası olması üçün paraleloqram bərabərliyinin 

ödənilməsi zəruri şərtdir.   1 xxf  və   2xxg   funksiyalarını götürək. 

     1,0, Cxgxf   olması aydındır.  

  2max
10




xff
x

,     1max
10




xgg
x

. 

    12  xxxgxf ,   12  xxxg , 

31max 2

10



xxgf

x
 

4

5
1max 2

10



xxgf

x
 

Paraleloqram xassəsinə görə 

 2222
2 gfgfgf   

olmalıdır, amma  

1242
16

25
9   

olduğundan paraleloqram xassəsi ödənilmir. Deməli,  1,0C  evklid fəzası 

deyildir.  

 7.  ,02L  fəzasında   xxf sin ,   xxg   funksiyaları arasındakı 

bucağı tapın.  

 Həlli. 
 

gf

gf ,
cos   olduğuna görə əvvəlcə  gf , , f  və g -ni 

tapaq.  

  







  0
0

0
0

sincoscossin, xxdxxxdxxxgf  
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22

2cos1
sin

00

22 





  dx
x

xdxf , 
2


f , 

33

3

0

3

0

22 


 
x

dxxg , 
3

3
g , 






6

32

cos
3
 , 




6
arccos . 

 8. Göstərin ki, skalyar hasil təyin edilmiş istənilən E  fəzasında Apollon 

eyniliyi adlanan  
2

222

2
2

2

1 yx
zyxyzxz


  

bərabərlyi doğrudur.  

 Həlli. uxz  ,  yz  işarə edək. Eu ,  üçün paraleloqram 

xassəsini yazaq. 

 2222
2   uuu  

Əgər xyu  ,  yxzu  2  olduğunu nəzərə alsaq, yaza bilərik: 

  
2222

2
2

1
yxyxzyzxz  

2
22

2

2
2

2

1

2
4

2

1 yx
zyxyx

yx
z




















  

 9. İsbat edin ki, x  və y  elementlərinin ortoqonal olması üçün zəruri və 

kafi şərt, istənilən   və   ədədləri üçün 
222

yxyx    

bərabərliyinin ödənilməsidir.  

 10. Tutaq ki, X – həqiqi normalaşmış fəzadır və istənilən Xyx ,  

elementləri üçün paraleloqram bərabərliyi ödənilir:  

 2222
2 yxyxyx   

 Göstərin ki, bu halda  

   22

2

1
, yxyxyx   

bərabərliyi X  fəzasında skalyar hasil təyin edir və   2
, xxx   doğrudur. 

 11. Tutaq ki, X – kompleks xətti normalaşmış fəzadır və istənilən 

Xyx ,  üçün paraleloqram bərabərliyi ödənir: 

 2222
2 yxyxyx   
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Isbat edin ki,  

     2222

4

1

4

1
, iyxiyxyxyxyx   

bərabərliyi X  fəzasında skalyar hasil təyin edir və bu zaman   2
, xxx   

doğrudur, yəni fəzanın norması skalyar hasillə uzlaşır.  

 12.  ba,  parçasında kəsilməz diferensiallanan funksiyalardan ibarət 

 baH ,
~

1  xətti fəzasında skalyar hasili  

          dttgtftgtfgf

b

a

 ,  

kimi təyin edək.  baH ,
~

1  Hilbert fəzasıdırmı? 

 13.  ,...,...,, 21 nxxxx    Rxk  , 


1

2

k

kx  şərtini ödəyən 

ardıcıllıqlardan ibarət xətti fəzada  

  k

k

kk yxyx 





1

,  , Rk  , 10  k  

şəklində skalyar hasil təyin edək. Alınmış evklid fəzası Hilbert fəzasıdırmı? 

 Həlli. Bu halda H  Hilbert fəzası olmaya da bilər, çünki H  tam 

olmayan fəzadır. Doğrudan da, tutaq ki, 


1k

k  yığılan sıradır. Onda istənilən 

0  üçün elə N  nömrəsi vardır ki,  


 1Nk

k . 













 

n

nx ,...0,0,1,...,1,1  

ardıcıllığını götürək. Nnm ,  oduqda  nm xx , yəni  nx  fundamental 

ardıcıllıqdır, amma nx  yığılan ardıcıllıq deyildir. Deməli, H  tam deyildir, yəni 

Hilbert fəzası deyildir.    

 16. Tutaq ki,  Nnen   H  Hilbert fəzasında ortonormal sistem, n – 

isə həqiqi və ya kompleks ədədlər ardıcıllığıdır. İsbat edin ki, k

k

ke


1

  sırası 

yalnız və yalnız o zaman yığılar ki, 


1

2

k

k  olsun. 

 17. Tutaq ki, ,...,...,, 21 nxxx  və ,...,...,, 21 nyyy  H  Hilbert fəzasına daxil 

olan və  

 









olduqda0,

olduqda,1
,

ji

ji
yx ii  
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şərtini ödəyən elementlər sistemidir. (Bu şərti ödəyən sistemlər biortoqonal 

sistemlər adlanır). 

 İsbat edin ki, bu sistemlərdən hər biri xətti asılı olmayan sistemdir.  

 18. Tutaq ki, nx  və ny  H  Hilbert fəzasında qapalı  01S  kürəsinə daxil 

olan və n  olduqda   1, nn yx  şərtini ödəyən ardıcıllıqlardır. Göstərin ki, 

n  olduqda 0 nn yx  doğrudur.  

 19.  ,0  intervalında kəsilməz və   


 dtetf t

0

2
 şərtini ödəyən 

funksiyalardan ibarət xətti fəzada skalyar hasili  

      dtetgtfgf t



0

,  

bərabərliyi ilə təyin edək. 

a) skalyar hasilin bütün aksiomlarının ödənildiyini göstərin. 

b) B) ,...,,1 2tt  xətti asılı olmayan funksiyalar sisteminin 

ortoqonallaşmasından alınan sistemin birinci üç çoxhədlisini tapın.  

20. 2l  fəzasında  








 


1

212 0:,...,,
k

kxxxxlxM  çoxluğunun 2l -

də hər yerdə sıx xətti çoxobrazlı olduğunu göstərin. 

21.  ,02L  fəzasında   xxf sin  və   xxg   elementləri arasında 

bucağı tapın. 

22.  1,12 L  fəzasında   01 xf ,   12 xf ,   xxf 3  elementlərinin 

əmələ gətirdiyi üçbucağın bucaqlarını tapın.  

23. İsbat edin ki,  1,02L  fəzasında  

     












  0:1,0

1

0

2 dxxfLxfM  

çoxluğu altfəza təşkil edir.  

 24. İsbat edin ki,   nx
n xenxf  2   ,...2,1n  ardıcıllığı istənilən  0x  

üçün   0xf  funksiyasına nöqtəvi yığılır, amma orta kvadratik mənada 

yığılmır. 

 25.   10 xf ,   11 xf ,   2
2 xxf  ,   3

3 xxf   elementlərini  1,02L  

fəzasında ortoqonallaşdırın.  
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 26. Tutaq ki,  ,...,...,, 21 n  , 0n , Nn  qeyd olunmuş 

ədədlər ardıcıllığıdır. ,2l  ilə 




2

1

n

n

n x  şərtini ödəyən bütün 

 ,...,...,, 21 nxxxx   ardıcıllıqlar çoxluğunu işarə edək. Göstərin ki,  

1) ,2l  çoxluğu   nn

n

n yxyx 





1

,   (  ,...,...,, 21 nyyyy  ) skalyar hasilinə görə 

separabel hilbert fəzası təşkil edir. 

2) nn  , 2nn   və n
n e  olduğu hallarda ,2l  fəzasında ortonormal 

bazis qurun. 

 Həlli. 1)  22

2
nn

n
nnn yxyx 


  bərabərsizliyinə görə nn

n

n yx


1

  

sırası mütləq yığılandır. 

 Skalyar hasilin aksiomlarının ödənməsini asanlıqla yoxlamaq olar. 

Göstərək ki, ,2l  tam fəzadır.         ,...,...,, 21
k

n
kkk xxxx   fundamental 

ardıcıllığını götürək. Onda tərifə görə istənilən 0  ədədi üçün elə 0N  

nömrəsi vardır ki, 0Nm  , 0Ns   üçün  

    2
2

1

 




s
n

m
n

n

n xx . 

Onda istənilən Nr  natural ədədi üçün  

    2
2

1

 


s
n

m
n

r

n

n xx .                                        (*) 

Burada istənilən Nn  üçün  
     s

n
m

n xx  

olduğundan  
n

k
n

k
xx 


lim  limitinin olduğunu alırıq. (*) bərabərsizliyində 

s  şərtində limitə keçsək  

    2
2

1

 


s
n

m
n

r

n

n xx     0Nm   

alarıq. Sonuncu bərabərsizlik r -in istənilən qiymətlərində doğru olduğundan  

  2
2

1

 


n
m

n

r

n

n xx  
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yaza bilərik. Onda   2

1

m
n

r

n

n x


  və    2

1

n
m

n

r

n

n xx 


  sıralarının yığılan 

olmasından və    222
2 baba   bərabərsizliyindən 

2

1

n

r

n

n x


  sırasının 

yığılan olmasını alarıq. Bu onu göstərir ki,   ,221 ,...,...,, lxxxx n  . 0  

istənilən müsbət kiçik ədəd olduğundan (**) bərabərsizliyindən  

    0limlim
2

1

2

,2

 


n

k

n

r

n
n

kl

k

k
xxxx 



 

olduğunu alırıq. Deməli, ,2l – tam fəzadır. ,2l  fəzasının separabel olmasını 

aşağıdakı mühakimədən almaq olar. Əgər sonlu sayda koordinatları sıfırdan 

fərqli olan vektorlar çoxluğunu götürsək, belə ki, bu koordinatlar rasional 

ədədlərdir, onda həmin çoxluq ,2l -da hər yerdə sıx, hesabi çoxluq olar.  

2) Tutaq ki, nn  , Nn . Göstərək ki, 







 ,...0,

1
,0,...,0,0

n
en  sistemi ,2l  

fəzasında ortonormal bazis təşkil edir. Daxil edilmiş skalyar hasilə nəzərən ne  

sisteminin ortonormal olduğunu bilavasitə yoxlamaq olar. Göstərək ki,  ne  

sistemi tamdır, yəni ,2lx  elementini 





1n

nnecx ,   nnn xnexc  , , 

 ,...,...,, 21 nxxxx   şəklində ayırmaq olar.  

 Doğrudan da   ,...0,,...,, 21

1

k

k

n

nn xxxec 


 olduğundan  

   



 ,...,,0,...0,0 21

1

kk

k

n

nn xxecx  

0

2/1

2

1











 





n

kn

xn , k , 

(yığılan sıranın qalıq sırası olduğuna görə). 

 Beləliklə,  








11

lim
n

nn

k

n

nn
k

ececx , 

burada nn xnc  – x  elementinin Furye əmsallarıdır. Bununla da  ne  

sisteminin tam ortonormal sistem olması alınır.  
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 Analoji olaraq isbat etmək olar ki, 2nn   olduqda 


















,...0,
1

,0,...,0

1
n

e

n

n   vektorlar sistemi, n
n e  olduğu halda isə 


















,...0,,0,...,0 2

1

n

n

n ee   sistemi ,2l  fəzasında ortonormal bazis təşkil edir.  

 27. Tutaq ki, L – H  Hilbert fəzasında hər hansı xətti çoxobrazlıdır. 

İsbat edin ki, HL   olması üçün zəruri və kafi şərt  0L  olmasıdır.  

 İsbatı. Tutaq ki,  0L , yəni istənilən Ly  üçün   0, yx  isə, onda 

0x  şərti ödənilir. Bu halda göstərək ki, L  H  fəzasında hər yerdə sıxdır. 

Əksini fərz edək. Fərz edək ki, L  çoxluğu H -da hər yerdə sıx deyil, yəni 

HL  . Onda elə Hx 0  vardır ki, Lx 0 . L  altfəza olduğu üçün və Lx 0  

olduğundan 000 zyx  , Ly 0 , Lz0  ortoqonal ayrılışı vardır. Belə ki, 

Lx 0  olduğu üçün 00 z . 

 Digər tərəfdən istənilən  üçün   0,0 yz  olmalıdır. Xüsusi halda Ly  

olduqda da   0,0 yz  ödənməlidir. Bu halda şərtə görə 00 z  olmalıdır. 

Alınmış ziddiyyət fərziyyənin doğru olmadığını göstərir. Deməli, HL   

olmalıdır. Əksinə, indi fərz edək ki, HL  . Tutaq ki, elə Hz 0  vardır ki, 

Lz 0 . HL   olduğundan elə   Lyn   ardıcıllığı vardır ki, 0zyn  , 

n . Skalyar hasilin kəsilməz olmasına əsasən alırıq ki, 

   000 ,,0 zzzyn  . Buradan   0, 00 zz , 00 z  alırıq.    

 28. İsbat edin ki, 







 ,...

2

1
,

2

1
,

2

1
,1

32 nnnnx  şəklində bütün vektorların L  

qapalı xətti çoxobrazlısı 2l  fəzasında hər yerdə sıxdır. 

 İsbatı. Bunun üçün  0L  olduğunu göstərmək kifayətdir (4.27 

məsələsinə görə). 

 Tutaq ki,   2210 ,...,, lxxxx   vektoru bütün L  çoxobrazlısına 

ortoqonaldır, yəni  

   kn

k

kn zxxx 





0

,0 , 
nnz

2

1
 , ,...2,1n  

 1:  zCzK  dairəsində   





1k

k
k zxzf  funksiyasına baxaq. 

 k

k
k

k zczc
22

2

1
  bərabərsizliyindən baxılan sıranın K  dairəsi daxilində 
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müntəzəm yığılan olmasını alırıq. Ona görə də  zf  funksiyası K  dairəsi 

daxilində analitik funksiyadır. Baxılan funksiya 








 ,...2,1,
2

1
: nzzM

nnn  

çoxluğunda   0nzf , ,...2,1n  şərtini ödəyir. M  çoxluğunun 0* z  limit 

nöqtəsi vardır və Kz * . Onda analitik funksiyaların yeganəlik teoreminə görə 

bütün K  dairəsində   0zf  olmasını alırıq. Buradan isə bütün əmsalların 

0nC  olduğunu, yəni 0x  olduğunu alırıq. Bu isə  0L  deməkdir.  

 29. xe  funksiyası üçün elə ikidərəcəli  xp  çoxhədlisi tapın ki, 

 xpex   norması  1,12 L  fəzasında minimal olsun.  

 Həlli. Məlum olduğu kimi verilmiş n  üçün x  elementindən ən az meyl 

edən çoxhədli onun Furye sırasının n -ci xüsusi cəmidir. Ona görə də axtarılan 

ikidərəcəli  xp  çoxhədlisi xe  funksiyasına uyğun Furye sırasının ikinci tərtib 

xüsusi cəmidir, yəni  

       xecxecxecxp 221100  , 

burada  xe0 ,  xe1 ,  xe2 –  1,12 L  fəzasında ortonormal sistemin birinci üç 

elementidir,   xeeC k
x

k , , 2,1,0k  isə xe  funksiyasının Furye əmsallarıdır.  

      xexexe 210 ,,  elementlərini tapmaq üçün xətti asılı olmayan 2,,1 xx  

elementlərinə ortoqonallaşdırma prosesini tətbiq edək. 

 
211

2/1
1

1
1,12















 




dx
L

 

olduğunu nəzərə alsaq,  
2

1
0 xe  taparıq. Daha sonra  

 
 xh

xh
xe

1

1
1  , burada 

    001 , eexxxh  .  

  0
2

1

2

1
,,

1

1

0 







 



xdxxex  

olduğu üçün   xxh 1  alırıq.  

  3

2
1

1

22

1,11
2

 



dxxh

L
 

olduğunu nəzərə alsaq,   xxe
2

3
1   alarıq.  

 İndi isə  xe2  elementini tapaq: 
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 
 
 xh

xh
xe

2

2
2   

belə ki,  

      11
2

00
22

2 ,, eexeexxxh  . 

Asanlıqla taparıq ki,  
3

2

2

1
,

1

1

2
0

2  


dxxex  

və 

  0
2

3
,

1

1

3
1

2  


dxxex . 

Nəticədə  
3

12
2  xxh  alırıq.  

 
45

8

3

1
1

1

2

22

2 







 



dxxxh  

olduğunu nəzərə alsaq  

  









3

1

22

53 2
2 xxe  

taparıq. 

 Axtarılan çoxhədlini qurmaq üçün xe  funksiyasının bu ortonormal 

elementlərə nəzərən 210 ,, CCC  Furye əmsallarını hesablamaq lazımdır.  

 
2

1

2

1
,

21

1

00
e

e
dxeeeC xx 

 


; 

 
e

dxxeeeC xx 6

2

3
,

1

1

11  


; 

   
2

75

3

1

22

53
,

21

1

2
22

e

e
dxexeec xx 









 



 

Onda  xp  çoxhədlisi aşağıdakı kimi olar: 

        


 x
ee

e
xecxecxecxp

2

36

2

1

2

12

221100  

  2
22

2
2 7

4

15311

4

3

3

1

2

75
x

e

e
x

ee

e
x

e

e 















 . 

 30. Göstərin ki,  0k
kx  sistemi  1,02L  fəzasında tam sistemdir, amma 

 1,02L -in bazisi deyildir. 
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 Həlli. Əvvəlcə  0k
kx  sisteminin  1,02L  fəzasında tamlığını göstərək. 

Göründüyü kimi  kx  sisteminin L  xətti çoxobrazlısı  1,0  parçasında verilmiş 

bütün cəbri çoxhədlilərdən ibarət P  çoxluğu ilə üst-üstə düşür. Onda məlum 

Veyerştrass teoreminə əsasən  1,0CPL   olduğunu, yəni  kx  sisteminin 

 1,0C  fəzasında tam olduğunu alırıq.  1,0C  kəsilməz funksiyalar çoxluğu 

 1,02L -də hər yerdə sıx olduğundan  kx  sisteminin  1,02L -də tam olduğunu 

alırıq.  

 İndi isə  kx  sisteminin  1,02L -də bazis təşkil etmədiyini göstərək. 

Əksini fərz edək. Fərz edək ki, istənilən    1,02Lxf   funksiyasını  kx  

sisteminə görə   k

k

k xcxf 





0

 sırasına ayırmaq olar, belə ki, baxılan sıra 

 1,02L  məsafəsinə görə  xf -ə yığılır.  

 Yığılan ayrılışın hər tərəfini  

 
 









1,0,,0

,1

sst

st
x  

funksiyasına vuraq və  s,0  parçasında inteqrallayaq. Onda alarıq: 

  1

0000
1










 
 k

k

k

s
k

k

k

s

s
k

c
dxxcdxxf  

 1,0s  ixtiyari ədəd olduğundan 1

0 1









k

k

k s
k

c
 sırası bütün  1,0  parçasında 

yığılandır. Ona görə də bu qüvvət sırasının cəmi olan  sg  funksiyası  1,0  

intervalında sonsuz diferensiallanan funksiyadır. Bu halda    xgxf   olduğu 

üçün  xf  funksiyası da sonsuz diferensiallanan funksiya olar, yəni 

   1,0Cxf . Amma    1,01,0 2LC   olduğundan  1,02L -də  1,0C  daxil 

olmayan funksiyalar da vardır və onların  kx  sistemi üzrə ayrılışı mümkün 

deyildir. Deməli,  kx  sistemi  1,02L -də bazis deyildir.     
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XIV FƏSİL 

XƏTTİ OPERATORLAR   

    14.1. Operatorun ümumi tərifi və bəzi xassələri 

  

 Tutaq ki, X  və Y  ixtiyari təbiətə malik çoxluqlardır. XD  

altçoxluğunu götürək.  

 Tərif 1. Əgər istənilən Dx  elementinə qarşı müəyyən qayda ilə 

Yy  elementi qarşı qoyularsa, bu halda deyirlər ki,  xFy   operatoru 

verilmişdir. Bu halda D  çoxluğu F  operatorunun təyin oblastı adlanır və 

 FD  kimi işarə edilir. 

    DxxFyYyyFR  ,,:  

çoxluğuna F  operatorunun qiymətlər çoxluğu deyilir.  

 F  operatorunu sxematik olaraq 

   FRADF :  yaxud YXF :  

kimi göstərmək mümkündür. Xüsusi hallarda   XFD   və ya   YFR   ola 

bilər.  

  xFy   olduqda y -ə x  elementinin obrazı, x -ə isə y  elementinin 

proobrazı deyilir. Bu halda    DFFR  , yəni operatorun qiymətlər çoxluğu 

onun təyin oblastının obrazıdır. 

 Tutaq ki, YXF :  və YX  :  operatorları verilmişdir. Əgər 

    DDFD   və istənilən Dx  üçün    xxF   olarsa, bu operatorlar 

bərabər adlanırlar.  

 Əgər     DFD  və istənilən  FDx  üçün    xxF   olarsa, bu 

halda   operatoru F -in genişlənməsi adlanır (eyni zamanda F  operatoru  -

in daralması adlanır). 

 Təyin edilmiş F  operatorunun birqiymətli olduğunu fərz edirik, yəni 

hər bir x  elementinin yeganə y  obrazına malik olduğunu fərz edirik. Əgər 

istənilən  FRy  elementi yeganə  FDx  elementinin obrazıdırsa, yəni 

hər bir  FRy  obrazının yeganə proobrazı varsa, bu halda  xFy   

operatoru qarşılıqlı birqiymətli operator adlanır. Bu zaman istənilən  FRy  

elementinə qarşı  FDx  elementini qarşı qoyan  yFx 1  tərs operatorunu 

təyin etmək olar. Aydındır ki, bu halda 

   FRFD 1 ,    FDFR 1 . 

 İndi fərz edək ki, X  və Y  normalaşmış fəzalarıdır. YXF :  

operatoruna baxaq. Fərz edək ki, 0x  nöqtəsi özü istisna olmaq şərti ilə onun 

 0xS  ətrafı  FD  təyin oblastına daxildir. ( 0x  nöqtəsinin   ətrafı dedikdə 

 0xx  şərtini ödəyən bütün nöqtələr çoxluğu başa düşülür). 
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 Tərif 2. Əgər istənilən 0  ədədi verildikdə elə   0   ədədi 

varsa ki, istənilən  0xSx ,  0xx  şərtini ödəyən nöqtələr üçün 

   0yxF  olsun, bu halda Yy 0  nöqtəsi F  operatorunun 0x  nöqtəsində 

limiti adlanır və   0
0

lim yxF
xx




 kimi işarə edilir.  

 Fərz edək YXF :  operatoru 0x  nöqtəsi daxil olmaqla onun  0xS  

ətrafında təyin edilmişdir. 

 Tərif 3. Əgər istənilən 0  ədədi üçün elə 0  ədədi tapmaq olarsa 

ki,  0xx  şərtini ödəyən bütün nöqtələrdə      0xFxF  olsun, bu 

halda F  operatoru 0x  nöqtəsində kəsilməz operator adlanır və 

   0
0

lim xFxF
xx




 kimi işarə edilir.  

 Göründüyü kimi normalaşmış fəzalarda təyin edilmiş operatorun 

nöqtədə kəsilməzliyi birdəyişənli və çoxdəyişənli həqiqi qiymətli funksiyaların, 

eləcə də kompleks dəyişənli funksiyaların nöqtədə kəsilməzliyi anlayışlarının 

ümumiləşməsindən ibarətdir. 

 Tərif 4. Tutaq ki,    ARADF : ,   XAD  ,   YAR   operatoru 

verilmişdir. Əgər F  operatoru  FD -ə daxil olan hər bir məhdud çoxluğu Y -

in məhdud çoxluğuna çevirirsə, onda F -ə məhdud operator deyilir. Bu halda 

 FDA  məhdud çoxluğu üçün    ARAF   obrazı da məhdud çoxluqdur. 

 

14.2. Xətti operatorun tərifi. Misallar 

 

Tutaq ki, X  və Y  həqiqi xətti fəzalardır. 

 Tərif 2. Əgər YXA :  operatorunun  AD  təyin oblastı xətti 

çoxobrazlı olarsa və aşağıdakı şərtlər ödənərsə, onda A  operatoru xətti 

operator adlanır: 

1.    ADxxAxAxxxA  212121 ,,  

2.     RADxAxxA   ,,  

 Bu halda Axy   kimi işarə edilir. Əgər A  xətti operatorunun təyin 

oblastı   XAD   isə bu halda operator bütün fəzada təyin edilmiş xətti 

operator adlanır. Əgər   XAD   olarsa, bu halda deyirlər ki, A  xətti 

operatoru X  fəzasında hər yerdə sıx çoxluqda təyin edilmişdir. 

 Misallara baxaq. 

1. RYX  – həqiqi ədədlər çoxluğu olsun. axy   ( a – həqiqi 

ədəddir) funksiyası bütün R -də təyin edilmiş xətti operatordur. 



 323 

2. CYX  – kompleks ədədlər çoxluğudur. azw  ( a – qeyd edilmiş 

kompleks ədəddir) funksiyası bütün C -də təyin edilmiş xətti operatordur.  

3. X  xətti fəzasında istənilən Xx  üçün xIx   bərabərliyi ilə təyin 

edilmiş operator vahid (eynilik) operator deyilir. I –xətti operatordur.  

4.  baCYX , . yDy   operatoruna baxaq. Bu operator birinci 

tərtib diferensial operator adlanır. Bu operator bütün  baC ,  fəzasında təyin 

edilməmişdir.  baC , -də hər yerdə sıx olan kəsilməz törəmələrə malik 

funksiyalardan ibarət  baC ,1  fəzasında təyin edilmişdir. Bu operatorun xətti 

olmasını bilavasitə yoxlamaq olar.  

 Aşağıdakı sadə teorem doğrudur. 

 Teorem. Hər bir xətti operatorun qiymətlər çoxluğu xətti çoxobrazlıdır. 

 İsbatı. Tutaq ki,  ARyy 21,  və 21, – həqiqi ədədlərdir. 

 ADxx 21,  götürək, 11 Axy  , 22 Axy  . A  xətti operator olduğu üçün 

 221122112211 xxAAxAxyy    

Bu onu göstərir ki,  ADxx  2211   elementi 2211 yy    elementinin 

proobrazıdır, yəni  ARyy  2211  . Bu isə  AR -nın xətti çoxobrazlı olması 

deməkdir.  

 

14.3. Xətti operatorun kəsilməzliyi 

 

 Fərz edək ki, X  və Y  normalaşmış fəzalar, YXA :  xətti 

operatrodur, belə ki,   XAD  . 

 Tərif. Əgər istənilən 0  ədədi üçün elə 0  ədədi tapmaq olarsa 

ki,  0xx  olduqda  0AxAx  olsun, bu halda A  xətti operatoru 0x  

nöqtəsində kəsilməz adlanır və 0
0

lim AxAx
xx




 kimi işarə edilir. Bu faktı qısa 

şəkildə 0xx  , 0AxAx   kimi işarə edirlər.  

 Teorem. Bütün X  banax fəzasında təyin edilmiş, qiymətləri Y  banax 

fəzasına daxil olan A  xətti operatoru X0  nöqtəsində kəsilməz isə, onda 

istənilən Xx 0  nöqtəsində də kəsilməzdir. 

 İsbatı. Teoremin isbatı  00 xxAAxAx   bərabərliyindən alınır. 

zxx  0  əvəz etsək, 0xx   şərtində 0z  olar. Sıfır nöqtəsində 

kəsilməzliyə görə 0z  olduqda 00  AzAxAx  alırıq, yəni 0AxAx  . 

 Misal 1. Yuxarıda  baC ,  fəzasından  baC , -yə təsir edən yDy   

operatorunun xətti operator olduğunu qeyd etdik. Bu operator bütün  baC , -də 

deyil, bu fəzada hər yerdə sıx olan  baC ,1  fəzasında təyin edilmişdir.  
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 Göstərək ki, bu operator kəsilməz deyildir. Doğruda da, 

   baC
n

nt
txn ,

cos
  götürək. Bu fəzada n  0

cos


n

nt
, amma 

 
nt

dt

tdxn sin  ardıcıllığı  baC , -də yığılan deyildir. Ona görə də D  operatoru 

kəsilməz deyildir.    

 Misal 2. Göstərək ki, n -ölçülü Evklid fəzasında təyin edilmiş A – xətti 

operatoru istənilən Ex  nöqtəsində kəsilməzdir.  

n  ölçülü fəzada neee ,...,, 21  bazisini götürək. Onda istənilən    Ex k   

ardıcıllığı üçün  
       

n
k

n
kkk eeex   ...2211  

kimi göstərə bilərik. Əgər   xx k  , n  isə, bu halda istənilən ni ,...,2,1  

üçün  
i

k
i   , k . 

 A  xətti operator olduğu üçün k  olduqda  

    AxAeAeAx i

n

i

ii

n

i

k
i

k  
 11

  

alırıq. Bu isə A  operatorunun x  nöqtəsində kəsilməzliyi deməkdir. 

 Misal 3.  1,0CX  . Bu fəzada  

   dfAf

t


0

 

bərabərliyi ilə təyin edilmiş operator bütün fəzada təyin edilmiş xətti kəsilməz 

operatordur. 

 Misal 4.  1,0CX  . Fərz edək ki,  stK ,  funksiyası 10  t ,  

10  s  kvadratında kəsilməz funksiyadır. İstənilən    1,0Ctf   üçün  

     dssfxtKKftg 

1

0

, , 

operatoru təyin edək. Bu operator  1,0C  fəzasını özünə inikas etdirir. K  

operatoru xətti kəsilməz operatordur. Doğrudan da, 

a)                dssfsfstKffK 21

1

0

21 ,  

                212

1

0

1

1

0

,, KfKfdssfstKdssfstK    

b)                KfdssfstKdssfstKfK   
1

0

1

0

,,  
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v) Tutaq ki,  tfn  ardıcıllığı    1,0Ctf   funksiyasına müntəzəm yığılan 

ardıcllıqdır.  

 Müntəzəm yığılan funksional ardıcıllıqlar üçün inteqral altında limitə 

keçmə doğru olduğundan  

       dssfstKdssfstK n
n

 


1

0

1

0

,,lim  

yəni KfKfn
n




lim . Bu isə K -nın kəsilməz operator olması deməkdir. 

 

14.4. Xətti məhdud operatorlar 

 

 Fərz edək ki, YX ,  Banax fəzalarıdır. YXA :  operatoruna baxaq. 

Əgər istənilən Xx  üçün 0Ax  olarsa. A  operatoruna sıfır operator deyilir 

və 0A  kimi işarə edilir.  

 Tutaq ki, A  operatoru X  Banax fəzasında hər yerdə təyin olunmuşdur 

və qiymətləri də X  banax fəzasında yerləşir. Əgər 0A  olarsa, aydındır ki, 

onun  AR  qiymətlər çoxluğu qeyri-məhdud çoxluq olar. Ona görə də A  

operatoru bütün X  fəzasında məhdud operator ola bilməz. Tərifə görə A  

operatoru o zaman məhdud operator adlanır ki, o məhdud çoxluğu məhdud 

çoxluğa keçirsin. Tutaq ki,    XxxS  ,101  X  fəzasında yerləşən 

qapalı kürədir.  

 Tərif. Təyin oblastı   XAD  , qiymətlər çoxluğu   XAR   olan xətti 

A  operatoru  01S  qapalı vahid kürədə məhdud isə, yəni  1, xAx  

çoxluğu məhdud isə, onda A  operatoruna məhdud operator deyilir.  

 Tərifə görə A  məhdud operator isə, onda elə 0c  sabiti vardır ki, 

1x  şərtini ödəyən istənilən x  üçün  

cAx                                                     (1)  

 Teorem 1. A  operatorunun məhdud olması üçün zəruri və kafi şərt 

istənilən Xx  üçün  

xcAx                                                 (2) 

olmasıdır, burada c  ədədi (1) bərabərsizliyinə daxil olan sabitdir.  

 İsbatı. Zərurilik. Fərz edək ki, A  operatoru məhduddur. 0x  

olduqda (2) bərabərsizliyinin ödənməsi aydındır.  
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 Tutaq ki, 0x . 
x

x
x   qəbul edək. 1x  olduğundan (1) 

bərabərsizliyinə görə cxA  , yaxud C
x

x
A 














. A  xətti operator olduğu 

üçün  

Ax
xx

x
A

1















. 

Onda cAx
x


1

, yaxud xcAx   alırıq.  

 Kafilik. Əgər (2) bərabərsizliyi doğru olarsa, onda  01S  kürəsində, 

yəni 1x  olduqda CAx   alıqrıq. Bu isə A -nın məhdud olması deməkdir. 

Teorem isbat edildi.  

 A  operatorunun məhdudluğunun tərifində A  operatorunun vahid 

kürədə məhdudluğu tələb edilir. Bu şərtdən A  operatorunun istənilən məhdud 

çoxluqda məhdud olduğunu almaq mümkündür.  

 Teorem 2. Tutaq ki, XM   məhdud çoxluqdur. Bu halda 

 MxAx ,  çoxluğu da məhduddur.  

 İsbatı. M  məhdud çoxluq olduğundan elə  0RS  kürəsi vardır ki, 

 0RSM  . Bu halda istənilən Mx  üçün Rx  . A  məhdud operator 

olduğu üçün (2) bərabərsizliyinə görə  

cRxcAx  . 

alırıq. Bu isə A  operatorunun  0RS  kürəsində, xüsusi halda isə, onun hissəsi 

olan M  çoxluğunda məhdud olduğunu göstərir.  

 Nəticə. Əgər A – xətti məhdud operator isə, onda A  operatoru istənilən 

 0xSR  kürəsində də məhduddur, burada Xx 0  istənilən element, 0R  isə 

ixtiyari ədəddir.  

 

 

14.5. Xətti kəsilməz və xətti məhdud operator 

anlayışlarının ekvivalentliyi 

 

 Yuxarıda biz normalaşmış fəzalarda xətti operatorların kəsilməzliyi və 

məhdudluğu anlayışları ilə tanış olduq və onların bəzi mühüm xassələrini 

göstərdik. 

 İndi isə aşağıdakı çox mühüm teoremi isbat edək.  
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 Teorem. Tutaq ki, YXA : – xətti operator, YX ,  banax fəzaları və 

  XAD  . A  operatorunun kəsilməz olması üçün zəruri və kafi şərt, bu 

operatorun məhdud olmasıdır.  

 İsbatı. Zərurilik. Tutaq ki, A  kəsilməz operatordur. Fərz edək ki, 

teorem doğru deyildir, yəni A  qeyri-məhduddur. Onda   01SA  çoxluğu 

qeyri-məhduddur. Buradan alınır ki, istənilən n  natural ədədi üçün elə Xxn  , 

1nx  vardır ki, nAxn  . 
n

x
x n

n   götürək.  

0
1


nn

x
x

n
n , n  

A  kəsilməz operator olduğundan n  olduqda 0nxA .  

 Digər tərəfdən, 1
1


nn Ax

n
xA . Alınmış bu ziddiyyət fərziyyənin 

doğru olmadığını göstərir. Yəni, A  məhdud operatordur.  

 Kafilik. Tutaq ki, A  məhduddur. Bu halda istənilən x  üçün  

xcAx  . 

Buradan 0nx  olduqda 0nAx  olmasını, yəni A -nın 0 nöqtəsində 

kəsilməzliyini və deməli bütün X  fəzasında kəsilməzliyini alırıq. Teorem tam 

isbat olundu.  

 

 

14.6. Xətti operatorlar fəzası. 

Xətti operatorun norması 

 

 I. Tutaq ki, X  və Y  istənilən xətti fəzalar, A  və B  isə X  xətti 

fəzasından Y -ə təsir edən xətti operatorlardır. X  fəzasından Y -ə təsir edən 

operatorların cəmi və ədədə hasilini təyin edək.  

 İstənilən Xx  elementinə  

  YBxAxy   

elementini qarşı qoyan operator A  və B  operatorlarının cəmi adlanır və 

BAC   kimi işarə edilir. 

 A  və B  xətti operatorlar olduqda onların cəmi olan C  operatoru da 

xəttidir. Doğrudan da istənilən 1  və 2  ədədləri və istənilən Xxx 21,  üçün  

     22112211 xxBAxxC   

    22112211 xxBxxA   

 22112211 BxBxAxAx   

    22112211 CxCxxBAxBA    

 A  operatorunun   həqiqi ədədinə hasilini  
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   AxxA    

kimi təyin edək. Bu bərabərlikdən A  xətti olduqda A -nın da xətti olduğunu 

alırıq.  

 İndi fərz edək ki, X  və Y  normalı fəzalardır. Əgər elə M  ədədi varsa 

ki, istənilən Xx  üçün 
XY

xMAx   olsun, bu halda A  operatoru məhdud 

operator adlanır.  

 Bu tərifdən alınır ki, YXA : məhdud operator isə, bu zaman XE   

məhdud çoxluğunun  EA  obrazı Y  fəzasında məhdud çoxluq olar. Eyni 

zamanda A  və B  operatorları məhdud olduqda BA  və A  operatorları da 

məhdud operatorlar olar.  

 X  fəzasından Y -ə təsir edən xətti məhdud operatorlar çoxluğu  YXL ,  

kimi işarə edilir. Göstərək ki,  YXL ,  çoxluğu xətti fəzadır. Bu çoxluqda 

aşağıdakı xətti fəza aksiomları ödənilir. 

1. İstənilən Xx  üçün AxBxBxAx   olduğundan 

   xABxBA  , yəni ABBA   

2. İstənilən Xx ,  YXLCBA ,,,   üçün  

    CxBxAxCxBxAx   

olduğundan     CBACBA   

3. İstənilən Xx  üçün, xO  şərtini ödəyən “sıfır” operatoru vardır. 

4. İstənilən A  operatoru üçün elə  A  operatoru vardır ki, 

  0 AA ,  AA 1 . 

5. İstənilən Xx  üçün xIx   şərtini ödəyən “vahid” operator vardır.  

6. İstənilən  ,  ədədləri üçün    AxAx    olduğundan  

   AA    

7. İstənilən   ədədli və BA,  operatorları üçün  

        xBxABxAxxBA   

 xBA    

olduğundan   BABA   . 

8. İstənilən  ,  ədədləri və A  operatoru üçün  

       xAAxAxAAx    

olduğundan   AAA   . 

 1-8 aksiomlarının ödənməsi  YXL ,  çoxluğunun xətti fəza təşkil 

etdiyini göstərir. İndi isə göstərək ki,  YXL ,  çoxluğu normalaşmış 

fəzadır.  

 Tərif. xMAx   bərabərsizliyini ödəyən M  ədədlərindən ən 

kiçiyinə A  operatorunun norması deyilir və A  kimi işarə edilir.  
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 Tərifə görə A  norması aşağıdakı iki şərti ödəyir:  

1) xAAx   

2) İstənilən 0  ədədi üçün elə Xx   elementi vardır ki, 

    xAAx  . 

 İsbat etmək olar ki, xətti məhdud A  operatorunun normasını aşağıdakı 

bərabərliklər vasitəsilə təyin etmək olar: 

AxA
x 1

sup


  

AxA
x 1

sup


  

və ya  

x

Ax
A

x 0

sup


  

Bu bərabərliklərdən istifadə edərək A  normasının aşağıdakı şərtləri 

ödəməsini göstərmək olar.  

1. 0A , bərabərlik halı yalnız 0A  sıfır operator olduqda  mümkündür 

2. AA    

3. BABA   

 Misal.  baC ,  fəzasında Axy   operatorunu    ttxty   bərabərliyi ilə 

təyin edək.    baCtx ,  elementinin norması  

 txx
bta 

 max  

kimi təyin edildiyindən  

    xbtxbttxy
btabta




maxmax  

Bu bərabərsizlikdən xbyAx  , ona görə də bA   alarıq. bta   

olduqda b  ədədi sonuncu bərabərsizliyi ödəyən ən kiçik ədəddir. Ona görə də 

bA   olar.  

       txtxbtyty n
bta

n
bta




maxmax  

bərabərsizliyindən A  operatorunun kəsilməzliyini alırıq.  
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14.7. Xətti operatorlara aid məsələ həlli nümunələri 

və tapşırıqlar 

 

1. n
pR  ilə n -ölçülü  nxxxx ,...,, 21  həqiqi vektorlar çoxluğunu işarə 

edək, belə ki, x elementinin norması  

pn

k

p

kp
xx

1

1










 



,  p1  

kimi təyin edilir. Xüsusi halda, 1p  olduqda nR1 , 2p  olduqda nR2 , p  

olduqda isə nR  fəzalarını alırıq. nR  fəzasında norma k
nk
xx




1
max  kimi təyin 

edilir.  

 n  ölçülü fəzanın özünə inikası  

j

n

j

iji xay 



1

, ni ,...,2,1 ,                                       (1) 

(1) tənliklər sistemi vasitəsilə verilir nn RRA  :  olduğu halda  







n

j

ij
ni

aA
1

1
max  

olduğunu göstərin.  

 Həlli. 1) Əgər nn RRA  :  isə, bu halda  

        




n

j

jij
ni

i
ni

xayAxy
1

11
maxmax  










n

j

ij
ni

n

j

jij
ni

xaxa
1

1
1

1
maxmax , 

buradan  







n

j

ij
ni

aA
1

1
max  . 

Elə 0i  nömrəsi götürək ki, 



n

j

jia
1

0
  olsun.  

  niii signasignasignax
000

,....,, 210   vektorunu götürək. Aydındır ki, 

10 x . Onda  

       





n

j

jiij
nix

signaaAxAxA
1

1
0

1
0

maxsup  
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 


n

j

ji

n

j

jiji asignaa
11

000
 

 nn RRA 11:  . Asanlıqla almaq olar ki, 







n

i

ij
nj

aA
1

1
11
max   

Elə 0j  nömrəsi tapaq ki, 



n

i

ija
1

10
  olsun.  

  0,...,0,1,0,...,00 x  vektorunu götürək. (1 ədədi 0j  nömrəli yerdə 

durur). Onda yaza bilərik: 

        
1

11 1

0
0

1
1 0

sup  
 

n

i

ij

n

i

n

j

jij
x

axaAxAxA  

Buradan 11
A  alarıq.  

 2. Tutaq ki,  stK ,  funksiyası    baba ,,   kvadratında kəsilməz 

funksiyadır və 10  . Göstərin ki, 

 
 

 dssf
st

stK
tAf

b

a







,
 

operatoru    baCbaCA ,,:   məhdud operatordur.  

 Həlli. Əvvəlcə göstərək ki,   




b

a st

ds
tJ


 kəsilməz funksiyadır. Bu 

məqsədlə onu aşağıdakı şəkildə göstərək.  

      

 











 

11

1

1
tbat

st

ds

st

ds
tJ

b

t

t

a

. 

Buradan görünür ki,  tJ  kəsilməz funksiyadır.  ba,  parçasında bu funksiya 

maksimum qiymətini 
2

ba
t


  nöqtəsində alır. 

 
 












 1

2
max

1
ab

tJ
bta

 

Onda yaza bilərik: 

   
 

 
 

  





 


dssf
st

stK
dssf

st

stK
Af

b

a

b

a
bta



,
max

,
max  

  ftJM max ,  stKM
bta

,max


  

Buradan A  operatorunun məhdud olduğunu və  
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 
M

ab
A












1

2
1

 

olduğunu alırıq. 

 3. İstənilən   n
n Rxxxx  ,...,, 21  elementi üçün 2: lRA n  , 

     







 ,...,...,,,...,

2
,...,

2
,

2
,

1
,...,

1
,

1

212121

k

x

k

x

k

xxxxxxx
Ax nnn  

kimi təyin edilmiş A  operatorunun normasını tapın.  

 Həlli.  


































 
 











2

1

1

2
2

1

1
2

2

1

1
2

22
2

2
1 1...

2

n

k

k

kk

n

l
x

kk

xxx
Ax  

nR
k

x
k

2/1

1
2

1










 





 

bərabərliyindən 

2/1

1
2

1










 



k k
A  olduğunu alırıq. 

 4. Tutaq ki, 0  qeyd olunmuş ədəddir. Əvvəlcə göstərin ki,  ,0  

intervalında kəsilməz və 
 

  


xfe x

x



,0

sup  şərtini ödəyən bütün funksiyalar 

çoxluğu C  

 
 

 xfef x

x







,0

sup  

normasına nəzərən Banax fəzasıdır. 

 Göstərin ki,  

   dssfeAf

x
sx




0

  

bərabərliyi ilə təyin edilmiş A  operatoru 0   olduqda C  

fəzasından C  fəzasına təsir edən xətti məhdud operatordur. A  operatorunun 

normasını tapın.  

Həlli. A  operatorunun xətti olduğunu bilavasitə tərifə görə asanlıqla 

yoxlamaq olar. 

 İstənilən   Ctf   üçün yaza bilərik: 

   
 

    













 





x
sxx

x

dssfeeAf

0,0

sup 


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 

      













 





dssfeee

x
ssx

x 0,0

sup   

 

    













 






 fdsee

x
sx

x 0,0

sup  

 

   






f

ee xx

x





















 ,0

sup .  

      xx eex 


  




1
 funksiyasını götürək və onun ekstermumunu 

araşdıraq. Göründüyü kimi   00   və    olduqda   0lim 


x
x

 . 

Yoxlamaq olar ki, 




 




 ln

1
0x  nöqtəsi funksiyanın maksimum 

nöqtəsidir və  

     









































































1
0x  

















































1

1
1















 

 

 

 
  






















,,

1

L






































 

 Aydındır ki,  ,,LA  .   xexf 0  funksiyasını götürək. Asanlıqla 

taparıq ki, 10 


f . Onda  







0
1

sup AfAxA
x

 

 

 

 
  

  ,,
,00,0

supsup Lxdseee
x

x
sxx

x






















 . 

Bu onu göstərir ki,  ,,LA   və   CCLA , . Əgər    olarsa, bu halda 

  CCLA ,  və 
 


1

A  olduğunu göstərə bilərik. 
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 5. Tutaq ki,    ,0,0CE  intervalında kəsilməz və 

 
  



xff
x ,0

sup  şərtini ödəyən funksiyalar fəzasıdır. EEA : , 

    xxfxAf  ,   ,0x  operatorunun məhdud olub olmadığını göstərin. 

 Həlli. A -nın xətti operator olduğunu asanlıqla göstərmək olar. Bu 

operatorun təyin oblastı 
 

  


xxf
x ,0

sup  şətrini ödəyən  xf  

funksiyalarından ibarətdir. E  çoxluğuna daxil olan  xf  funksiyası yalnız o 

zaman 
 

  


xxf
x ,0

sup  şərtini ödəyər ki, 
 

    


xfx
x

1sup
,0

 olsun. 

Buradan alırıq ki, A  operatorunun təyin oblastı  AD  çoxluğu  
1


x

C
xf  

şərtini ödəyən funksiyalarından ibarətdir. (  AD -ya daxil olan hər bir 

funksiyaya bir C  sabiti uyğundur). Aydındır ki,   EAD   (məsələn, 

  E
x

xf 



1

1
, amma    ADxf  ).  

 Göstərək ki, A  qeyri-məhduddur.  
xn

n
xfn


 , Nn  ardıcıllığını 

götürək.  
x

n

xn

x
xfn







1
 olduğu üçün    ADxfn  . Eyni zamanda 

1nf  və  

 
n

xn

nx
Af

x
n 




 ,0

sup . 

Buradan  

   

 

nAfAfA n

ADf
f




1

sup , Nn  

olduğunu nəzərə alsaq, A  alarıq.  

 6. 22: llA   operatoru   221 ,...,, lxxx   elementinə qarşı 

 ,..., 2211 xxAx  , Rn   elementini qarşı qoyur.  n  ədədlər ardıcıllığı 

hansı şərtləri ödödikdə A  operatorunun  AD  təyin oblastı bütün 2l  fəzası ilə 

üst-üstə düşər.  n  ardıcıllığı hansı şərtləri ödədikdə A  məhdud operatordur 

və onun norması nəyə bərabərdir? 

 Həlli. 22: llA   olduğundan istənilən 2lx  üçün 





1

2

k

kk xAx   

olmalıdır.  

 Burada aşağıdakı iki hal mümkündür: 
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a)  n  ardıcıllığı məhduddur, yəni Cn
n

sup . Onda istənilən  2lx  

üçün  







1

22222

k

k xcxcAx  

Buradan cA   olduğunu, yəni A -nın məhdud olduğunu alırıq. Bu halda 

  2lAD  , çünki istənilən 2lx  üçün 2lAx . 

b)  n  ardıcıllığı qeyri-məhduddur: n
n

sup . Bu halda A  operatorunun 

təyin oblastı olan  AD  çoxluğu 





1

2

k

kk x  şərtini ödəyən 2lx  

vektorlarından ibarətdir, yəni   2lAD  .  

 Məsələn, nn   olarsa, bu halda qeyri-hesabi sayda  

2111 2

1
0,,...

1
,...,

3

1
,

2

1
,1: l

n
xxM 






















  

çoxluğu  AD  təyin oblastına daxil deyildir.  

Göstərək ki, bu halda A  operatoru qeyri-məhduddur. Bu məqsədlə  

 ADe

n

n 

















,...1,0,...,0

1

  

götürək. Göründüyü kimi  nnAe  . İstənilən Nn  və 1ne  üçün  

 n
n

n
n

Ae supsup  

Deməli, 

 






AxA

ADx
x 1

sup , 

yəni A  qeyri-məhduddur.  

 İndi isə göstərək ki, əgər A  məhdud operator isə, yəni 

 nCA sup ,   2lAD   olduğu halda CA  . Bunun üçün CA   

olduğunu göstərmək lazımdır, çünki əks bərabərsizliyi yuxarıda göstərmişik 

  nn

n

n

x

Ae
e

Ae

x

Ax
A 

0

sup  

nA   istənilən Nn  üçün, onda 

cA n
n

 sup  

yəni CA   və nCA sup  olduğunu alırıq.  
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 7. Elə E  xətti fəzası və bu xətti fəzada təsir edən A  və B  operatorları 

göstərin ki, BAAB   olsun.  

 Həlli.  1,0CE   fəzasını götürək və bu fəzada A  və B  operatorlarını 

aşağıdakı qaydada təyin edək: 

        dttfxAf

x


0

,     xxfxBf  . 

A  və B  xətti operatorlardır. 

 A  operatorunun normasını təyin edək: 

     
 

 
 

  fdtxfdttfAf

x

xx

x

x
 


0

101,0
0

1,0
maxmaxmax  

Buradan 1A .   10 tf  götürək. Buradan  

1sup 0
1




AfAfA
f

 

yəni 1A  alarıq.  

 Eyni qayda ilə 1B  olduğunu da göstərə bilərik. Doğrudan da 

       fxfxxxfBf
xxx


 101010

maxmaxmax , 

alırıq ki, 1B .   10 xf  funksiyasını götürək. Bu halda  

  1maxmax
10

0
10

0 


xxxfBfB
xx

 

Nəticədə 1B  alırıq.  

 İndi isə AB operatorunun normasını tapaq: 

              dtttfxxfABfAxfAB

x



0

 

       ftdtxfdtttffAB

x

xx

x

x 2

1
maxmaxmax

0
1010

0
10

 


 

Buradan 
2

1
AB . Əgər   10 xf  qabul etsək,  

 
2

1
0 fAB  və 

2

1
AB  alarıq.  

 Nəticədə  

BAAB  1
2

1
 

olduğunu alırıq.  

 8. Göstərin ki,  
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   ,,: uyxA   









bybx

ayaxu


 

bərabərliyi ilə təyin edilən operator 2
2

2
2: RRA   xətti operatordur. A  

operatorunun normasını tapın.  

 9.  2,1C  fəzasını özünə inikas etdirən  12 fxAf   operatorunun xətti 

olduğunu göstərin və normasını tapın.  

 10.  1,0C  fəzasını özünə inikas etdirən  

 dttxtfAf 
1

0

 

operatorunun xətti olduğunu göstərin və normasını tapın.  

 11.  3,0C  fəzasında təsir edən  dttfAf

x


0

 operatorun xətti olduğunu 

göstərin və normasını tapın.  

 12. 2l  fəzasında təsir edən və   221 ,..., lxxx   elementinə qarşı 

  232 ,..., lxxx   elementini qarşı qoyan A  operatorun xətti olduğunu göstərin 

və normasını tapın. 

 13. Fərz edək ki,  yxK ,  funksiyası 

  byabxayxD  ,,  

kvadratında kəsilməz funksiyadır 

   dyyfyxKAf

b

a

 ,  

operatorunun  baC ,  fəzasında xətti kəsilməz operator olduğunu göstərin. 

14. Fərz edək ki, 






1 1

2

m n

mna  yığılan ikiqat sıradır. 

Göstərin ki, 2l  fəzasının  ,...,...,, 21 nxxxx   elementini 

 ,...,...,, 21 nyyyy   elementinə aşağıdakı bərabərliklərlə çevirən A  operatoru 

xətti kəsilməz operatordur 

n

n

mnm xay 





1

, ,...2,1m  

15. Göstərilən fəzalarda təsir edən operatorların xətti məhdud 

operatorlar olduöunu göstərin və normasını tapın.  

a)      dttfAfCCA
x


0

,1,01,0: ;  
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b)      tfAfCCA  ,1,01,1: ; 

v)      0,1,01,0: 2 fxAfCCA  ;  

q)      2,1,01,0: xfAfCCA  ; 

d)       xfAfbaCbaCA  ,,,: 1 ; 

e)     
dx

df
AfbaCbaCA  ,,,: 1 ; 

j)      dttfxAfLLA 

1

0

22 ,1,01,0: ; 

z)    
   

 








1,0,,0

1,0,,
,1,01,0: 22






x

xxf
fALLA ; 

 16. 0  hansı qiymətlərində  xfAf   kimi təyin edilmiş A  

operatoru  1,0C  fəzasında xətti və kəsilməz olar? A  operatorunun normasını 

tapın.  

 17. 0  hansı qiymətlərində  xfAf   operatoru  1,02L  fəzasında 

xətti və kəsilməz olar? A  operatorunun normasını tapın.  

 18.      baLxqxp ,, 2 . Göstərin ki,  

     dttftqxpAf

b

a

  

operatoru  1,02L  fəzasında xətti və kəsilməz opertordur. A  operatorunun 

normasını tapın.  

 19. Hansı  xa  funksiyaları üçün    xfxaAf   operatoru  1,0C  

fəzasında kəsiməz operatordur. A  operatorunun normasını tapın.  

 20. Göstərin ki,  xxfAf   və  dttfBf

x


0

,  1,0t  operatorları 

 1,02L  fəzasında xətti və kəsilməz opertorlardır, amma bu operatorlar 

kommutativ deyildir. Yəni BAAB    
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XV FƏSİL 

TƏRS OPERATORLAR 

15.1. Tərs operator, onun xassələri və 

varlığı şərtləri 

 

 Fərz edək ki, X  və Y  ixtiyari təbiətli elementlərdən ibarət fəzalardır. 

Yuxarıda biz YXA :  operatorunu (inikasını) təyin etdik. Fərz edək ki, 

 AD  bu operatorun təyin oblastı,  AR  isə qiymətlər çoxluğudur. Tərifə görə 

A  operatoru hər bir  ADx  elementinə qarşı müəyyən  ARy  elementini 

qarşı qoyur. Bu zaman hər bir  ADx  elementinə yeganə  ARy  qarşı 

qoyulduğu fərz edilir.  

 Əgər bu inikas zamanı hər bir  ARy elementi yeganə  ADx  

elementinə qarşı qoyularsa, onda deyirlər ki, A  operatoru X  fəzasını Y  

fəzasına qarşılıqlı birqiymətli inikas etdirir. Qarşılıqlı birqiymətli inikas zamanı 

hər bir Yy  elementi bir Xx  elementinə qarşı qoyulduğundan y -ə qarşı x  

elementini qarşı qoyan operator təyin etmək olar. Bu operatora, yəni Yy -ə 

qarşı Xx  elementini qarşı qoyan operatora A  operatorunun tərsi olan 

operator deyilir və 1A  kimi işarə edilir. Onda yAx 1  olar.  

 Yuxarıda deyilənlərdən alırıq ki,  

   ARAD 1 ,    ADAR 1 . 

Eyni zamanda   yyAA 1  və   xAxA 1  olduğunu alırıq.  

 Əgər inikas zamanı ixtiyari Xxx 21,  üçün 11 Axy  , 22 Axy   isə və 

21 xx   olduqda 21 yy   olarsa, bu halda A  operatoruna (inikasına) inyektiv 

inikas deyilir. Əgər Y  çoxluğunun ixtiyari elementi A  operatoru ilə aparılan 

inikas zamanı hər hansı Xx  elementinin obrazıdırsa, onda A  operatoruna 

suryektiv inikas deyilir.  

 Əgər A  operatoru həm inyektiv, həm də suryektiv isə, onda A -ya 

biyektiv inkas deyilir. Aydındır ki, hər bir biyektiv inikas X  və Y  fəzaları 

arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaradır.  

 Bəzən tərs operatorun tərifini aşağıdakı kimi də daxil edirlər.  

 Tərif 1. Əgər istənilən  ARy  elementi üçün yAx   tənliyinin 

yeganə həlli olarsa, onda deyirlər ki, A  operatorunun tərs operatoru vardır.  

 Qeyd edək ki, bu tərif tərs operatorun yuxarıda verdiyimiz tərifi ilə 

eynigüclüdür. Doğrudan da A  operatorunun tərsi varsa, onda ixtiyari  ARy  

elementinə yeganə  ADx  elementini qarşı qoymaq olar. Bu uyğunluğu 

yaradan operatora A  operatorunun tərsi deyilir və 1A  ilə işarə edirlər. 

 Aşağıdakı təklif doğrudur: Əgər A  operatoru xəttidirsə və onun 1A  

tərs operatoru varsa, onda 1A  operatoru da xəttidir.  
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 Tərs operatorun tərifinə görə    ARAD 1  olduğundan  1AD  xətti 

çoxobrazlıdır.  ARyy 21,  olduqda elə  ADxx 21,  elementləri vardır ki, 

11 Axy  , 22 Axy  . A  xətti operator olduğu üçün istənilən R21,  həqiqi 

ədədləri üçün  

  221122112211 yyAxAxxxA    

Tərs operatorun tərifinə görə  

 2211
1

2211 yyAxx    .                                   (1) 

Digər tərəfdən 1
1

1 yAx  , 2
1

2 yAx   olduğundan alarıq: 

2
1

21
1

12211 yAyAxx                                      (2) 

(1) və (2) bərabərliklərindən  

  2
1

21
1

12211
1 yAyAyyA     

alırıq. Bu 1A  operatorunun xətti operator olduğunu göstərir.  

 Tərif 2.    0:  AxxAN  çoxluğuna A  operatorunun nüvəsi deyilir.  

 Göründüyü kimi operatorun nüvəsi onun sıfırlarından ibarət çoxluqdur 

və boş çoxluq deyildir, çünki  AN0 . 

 Teorem 1.    ARADA :  operatorunun qarşılıqlı birqiymətli olması 

üçün zəruri və kafi şərt operatorun  AN  nüvəsinin yalnız “0” elementdən 

ibarət olmasıdır.  

 İsbatı. Kafiliyi göstərək. Fərz edək ki,    0AN . Göstərək ki, A  

qarşılıqlı birqiymətli inikasdır. Əksini fərz edək. Fərz edək ki, A  qarşılıqlı 

birqiymətli deyildir. Onda elə  ARy  elementi vardır ki, onun iki müxtəlif 

1x  və 2x  proobrazları vardır: 1Axy  , 2Axy  . Buradan  

  02121  xxAAxAxyy  

alırıq. Bu bərabərlikdən  ANxx  21  və 021  xx , 21 xx   alırıq. Alınmış 

ziddiyyət fərziyyənin doğru olmadığını göstərir. Deməli inikas qarşılıqlı 

birqiymətlidir.  

 İndi isə zəruriliyi göstərək. Fərz edək ki, inikas qarşılıqlı birqiymətlidir, 

amma    0AN .  

 İxtiyari  ARy  elementi götürək. A  operatoru qarşılıqlı birqiymətli 

olduğundan yAx   tənliyinin yeganə x  həlli vardır. Onda  ANz , 0z  

elementi götürsək, 0Az  olduğundan zxx   elementi üçün də  

yyAzxAxA  0  

olduğunu alarıq. Bu o deməkdir ki, zx   elementi də yAx   tənliyinin 

həllidir. Onda alırıq ki, y  elementi A  inikası zamanı iki müxtəlif x  və x   

elementlərinin obrazıdır. Bu isə A  inikasının qarşılıqlı birqiymətli olması 

şərtinə ziddir. Deməli fərziyyəmiz doğru deyildir. Yəni,    0AN  olmalıdır.  
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 Fərz edək ki, X  və Y  normalaşmış fəzalardır və YXA : . 

 Teorem 2.    ARADA :  operatorunun 1A  tərsinin varlığı və 

məhdudluğu üçün  

xmAx                                                    (3) 

bərabərsizliyinin ödənməsi həm zəruri, həm də kafidir.  

 İsbatı. Kafilik. (3) bərabərsizliyindən isitifadə edərək alırıq ki, 

YXA :  qarşılıqlı birqiymətli inikasdır. Doğrudan da 1Axy   və 2Axy   

olarsa,  

21210 xxmAxAx   

bərabərsizliyindən 21 xx   alarıq. Ona görə də 1A  tərs operatoru vardır və A  

xətti olduqda 1A -də xəttidir.  

 Göstərək ki, 1A  məhdud operatordur. Istənilən  ADx  və  ARy  

üçün Axy  , yAx 1  olarsa, (3) bərabərsizliyinə görə  

y
m

Ax
m

yAx
111   . 

Buradan alırıq ki, 1A  məhdud operatordur və 
m

A
11  .  

 Zərurilik. Fərz edək ki, 1A  tərs operatoru vardır və  1AD -də 

məhduddur. Onda elə 0c  ədədi vardır ki, ixtiyari  ARy  üçün  

ycyA 1                                                 (4) 

Axy  , yAx 1  olduğundan (4) bərabərsizliyindən  

x
c

Ax
1

  

alarıq. Yəni (3) bərabərsizliyi ödənilir. 

 Tərif 3. YXA :  xətti operatorunun qiymətləri çoxluğu   YAR   və 
1A  operatoru məhdud olarsa, onda A  operatoruna kəsilməz tərsi olan 

operator deyilir.  

 Teorem 2-dən alırıq ki, X -dən Y -ə təsir edən A  operatorunun 

kəsilməz tərsinin varlığı üçün istənilən  ADx  üçün (3) bərabərsizliyinin 

ödənməsi və   YAR   olması zəruri və kafidir.  

 Teorem 3. Fərz edək ki, XXA :  xətti məhdud operator, I  isə 

vahid operatordur. Əgər 1 qA  olarsa, onda AI   operatorunun kəsilməz 

tərsi vardır və  
q

AI





1

11
 doğrudur.  

 İsbatı. Tutaq ki, 1 qA . Onda  
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   AxxAxxAxIxxAI  

  xqxqxxAx  1                                (5) 

(5) bərabərsizliyindən alırıq ki, AI   operatoru teorem 2-nin şərtlərini ödəyir. 

Ona görə də onun   1
 AI  tərsi vardır. Bu xətti, məhdud operatordur və  

 
q

AI





1

11
. 

İndi isə AI   operatorunun qiymətlər çoxluğunun bütün X  fəzası ilə üst-üstə 

düşdüyünü göstərək:   XAIR  . İxitiyari Xy  elementi götürək və 

yAxBx   bərabərliyi ilə B  operatoru təyin edək. 

 Ixtiyari Xxx 21,  elementləri üçün alarıq: 

 212121 AxAxyAxyAxBxBx  

2121 xxqxxA   

1q  olduğu üçün B  operatoru X  fəzasında sıxan operatordur. Ona görə də 

elə Xx elementi vardır ki, xBx  , yəni xyAx  , yaxud   yxAI   

olar. Buradan alırıq ki, istənilən Xy  elementi AI   operatorunun qiymətlər 

çoxluğuna daxildir. Ona görə də AI   operatorunun kəsilməz tərsi vardır.  

 Aşağıdakı teorem də doğrudur.  

 Teorem 4. (Banax). Xətti kəsilməz A  operatoru X  banax fəzasını 

bütün Y  banax fəzasına qarşılıqlı birqiymətli inikas etdirirsə, onda Y  fəzasını 

X  fəzasına inikas etdirən xətti kəsilməz 1A  tərs operatoru vardır.   

 

15.2. Tərs operatorlara aid məsələ həlli nümunələri 

və tapşırıqlar 

 

 1. Əgər 22: llA   operatoru aşağıdakı kimi təyin edilərsə, onun 

kəsilməz tərsi olarmı? 

a)  ;,...,,,, 54213 xxxxxAx   

b)  ,...,,,2 432121 xxxxxxAx  ; 

v)  ,...,,22,, 54123212 xxxxxxxxAx  . 

burada   221 ,..., lxxx  . 

 Həlli. a) Göründüyü kimi A  operatorunun təyin oblastı bütün 2l  fəzası 

ilə üst-üstə düşür və 1A -dir, deməli  22,llLA . Göstərək ki, A  kəsilməz 

tərsi olan operatordur. 2l  banax fəzası olduğu üçün A -nın kəsilməz tərsinin 

olması üçün istənilən   221 ,..., lyyy   üçün yAx   tənliyinin birqiymətli 
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həll oluna bilməsini göstərmək kifayətdir. Baxılan halda yAx   tənliyi 

aşağıdakı kimi olar 

   ,...,,,,,...,,,, 5432154213 yyyyyxxxxx                            ( ) 

Buradan  

21 yx  , 32 yx  , 13 yx  , kk yx  , 4k  

Deməli 

        ,...,,,,,...,,,, 5413254321 yyyyyxxxxxx   

Yəni,    tənliyinin həlli vardır və  

 ,...,,, 4132
1 yyyyyAx    

şəklindədir. Bu həll yeganədir.  

 22
1 ,llLA  ,  11 A . 

b) Bu halda da A  operatorunun təyin oblastı 2l  fəzası ilə üst-üstə düşür. 

İstənilən   221 ,..., lxxx   elementi üçün  

     ...2 2
4

2
3

2
21

2
21

2
xxxxxxAx  

 ...63...522 2
4

2
3

2
2

2
1

2
4

2
3

2
221

2
1 xxxxxxxxxx  

  22
3

2
2

2
1 6...6 xxxx   

Buradan 6A  alarıq, yəni  22,llLA . Göstərək ki, istənilən 

  221 ,..., lyyy   üçün yAx   tənliyinin yeganə həlli vardır 

   ,...,,,,...,,,2 4321432121 yyyyxxxxxx                      ( ) 

(  ) tənliyindən alırıq ki, 121 2 yxx  , 221 yxx  , kk yx  , 3k , buradan 

3

2 21
1

yy
x


 , 

3

21
2

yy
x


 , kk yx  , 3k  taparıq. Onda tənliyin həlli 

yAyy
yyyy

x 1
43

2121 ,...,,
3

,
3

2 






 
  

kimi olar.  

 yAx 1  həlli birqiymətli təyin edilir və  22
1 ,llLA  .  

v) A  operatoru bütün 2l  fəzasında təyin edilmişdir və 2l  fəzasında məhduddur. 

Asanlıqla göstərmək mümkündür ki, A  operatorunun nüvəsi 

 0,ker 2  AxlxA  elə 2lx  vektorlarından ibarətdir ki, onun birinci üç 

koordinatları 21 xx  , 23 xx   münasibəti ilə bağlıdır və digər bütün 

koordinatları sıfırlardan ibarət olan vektordur. Buradan alırıq  0ker A . Ona 

görə də A  operatoru 2l  fəzasını  AR -ya qarşılıqlı birqiymətli inikas etdirmir 

və onun məhdud tərsi yoxdur. Əgər A -nın məhdud tərsi olsaydı, onda istənilən 

2lx  üçün elə m  ədədi olardı ki,  
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xmAx  . 

Bu bərabərsizlikdən isə A -nın 2l  və  AR  arasında qarşılıqlı birqiymətli 

uyğunluq yaratması alınırdı. Əgər Ax ker  olarsa, 0Ax  və 0x , 0x  

alarıq. Bu onu göstərir ki,  0ker A . Amma yuxarıda gördük ki,  0ker A . 

Alınmış ziddiyyət onu göstərir ki, A -nın məhdud tərsi ola bilməz.  

 2. Tutaq ki, A  operatoru  1,0C  fəzasında  

 dttfAf

x


0

,  1,0x  

bərabərliyi ilə təyin edilir. Göstəyin ki, A  operatorunun məhdud tərsi yoxdur.  

 Həlli. Göründüyü kimi A  operatorunun təyin oblastı bütün  1,0C  

fəzası ilə üst-üstə düşür, A  operatoru məhdud operatordur və 1A . 

   0

0

 dttf

x

,  1,0x  bərabərliyindən   0tf  alınır. Yəni,  0ker A .  

 A  operatorunun qiymətlər çoxluğu  AR   1,0C  fəzasında kəsilməz 

diferensiallanan    dttfxg

x


0

,   00 g  şəklində funksiyalardan ibarət xətti 

çoxobrazlıdır.  0ker A  olduğundan A  operatoru  1,0C  fəzasını  AR -ya 

qarşılıqlı birqiymətli inikas etdirir. Ona görə də  AR -da təyin edilmiş və 

 AR -nı  1,0C -ə birqiymətli inikas etdirən 1A  tərs operatoru vardır. 

Asanlıqla görmək olar ki,  

dx

df
fA 1 ,  1,0x ,    ARxf   

Doğrudan da,    ARxf   isə, onda  

       xffxfdttf

x


0

0 ,  

çünki   00 f  və    xfdttf

x




















0

.  

 İndi isə göstərək ki, 1A  məhdud deyildir. Bu məqsədlə   nxxfn sin  

 Nn  ardıcıllığını götürək. Göründüyü kimi istənilən Nn  üçün 

     ARADxfn  1  və   1xfn . nfA n 1  olduğundan  
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 



 

n

f
ADf

fA 1

1

1

sup . 

Buradan 1A  operatorunun qeyri-məhdud olması alınır.  

 Qeyd. Bu misal göstərir ki, bütün fəzada təyin edilmiş məhdud 

operatorun bütün fəza ilə üst-üstə düşməyən hər hansı xətti çoxobrazlıda təyin 

edilmiş qeyri-məhdud tərs operatoru ola bilər . 

 3.  1,0C  fəzasından  1,0C -ə təsir edən və  

   dttxtfxfAf 

1

0

 

bərabərliyi ilə təyin edilən A  operatorunun tərsini tapın.  

 Həlli.    1,0Cxf   olduğundan  dtttf
1

0

 inteqralı vardır və sonlu 

ədəddir. 

 dtttf
1

0

  işarə edək. Bu halda   xxfAf  . 

gAf   götürək. Buradan    xgxxf  , yaxud     xxgxf  . 

Hər tərəfi x -ə vursaq  

    2xxxgxxf   

olar. Bu bərabərliyi  1,0  parçasında inteqrallasaq, alarıq: 

     

1

0

1

0

2
1

0

dxxdxxxgdxxxf   

Buradan  

     

1

0

1

0

1

0

3

33


 dxxxg

x
dxxxg  

 dxxxg
1

0
3

2
,  

1

0
2

3
dxxxg . 

 -nın bu qiymətini nəzərə alsaq 

     dsssgxxgxf 

1

0
2

3
, 

yaxud  

      dssxsgxgxgA 
1

0

1

3

2
 

alarıq. 
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 4. Tutaq ki,    1,01,0: CCA   operatoru  

        dssfsxkxfxAf 

1

0

, ,  1,0x ,  0R  

bərabərliyi ilə təyin edilmiş operatordur. Burada      sxsxK , ,  x , 

 s  funksiyaları  1,0  parçasında kəsilməz, eyniliklə sıfır olmayan və 

    

1

0

1


 dxxx  şərtini ödəyən funksiyalardır.  

 Göstərin ki, A  kəsilməz tərsi olan operatordur. 1A  operatorunu tapın.  

 Həlli. Göründüyü kimi A  operatoru bütün fəzada təyin edilmişdir və 

asanlıqla yoxlamaq olar ki,  

 1A  

yəni     1,0,1,0 GCLA .  1,0C  banax fəzası olduğundan A -nın kəsilməz 

tərsinin olduğunu göstərmək üçün məlum Banax teoreminə görə istənilən 

   1,0Cxg   üçün  

            xgdssfsxxfxAf   
1

0

                       ( ) 

tənliyinin yeganə həllinin olduğunu göstərmək lazımdır. ( ) bərabərliyindən 

görünür ki, əgər  xf  bu tənliyin həlli isə, onda  

     xcxgxf  , 

burada  

   dssfsC 
1

0

 .                                            ( ) 

(  ) bərabərliyinin hər tərəfini  x -ə vurub  1,0  parçasında inteqrallasaq, 

alarıq: 

       dxxgxccdxxxf  

1

0

0

1

0

                                ( )  

Burada    dxxxc 
1

0

0   










1
0c .     cdxxxf 

1

0

  olduğundan ( ) 

bərabərliyinə görə    dxxgxccc 

1

0

0  , yaxud  

   dxxgx
c

c 


1

001

1



 

taparıq. Nəticədə  
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          xgAxgdssgsxK
c

xf 1
1

00

,
1




 


                   ( ) 

olduğunu alarıq. Sonuncu bərabərlikdən ( ) tənliyinin yeganə həllinin 

olduğunu alırıq. ( ) bərabərliyinin ( ) tənliyinin həlli olduğunu bilavasitə 

yoxlamaq olar.  

 5. Tutaq ki,    1,01,0: CCA   operatoru  

        dssfsxKxfxAf

x



0

, ,  1,0x ,  0R  

bərabərliyi ilə təyin edilmiş operatordur. Burada      sxsxK , ,  x  və 

 x   1,0  parçasında kəsilməz funksiyalardır və eyniliklə sıfır deyillər. 

Göstərin ki, A  kəsilməz tərsi olan operatordur və 1A  operatorunu tapın.  

 Həlli. Aydındır ki,     1,0,1,0 CCLA . Əvvəlki misalda olduğu kimi 

            xgdssfsxxfxAf

x

 
0

  

   1,0Cxg   tənliyinə baxaq və onun yeganə həllinin olduğunu göstərək. 

      

x

xzdssfs

0

  işarə edək. Onda  

       xgxzxxf    

alarıq. Aydındır ki,     1,01Cxz   və      xfxxz  . Onda  

                  xgxxzxaxgxzxxxz  
0  

alarıq. Burada      xxxa 0 . 

 Beləliklə,  xz  funksiyasına nəzərən aşağıdakı xətti qeyri-bircins 

diferensial tənliyi alırıq: 

         xgxxzxaxz  
0  

Əgər bu tənliyi sabitin variasiyası üsulu ilə həll etsək, nəticədə alarıq: 

 
 

   
 





















 


dsesgscexz

x dttadssa

sx

0

0

0

0

0 

 . 

  00 z  olduğundan 0c  alırıq. Nəticədə  

   
 

   
 

 




x dttadssa

dsesgsexxf

sx

0

0

0

0

0 

  

    xgAxg 1                                                 (*) 
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alırıq. Sonuncu bərabərlik baxılan tənliyin yeganə həllini təyin edir. Bu isə A -

nın kəsilməz tərsinin olduğunu göstərir. 1A  tərs operatoru (*) formulu ilə 

təyin edilir.  

 6. Tutaq ki,  1,0CL –  1,0  parçasında üçüncü tərtib kəsilməz 

diferensiallanan və       0000  xxx  şərtini ödəyən xətti çoxobrazlıdır. 

Göstərin ki, təyin oblastı   LAD   olan və       txtxtAx   formulu ilə 

təyin edilmiş A  operatoru kəsilməz tərsi olan operatordur.  

 Həlli. İstənilən    1,0Cty   funksiyası götürək və yAx   tənliyinə, 

yəni  

     tytxtx                                                (1) 

      0000  xxx                                          (2) 

 (1)-(2) Koşi məsələsinə baxaq.  

 Əvvəlcə (1) tənliyinə uyğun bircins  

    0 txtx                                                (3) 

tənliyin fundamental həllər sistemini tapaq.   

    tutx   əvəz etsək, birinci tərtib  

 

 

tənliyini alarıq. Bu tənliyin ümumi həlli   tectu  1  şəklindədir, 1c -ixtiyari 

sabitdir. Onda (3) tənliyinin ümumi həlli   321 ctcectx t    şəklində olar, 

321 ,, ccc – ixtiyari sabitlərdir.   tetx 1 ,   ttx 2 ,   13 tx  funksiyaları (3) 

tənliyinin fundamental həllər sistemidir.  

 (1) tənliyinin ümumi həllini sabitin variasiyası üsuluna görə  

       tcttcetctx t
321                                          (4) 

şəklində axtaraq. Burada      tctctc 321 ,,  funksiyaları  

     

   

   




















tyetc

tcetc

tcttcetc

t

t

t

1

21

321

0

,0

                                     (5) 

tənliklər sistemindən təyin edilirlər. (5) tənliklərindən    tyetc t
1 , 

   tytc 
2 ,      tyttc 13   taparıq. Buradan  

        

tt

cdytccdyetc

0

*
22

*
1

0

1 ,  ,                           (6) 

    0 tutu
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      *
3

0

3 1 cdytc

t

   . Burada *
3

*
2

*
1 ,, ccc – ixtiyari sabitlərdir,  1,0t . (6) 

bərabərliklərini (4)-də yerinə yazsaq, alarıq: 

       dytectcectx

t
tt

  

0

*
3

*
2

*
1 1                     (7) 

(2) başlanğıc şərtlərini nəzərə almaqla (7) ümumi həllindən axtarılan xüsusi 

həlli tapaq. (7) bərabərliyindən alarıq: 

          

 tyttedyecectx tt
t

tt 11

0

*
2

*
1   

     dyecec

t
tt

  

0

*
2

*
1 1 ,  

        

 tyedyecectx tt
t

tt 1

0

*
2

*
1   

   dyeec

t
tt


 

0

*
1  

(2) başlanğıc şərtlərindən istifadə etsək 
















0

0

0

*
1

*
2

*
1

*
3

*
1

c

cc

cc

 

Buradan 0*
3

*
2

*
1  ccc  alarıq. Onda (1)-(2) məsələsinin axtarılan həlli  

       dytetx

t
t

  

0

1                                    (8) 

olar. Koşi məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi teoreminə görə (8) həllinin 

yeganəliyini alırıq.  

 (8) düsturundan istifadə etsək, alarıq: 

   1,01,0 2

23
CC

y
e

x


  

Buradan  

   1,01,0 23

2
CC

x
e

Ax


 .                                      (9) 

Banax teoreminə görə (9) bərabərsizliyindən A -nın kəsilməz tərsinin olduğunu 

alarıq. 1A  tərs operatoru 
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        dytetyA

t
t

  

0

1 1 ,    1,0Cty   

kimi verilir və 
2

231 e
A


 .  

 7. Tutaq ki, A  və B  E  xətti fəzasında verilmiş xətti operatorlardır. 

Aşağıdakı təkliflərin doğru olduğunu göstərin.  

a) Əgər A  və B  operatorlarının tərsi varsa, onda AB -nin də tərsi vardır və 

  111 
 ABAB ; 

b) Əgər A  və BA  operatorların tərsi varsa, onda 1B  tərsi də vardır.  

 8.        00;1,01  xCtxL ,   1,01CL   

altfəzasında   1,0: CLA   operatorunu  

        txtatxtAx  ,    1,0Cta  ,  1,0t  

bərabərliyi ilə təyin edək. Göstərin ki, A  kəsilməz tərsi olan operatordur.  

 9. E  ilə  1,0  parçasında ikinci tərtib kəsilməz törəmələri olan və 

    010  xx  şərtini ödəyən funksiyalar çoxluğunu işarə edək.  

 1,0: CEA  ,      txtxtAx  ,  1,0t  

operatorunun tərsi olan operatoru tapın.  

 10. Aşağıda göstərilən qayda ilə təyin edilmiş 22: llA   operatorunun 

tərs operatoru varmı? 

a)  ,...,,0 21 xxAx  , b)  ,..., 32 xxAx  , v)  ,...,, 3221 xxxxAx   2lx . 

 11. E  ilə  1,0  parçasında diferensiallanan və   00 x  şərtini ödəyən 

funksiyalar çoxluğunu işarə edək.  

 
 

 
 txtxx

tt


 1,01,0
maxmax . 

Aşağıda göstərilən qayda ilə təyin edilən  1,0: CEA   operatorunun kəsilməz 

tərsinin varlığını isbat edin.  

a)       txtxtAx 4 ; 

b)       ttxtxtAx 2 ; 

v)       txttxtAx 23 ; 

q)         txtxttAx  1 ; 

d)         ttxtxttAx 212  . 

 Burada  1,0t . 1A  operatorunu tapın.  
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XVI FƏSĠL 

OPERATORLAR ARDICILLIĞININ YIĞILMASI 

 

16.1. Operatorlar ardıcıllığının müntəzəm və güclü 

mənada yığılması  

 

 Fərz edək ki, X  və Y  normalaşmış fəzalardır.  

,nA   YXLA ,  götürək.  

 Tərif 1. Əgər  

 
0lim

,


 YXLn
n

AA  

olarsa, bu halda deyirlər ki,  nA  operatorlar ardıcllığı A  operatoruna normaya 

nəzərən yığılır.  

 Teorem 1.    YXLAn ,  operatorlar ardıcıllığının  YXLA ,  

operatoruna normaya nəzərən yığılması üçün zəruri və kafi şərt,  xAn  

ardıcıllığının  

   1,:1,0  xXxxS  

qapalı kürəsində Ax -ə müntəzəm yığılan olmasıdır. Yəni, 0 üçün elə 

 N  nömrəsi vardır ki,  Nn   və istənilən  1,0Sx  üçün  AxxAn  

olmasıdır. 

 Ġsbatı. Şərtin zəruriliyi aşağıdakı bərabərsizlikdən alınır. Operatorun 

normasının tərifinə görə 1x  olduqda  

  AAxAAxAAAxxA nnnn   

doğrudur.  nA  ardıcıllığı A -ya normaya nəzərən yığıldığı üçün 0  üçün 

elə  N  nömrəsi vardır ki,  Nn   olduqda  AAn  ödənir. Bunu 

nəzərə alsaq 1x  olduqda  

 AAAxxA nn  

alarıq. Bu  xAn  ardıcıllığının  1,0S  kürəsində Ax -ə müntəzəm yığılması 

deməkdir.  

 Kafilik. Fərz edək ki,  xAn  ardıcıllığı  1,0S  kürəsində Ax -ə 

müntəzəm yığılır. Onda istənilən 0  üçün elə N  nömrəsi vardır ki, Nn   

olduqda istənilən  1,0Sx  üçün  

2


 AxxAn  

Buradan  
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



 2
sup

1

AxxAAA n
x

n  

alırıq. Yəni nA  ardıcıllığı A -ya normaya görə yığılır.  

Bu teoremdən aşağıdakı nəticə çıxır.  

 Nəticə. Əgər nA  ardıcıllığı A –ya normaya nəzərən yığılırsa, onda 

istənilən M  məhdud çoxluğunda  xAn  ardıcıllığı Ax -ə müntəzəm yığılır. 

 Ġsbatı. M  çoxluğu məhdud olduğundan elə  RS ,0  qapalı kürəsi vardır 

ki,  RSM ,0 . Normaya nəzərən AAn   olduğundan istənilən 0  üçün 

elə N  nömrəsi tapmaq olar ki, Nn   olduqda  

R
AAn


  

Onda Mx  üçün Rx   olduğunu nəzərə alsaq, yaza bilərik: 




 R
R

xAAAxxA nn  

Sonuncu  xAn  ardıcıllığının M  çoxluğunda Ax -ə müntəzəm yığılan 

olduğunu göstərir.  

 Bu teoremə əsaslanaraq çox zaman normaya nəzərən yığılmaya 

müntəzəm yığılma da deyilir. 

 Yuxarıda biz X  və Y  fəzalarının normalaşmış fəzalar olduğu halda 

 YXL ,  çoxluğunun da xətti normalaşmış fəza olduğunu göstərmişik. 

Aşağıdakı teorem də doğrudur.  

 Teorem 2. Əgər X  istənilən normalaşmış fəza, Y  isə Banax fəzası 

olarsa, onda  YXL ,  Banax fəzasıdır.  

 Ġsbatı. Fərz edək ki,    YXLAn ,  fundamental ardıcıllığı verilmişdir. 

Onda istənilən 0  üçün elə N  nömrəsi tapmaq olar ki, Nn   və istənilən 

p  natural ədədi üçün  

 npn AA  

bərabərsizliyi doğrudur.  

 İxtiyari Xx  elementi götürək və  xAn  ardıcıllığına baxaq: 

  xAAxAAxAxA npnnpnnpn    

bərabərsizliyindən görünür ki,  xAn  ardıcıllığı da Y  fəzasında fundamentaldır. 

Y  tam fəza olduğundan elə Yy  elementi vardır ki, 

0 yxAn , yəni yxAn
n




lim . 

Bu qayda ilə istənilən Xx  elementinə müəyyən Yy  elementi qarşı qoyan 

A  operatoru təyin etmək olar: 
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xAAxy n
n 

 lim . 

 nA  operatorları xətti olduğundan yaza bilərik: 

   


22112211 lim xxAxxA n
n

  

2112211 limlim AxAxxAxA n
n

n
n

 


 

Deməli, A  xətti operatordur.  

 Göstərək ki, A  məhdud operatordur.  

npnnpn AAAA    

bərabərsizliyindən alırıq ki,  nA  ədədi ardıcıllığı fundamentaldır, yəni 

yığılandır. Ona görə də bu ardıcıllıq məhduddur. Onda elə c  ədədi vardır ki, 

istənilən n  üçün cAn  . 

 Buradan xcxAn   alarıq.  

 Bu bərabərsizlikdə n  şərtində limitə keçsək, xcAx   olar. Bu 

isə A  operatorunun məhdud olması deməkdir. Deməli, A  xətti məhdud 

operatordur, yəni  YXLA , . Teorem isbat edildi.  

 Qeyd edək ki,  YXL ,  xətti məhdud operatorlar fəzasında operatorlar 

ardıcıllığının müntəzəm yığılması anlayışı ilə bərabər digər növ yığılmalar da 

daxil etmək olar.  

Tutaq ki,  YXLAAn ,,   verilmişdir.  

 Tərif 2. Əgər istənilən Xx elementi üçün  

0lim 


AxxAn
n

 

olarsa, onda deyirlər ki, nA  ardıcıllığı A -ya güclü mənada yığılır.  

xAAAxxA nn   

bərabərsizliyindən alınır ki, əgər  nA  ardıcıllığı A -ya müntəzəm mənada 

(normaya görə) yığılırsa, onda o eyni zamanda güclü mənada da yığılır.  

 Bu faktın tərsi doğru deyildir. nA  ardıcıllığının A - ya güclü mənada 

yığılmasından onun müntəzəm, yəni normaya nəzərən yığılması alınmaya da 

bilər.  

 Misal. 2lX   olsun.   221 ...,...,, lxxxx n  , 


1

2

n

nx , elementini 

götürək. Aşağıdakı qayda ilə nA  operatorları təyin edək. nA  operatoru hər bir 

x  elementinə elə  ...,...,, 21 nyyyy   elementi qarşı qoysun ki, 11 xy  , 

22 xy  ,..., nn xy  , 01 ny , ,...02 ny  olsun.  

Yəni  
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   ,...0,...0,,...,...,,: 1211 xyxxxxA n   

   ,...0,...0,,,...,...,,: 21212 xxyxxxxA n   

....................................................................... 

   ,...0,...0,...,,,...,...,,: 2121 nnn xxxyxxxxA   

qarşı qoysun. Onda IA   vahid operatoru üçün 

0
1

222
 



nk

knn xxxAIxxA , n  

olar (yığılan sıranın qalıq sırası olduğuna görə). 

Ona görə də 0 IxxAn  və  nA  ardıcıllığı I -yə güclü mənada yığılır.  

 Göstərək ki,  nA  ardıcıllığı I -yə normaya nəzərən yığılmır.  

 Doğrudan da, 2l  fəzasında 1x  şərtini ödəyən vektorlar içərisində 

0xAn  şərtini ödəyən vektorlar üçün   1 xIAn  olduğundan  

  1sup
1




xIAIA n
x

n  

alarıq. Bu isə nA -in I -yə normaya nəzərən yığılan olmadığını göstərir.  

 

 

16.2. Müntəzəm məhdudluq prinsipi 

 

Teorem 3. Əgər  nA  xətti kəsilməz operatorlar ardıcıllığı X  Banax 

fəzasının hər bir x  nöqtəsində məhduddursa, yəni istənilən Xx  nöqtəsi 

üçün elə xM  ədədi varsa ki, xn MxA   şərti ödənilsin, onda  nA  ədədi 

ardıcıllığı məhduddur.  

Ġsbatı. Əvvəlcə fərz edək ki,  xAn  ardıcıllığı   XrxS ,0  qapalı 

kürəsində müntəzəm məhduddur, yəni elə M  ədədi vardır ki,  

MxAn
n

sup . 

Bu halda  nA  ardıcıllığının məhdud olduğunu göstərək. Bu məqsədlə 

istənilən Xx 0 , 00 x  elementi götürək.  

rxr
x

x
x  00  

olduğundan r
x

x
x 0  elementi də  rxS ,0  kürəsinə daxildir. Onda  

Mr
x

x
xAn

n















0sup  
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olar. nA  operatorları xətti olduğundan yaza bilərik 















 xA

x

r
xAr

x

x
xA nnn 00  

MxA
x

r
xA

x

r
xA nnn  0  

Buradan  

MxA
x

r
M n   

yaxud  

x
r

M
xAn

2
  

alarıq. Sonuncu bərabərsizlikdən 
r

M
An

2
  alarıq. Bu isə  rxS ,0  kürəsində 

 xAn  müntəzəm məhdud olduqca,  nA  ədədi ardıcıllığının məhdud 

olduğunu göstərir.  

 İndi isə teoremi ümumi halda isbat edək. 

 Əksini fərz edək. Fərz edək ki, teoremin hökmü doğru deyildir. Bu 

halda xAn  ardıcıllığı heç bir qapalı kürədə müntəzəm məhdud deyildir. Əgər 

 xAn  müntəzəm məhdud olsaydı, onda  nA  ədədi ardıllığı da məhdud 

olardı. XS 0  qapalı kürəsini qeyd edək. Bu kürədə  xAn  qeyri-

məhduddur. Onda elə 01 Sx   nöqtəsi və elə 1n  nömrəsi tapmaq olar ki, 

111
xAn . 

1nA  operatorunun kəsilməzliyinə görə elə  111 xSrS   açıq kürəsi 

vardır ki, 1Sx -də 1
1

xAn ödənir. 1S  kürəsində  xAn  qeyri-məhdud 

olduğundan elə 12 Sx  nöqtəsi və 12 nn   nömrəsi tapmaq olar ki,  222
xAn . 

Mühakiməni bu qayda ilə davam etdirməklə, elə  kx  və  kS  alarıq ki, 

kk Sx   və  nSSSS ...210  olsun. Eyni zamanda kSx olduqda 

kxA
kn  . 

 Bir-birinə daxil olan kürələr haqqında teoremə görə bunların hamısına 

daxil olan yeganə kSx  ,...2,1k nöqtəsi vardır. Onda kxA
kn  , yəni  xAn  

qeyri-məhduddur. Bu isə teoremin şərtinə ziddir. Deməli, elə qapalı kürə vardır 

ki, orada  xAn  məhduddur. Ona görə də  nA  ədədi ardıcıllığı məhduddur. 

Teorem isbat olundu.  
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16.3. Banax-ġteynhauz teoremi 

  

Teorem 4 (Banax-ġteynhauz).  YXLAn ,  operatorlar ardıcıllığının 

 YXLA ,  operatoruna güclü mənada (yəni istənilən Xx  nöqtəsində) 

yığılan olması üçün zəruri və kafi şərt 

1)  nA  ədədi ardıcıllığının məhdud olması  

2) nA  ardıcıllığının X -də hər yerdə sıx olan XX   altçoxluğunda A -ya 

güclü mənada yığılan olmasıdır.  

 Ġsbatı. Zərurilik. İstənilən Xx  üçün AxxAn  , n  olduğu 

üçün AxxAn  , n . Ona görə də  xAn  məhduddur. Onda müntəzəm 

məhdudluq prinsipindən alırıq ki,  nA  ardıcıllığı məhduddur. Eyni zamanda 

X   altçoxluğu olaraq XX   götürmək olar. Deməli, zərurilik doğrudur.  

 Kafilik. Fərz edək ki, Xx , amma Xx  . Istənilən 0  ədədi 

götürək və elə Xx   tapaq ki,  xx  olsun. n
n

AM
,...2,1,0

sup


 , AA 0 . 

 Göstərək ki, nA  ardıcıllığı güclü mənada A -ya yığılır. Onda yaza 

bilərik: 

       xxAxAxAxxAAxxA nnn  

xAxAMxxAxAxAxxA nnn
 2  

X   altçoxluğuda nA ardıcıllığı A -ya güclü yığıldığından   AxxAn  . Onda 

0  üçün elə N  nömrəsi vardır ki, Nn   olduqda  xAxAn  olar. 

Onda bütün Nn   üçün  

 12  MAxxAn  

alarıq. Bu isə ardıcıllığın bütün X -də güclü yığıldığını göstərir. Teorem isbat 

olundu.  

 

      16.4. Xətti operatorun kəsilməzliyə görə davamı 

  

 Fərz edək ki, X  və Y  xətti normalaşmış fəzalardır. YXA :  xətti 

operatordur. A  operatorunun  AD  təyin oblastının X  fəzasında sıx olduğunu 

fərz edək:   XAD  . Belə xətti operatorlar üçün də məhdudluq və norma 

anlayışlarını daxil etmək olar. 

 Əgər 
 


 1,

sup
xADx

A  olarsa, onda A  operatoruna  AD  

çoxluğunda məhdud operator deyilir. A  kəmiyyətinə A  operatorunun 

norması deyilir.  
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 Aşağıdakı teorem doğrudur. 

 Teorem (xətti operatorun kəsilməzliyə görə davamı haqqında). Fərz 

edək ki, X – xətti normalaşmış, Y  isə banax fəzasıdır, A  operatoru təyin 

oblastı   XAD  ,   XAD  , qiymətlər çoxluğu   YAR   olan xətti 

operatordur və  AD  çoxluğunda məhduddur. Onda bütün X -də təyin edilmiş 

elə xətti məhdud A  operatoru vardır ki,  

1) istənilən  ADx  üçün AxxA   

2) AA   

şərtləri ödənilir.  

 Ġsbatı. A  operatorunu aşağıdakı üsulla təyin edək: Əgər  ADx  

olarsa, AxxA  .  

 Tutaq ki, Xx , amma  ADx  .  AD -nın X -da sıxlığına görə elə 

   ADxn   tapmaq olar ki, xxn  . Bu halda n
n

AxxA


 lim  qəbul edək. 

Göstərək ki, baxılan limit vardır və x -ə yığılan ardıcıllıqların seçilməsindən 

asılı deyildir. Doğrudan da  

mnmn xxAAxAx   

bərabərsizliyindən alınır ki,  nAx  fundamental ardıcıllıqdır. Y  tam fəza 

olduğundan  nAx  yığılandır. Deməli n
n

Ax


lim  vardır. İndi isə xxn  , n  

   ADxn   şərtini ödəyən başqa bir ardıcıllıq götürək. n
n

Axa


 lim , 

n
n

xAb 


lim  qəbul edək. Onda yaza bilərik: 

0 bxAxAAxAxaba nnnn , n  

Çünki  

0 nnnn xxAxAAx , n  

Deməli, ba   alırıq.  

 Daha sonra nn xAAx   bərabərsizliyində n  şərtində limitə 

keçsək, xAxA   alarıq. Buradan AA   olar. Digər tərəfdən  

 
AxAxAA

x
ADxx






1
1

supsup  

olduğu üçün AA   alırıq.  

 A  operatorunun xəttiliyi A -nın və limitin xəttilik xassəslərindən alınır. 

Doğrudan da istənilən Xxx ,  üçün yaza bilərik: 

    


n
n

n
n

nn
n

xAxAxxAxxA  limlimlim  
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xAxAxAxA n
n

n
n




 limlim . 

Bu isə A -nın xətti olması deməkdir. Teorem isbat olundu.  

 Qeyd edək ki, A  operatorunun yuxarıdakı qayda ilə qurulmuş davamı 

A  operatorunun kəsilməzliyə görə davamı adlanır.  

 

16.5. Operatorlar ardıcıllığının yığılmasına aid məsələ 

həlli nümunələri və tapĢırıqlar 

 

 1.    EELAn ,  operatorlar ardıcıllığının müntəzəm və ya nöqtəvi 

yığılmasını tədqiq edin. 

a) 2lE  , 







 ,...,...,, 21

n

x

n

x

n

x
xA k

n ,   2lxx k  ; 

b) 2lE  ,  ,...0,0,,...,, 21 nn xxxxA  ,   2lxx k  ; 

v)  1,0CE  ,       txtttxA n
n  1 ,  1,0t ; 

q)  1,0CE  ,     txttxA n
n  ,  1,0t ; 

d)  1,0CE  ,       dxntxA
n

t

t

n 





1

,  1,0t . 

 Həlli. a)  nA  operatorlar ardıcıllığı sıfır operatora müntəzəm yığılır. 

Çünki, istənilən 2lx  üçün  

2

2
1

2

2

2 11
x

n
x

n
xA

k

kn  




 

Buradan 0
1


n
An , n . 

 b)  nA  ardıcıllığı I  vahid operatoruna nöqtəvi yığılır, amma 

müntəzəm yığılmır. Doğrudan da istənilən   221 ,..., lxxx   üçün  

0
1

22
 



nk

kn xxxA , n  

(yığılan sıranın qalığı olduğu üçün). Bu onu göstərir ki, IAn    nöqtəvi 

yığılır.  

 İndi istənilən Nn  üçün 21 ...0,1,0,...,0 lex

n

n 













    

götürək. 11 ne . Bu halda  

1111   nnnn eeeA  
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 Ona görə də  

01sup 11
1

 


nnnn
x

n eeAxxAIA . 

Yəni nA  ardıcıllığı n  olduqda I  vahid operatoruna müntəzəm (normaya 

görə) yığılmır.  

v)  nA  operatoru sıfır operatoruna müntəzəm yığılır. Doğrudan da 

istənilən    1,0Ctx   üçün  

 
   

 
 


xtttxttxA nn

t

n

t
n

1

1,01,0
max1max  

 
x

n

n
n

n

1
1




 . 

Ona görə də  

 
0

1
1





n

n

n
n

n
A   n . 

q) Göstərək ki,  nA  ardıcıllığı yığılan deyildir. Çünki   01 x  şərtini 

ödəyən istənilən    1,0Ctx   funksiyası üçün   txtn  ardıcıllığı nöqtəvi 

mənada  

 
 









1,1

,10,0

tx

t
t  

funksiyasına yığılır. Göründüyü kimi  t  kəsilən funksiyadır və  1,0C  

fəzasına daxil deyildir. Ona görə də  nA  ardıcıllığı nöqtəvi mənada (eyni 

zamanda müntəzəm mənada) yığılan deyildir.  

d) Göstərək ki,   nA  ardıcıllığı I  vahid operatoruna nöqtəvi mənada 

yığılır, amma müntəzəm yığılmır. Doğrudan da, əgər    txtF   funksiyasının 

ibtidai funksiyası isə, onda  

 
 

   txtF

n

tF
n

tF

dxn
n

t

t

















1

11

  

münasibətindən nA  ardıcıllığının I  vahid operatoruna nöqtəvi yığılmasını 

alırıq.  

 İndi isə    znttx n
n  1  funksiyasını götürək.  

 
1max 1

1,0
 



n

t
n tx . 

Onda alarıq: 
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   
 












1
1

1,0

1

1

1,0
maxmax nn

t

t

n

t

n
t

t

nn

t
nn ttdnxAx




  

 









 



1

1,0

1
max nn

n

t
tt

n
t  

 

 



 



12

2

1

1,0

1
...

2

1
max nn

n

nnn

t
tt

n
t

n

nn
tt  

 
 

 
4

1

2

1
max

2

1
2

2

1,0
2







 

 n

nn
t

n

nn n

t
     2n . 

Nəticədə,  

0
4

1
sup

1




nnnn
x

n xxAxxAIA , n  

yəni, nA  ardıcıllığı I  vahid operatoruna müntəzəm yığılmır.  

 2. Tutaq ki, E  banax fəzası, A  isə bu fəzada təsir edən xətti məhdud 

operatordur. Fərz edək ki,  

  





0k

k
ktt   

 Rk  – bütün həqiqi oxda yığılan qüvvət sırasıdır.  

İsbat edin ki,  

  k
n

k

kn AAS 



0

  

ardıcıllığı n  şərtində    ELA   limitinə malikdir.  k  ədədi ardıcıllığı 

hansı şərtləri ödədikdə    AA    olar? 

 Həlli. Qeyd edək ki,  EL  fəzasında operatorların hasili əməlinin 

olması istənilən Nn  üçün nA  operatorunu təyin etməyə imkan verir, belə ki, 
nn AA  .  A  operatorunu 

  xAxA k

k

k





0

 , Ex                                    ( ) 

kimi təyin edək. xAk

k

k


0

  sırası E  fəzasında o zaman yığılan adlanır ki, onun 

xüsusi cəmlər ardıcıllığı yığılan olsun. Banax fəzasında müntəzəm yığılan 

istənilən sıra yığılandır. Əgər  
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




cA
k

k

k

0

  

olarsa,  A  funksiyasını    bərabərliyi ilə təyin etmək olar. Bu halda alarıq: 

  xcxAxAxA
k

k

k
k

k

k  






 00

 , Ex . 

Buradan   cA   alırıq.  A -nın xətti olmasını isə asanlıqla yoxlamaq olar. 

Ona görə də    ELA  . Indi isə göstərək ki, n  olduqda    AASn  . 

Istənilən Ex  üçün yaza bilərik: 

     









10 nk

k

k
k

k

kn xAxAxASA   

Buradan  

    





1

0
nk

k

kn AASA  , n  

alırıq. Əgər 0k , Nk  olarsa, bu halda  

   AAA
k

k

k  


0

. 

3. Tutaq ki, E  banax fəzasıdır.    ELAn  ,    ELBn  , Nn  və 

normaya nəzərən 

AAn  , BBn  ,  ELBA , . Göstərin ki, BABA nn  . 

4. Tutaq ki, 1E  və 2E  banax fəzalarıdır.  21,EELAn   və normaya 

nəzərən AAn  ,  21,EELA . Göstərin ki, əgər xxn    NnExxn  ,, 1  

isə, onda AxxA nn  .  

5. Tutaq ki,   
1nn tp   baC ,  fəzasında hər hansı qeyd olunmuş 

funksiyalar ardıcıllığıdır. İstənilən Nn  üçün  

      txtptxA nn  ,  bat , ,    baCtx ,  

operatorları təyin edək.  

 xpn  ardıcıllığı hansı şərtləri ödədikdə nA  operatorlar ardıcıllığı  a) 

müntəzəm b) nöqtəvi yığılır. 

6. Aşağıdakı hallarda    ELAn   operatorlar ardıcıllığının müntəzəm 

yığılmasını tədqiq edin. 

a) 2lE  ,  ,...,,0,...,0 1 nnn xxxA , 2lx ; 

b) 2lE  ,  ,..., 21  nnn xxxA , 2lx ; 
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v)  1,0CE  ,         dx
n

ttxAn  

1

0

2 1
; 

q)  1,02LE  ,       dxttxA nn
n 

1

0

.  
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XVII FƏSİL 

XƏTTİ OPERATORUN QRAFİKİ.  

QAPALI OPERATORLAR 

 

17.1. Banax fəzalarının düz cəmi 

 

 Fərz edək ki, X  və Y  istənilən xətti fəzalardır.  

 Tərif. Xx , Yy  olduqda  yxx ,  şəklində bütün cütlər çoxluğuna 

X  və Y  fəzalarının düz cəmi deyilir və YXZ    kimi işarə edilir. Bu fəzada 

cütlərin cəmi və cüt ədədə hasili əməlləri aşağıdakı qayda ilə təyin olunur: 

 111 , yxz  ,  222 , yxz   cütləri və 21,  ədədləri üçün  

 221122112211 , yyxxzz    

Əgər xüsusi halda X  və Y  normalaşmış fəzalar olarsa, YX   fəzasında 

norma 
YX

yxz   kimi təyin edilir. Asanlıqla göstərmək olar ki, bu qayda 

ilə təyin edilmiş norma bütün aksiomları ödəyir. Bu halda X  və Y  Banax 

fəzaları olarsa, YX   fəzası da Banax fəzası olar.  

 Göstərmək olar ki, YX   fəzasında norma aşağıdakı üsullarla da təyin 

edilə bilər: 

22

YX
yxz  ,    pp

Y

p

X
yxz

/1

    1p , 

 
YX

yxz ,max  

Daxil edilmiş bu normalar bir-birinə ekvivalentdirlər.  

  

 

17.2. Operatorun qrafiki 

 

 Fərz edək  xFy   təyin oblastı   XFD  , qiymətlər çoxluğu isə 

  YFE   olan operatordur. X  və Y  Banax fəzalarıdır.   

   xFx, ,  FDx  cütlər çoxluğuna F  operatorunun qrafiki deyilir. 

Tərifdən görünür ki, operatorun qrafiki YX  fəzasının alt çoxluğudur.  

 Tərif. Əgər YXA :  xətti operatorunun qrafiki YX   fəzasında 

qapalı olarsa, onda A  operatoruna qapalı operator deyilir. A  operatorunun 

qrafikinin qapalı olması o deməkdir ki, əgər  ADxn   üçün    yxAxx nn ,,   

olarsa, onda  ADx  və Axy  .  

 Əgər 
YX

yxz   olduğunu nəzərə alsaq, A  operatorunun 

qapalılığının tərifini aşağıdakı kimi vermək olar: əgər  ADxn  , xxn   və 

yAxn   isə, onda  ADx  və Axy  .  

 Aşağıdakı teorem doğrudur.  
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 Teorem 1. Əgər   XAD   və A  məhdud operator isə, onda A  qapalı 

operatordur.  

 İsbatı. Tutaq ki, n  olduqda xxn   və yAxn  . A  məhdud 

operatoru kəsilməz olduğundan n  üçün AxAxn  . Limitin yeganəlik 

xassəsinə görə Axy   alarıq.  

 Teorem 2. Əgər A  qapalı operator isə və 1A  tərs operatoru varsa, 

onda 1A  operatoru da qapalıdır.  

 İsbatı. A  və 1A  operatorlarının qrafiklərinə baxaq: 

   ADxAxx ,,  

   ARyyAy  ,, 1  

1A  operatorunun qrafikini eyni zamanda  xAx, ,  ADx  şəklində də 

göstərə bilərik. Bu A  operatorunun qrafikində x  və Ax -in yerini dəyişməklə 

alındığı üçün XY   fəzasında qapalı çoxluq olar. Deməli 1A  qapalı 

operatordur.  

 Nəticə. Əgər  YXLA ,  və 1A tərs operatoru varsa, onda 1A  qapalı 

operatordur.  

 Doğrudan da 1-ci teoremə görə A  qapalıdır və 2-ci teoremə görə 1A  

operatoru da qapalı olar.  

 

17.3. Qapalı qrafik haqqında Banax teoremi və 

onun bəzi nəticələri 

 

 S.Banax tərəfindən mühüm tətbiqi əhəmiyyəti olan aşağıdakı teorem 

isbat edilmişdir.  

 Teorem 1. Əgər A  operatoru X  Banax fəzasında hər yerdə təyin 

edilmiş və qiymətləri Y  Banax fəzasına daxil olan xətti qapalı operator isə, 

onda A  məhdud operatordur.  

 Çox mühüm bu teoremin isbatı aşağıdakı lemmadan alınır.  

 Lemma. Fərz edək ki, A  operatoru bütün X  Banax fəzasında təyin 

edilmiş, qiymətləri Y  Banax fəzasına daxil olan xətti qapalı operatordur. Əgər 

X -də hər yerdə sıx olan elə M  çoxluğu və elə 0c  sabiti varsa ki, istənilən 

Mx  üçün 
XY

xcAx   şərti ödənilsin, onda A  məhdud operatordur.  

 Qapalı qrafik haqqında yuxarıda qeyd etdyimiz teoremdən tərs 

operatorun varlığı haqqında Banax teoreminin daha güclü variantı olan 

aşağıdakı teorem alınır.  
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 Teorem 2. Əgər A  qapalı operatoru X  Banax fəzasını bütün Y  Banax 

fəzasına qarşılıqlı birqiymətli inikas etdirirsə, yəni   YAR   isə, onda 1A  

operatoru məhduddur.  

 İsbatı. Teoremin şərtinə görə   XAD   və A  qapalı olduğuna görə 1-

ci teoremə görə A  məhdud operatordur. Tərs operatorun varlığı haqqında 

Banax teoreminə görə  XYLA ,1  olar.  

 

 

17.4. Qrafikin norması 

 

 Göründüyü kimi xətti qapalı operatorlar bəzi xassələrinə görə xətti 

kəsilməz (məhdud ) operatorlara yaxındır. Fridrixs göstərmişdir ki, bir çox 

hallarda xətti qapalı operatorların öyrənilməsini xətti məhdud operatorların 

öyrənilməsinə gətirmək olar.  

 Tutaq ki, A  operatoru X  banax fəzasında hər yerdə sıx  AD  təyin 

oblastına malik, qiymətləri Y  banax fəzasına daxil olan xətti qapalı 

operatordur.  AD  çoxluğunda qrafikin norması adlanan yeni  

YX
Axxx   

normasını təyin edək. Daxil edilmiş bu normaya nəzərən  AD  çoxluğu xətti 

normalaşmış fəzaya çevrilir. Bu fəzanı AX  ilə işarə edək.  

 Fərz edək ki,   An Xx   hər hansı fundamental ardıcıllıqdır, yəni 

nm,  üçün  

0
YmnXmn AxAxxx  

şərti ödənilir. Onda mn,  olduqda  

0,0 
YmnXmn AxAxxx  

olar. Şərtə görə X  və Y  tam fəzalar olduğu üçün elə Xx , Yy  

elementləri vardır ki, n  şərtində xxn   və yAxn  . 

 A  operatoru qapalı olduğundan  ADx  və Axy  . Bu onu göstərir 

ki,  nx  ardıcıllığı AX  fəzasında yığılandır, yəni AX – banax fəzasıdır.  

 Əgər A -ya AX  fəzasından Y -ə təsir edən operator kimi baxsaq, 

xAx
Y
  yaza bilərik. Bu şərt A  operatorunun məhdud olduğunu göstərir. 
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17.5. Qapalı operatorlara aid məsələ həlli nümünələri və 

tapşırıqlar 

 

1. Ortonormal  ke  bazisinə malik H  hilbert fəzasında aşağıdakı qayda 

ilə A  operatoru düzəldək: 

kkk eAe  ,  

kk ,...,2,1 -lar sabit ədədlərdir.  

 Əgər istənilən Hx  üçün 





1k

kkexx  isə, onda 





1

22

k

kxx  sırası 

yığılandır. Bu halda 





1k

kkk exAx  . Bu sıra yalnız o zaman yığılır ki,  







1

222

k

kk xAx  .                                 ( ) 

Aşağıdakı 2 hal mümkündür: 

a)  k  məhduddur. k
k

AC sup  işarə edək. Onda  

222
xCAx A  

və A  məhdud, deməli qapalı operator olar.  

b)  k  qeyri-məhduddur. Bu halda A  qeyri-məhdud operatordur və onun 

təyin oblastı  AD  ( ) şərtini ödəyən x  elementlərindən ibarətdir. A  

operatorunun qeyri-məhdud olması kkAe   bərabərliyindən görünür. Əgər 

0inf  Ak
k

C  (yəni, k  ədədləri sıfırdan ayrılmışsa) onda 





1k

kkeyy  

(





1

2

k

ky ) elementlərində  






 
1

11

k

kkk eyyA   

bərabərliyi ilə təyin olunmuş 1A  tərs operatoru vardır.   11sup Ak
k

C  

olduğu üçün 1A  tərs operatoru məhduddur   HAD 1 , yəni qapalıdır. 

Beləliklə, alırıq ki, 0inf k
k
  şərti 1A operatorunun qapalı olmasını təmin 

edir.  

2.   ,0CYX .  ,0  intervalında kəsilməz funksiyalar fəzasını 

götürək.   
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 
 txx

t 


,0

sup . 

X  fəzasında  ttxAx   operatoru təyin edək. A  xətti operatordur və onun 

təyin oblastı  AD  

 
t

C
tx x




1
,  xC – sabitdir 

şərtini ödəyən funksiyalardan ibarət çoxluqdur. A – qeyri-məhdud operatordur. 

Doğrudan da,  
tn

n
txn


 , ,...2,1n  funksiyalar ardıcıllığını götürək. 

 
t

n

tn

n
txn







1
 olduğundan    ADtxn   və 1nx . Digər tərəfdən  

 
n

tn

nt
Ax

t
n 




 ,0

sup , 

Buradan  

 



n

xADx

Ax
1,

sup  

alırıq, yəni A – qeyri-məhduddur.  

 İndi isə göstərək ki, A  qapalıdır. Bunun üçün X  fəzasında 

   txtxn  ,    tyttxn  , n  götürək. Onda        tytxtxt n 1 ,  

n  olar.  

 Tərifə görə istənilən 0  üçün elə N nömrəsi tapmaq olar ki, Nn   

olduqda  

          tytxtxt n1 ,   ,0t  

yaxud  

 
   













tt

tytx
txn

11
 

 
   

t

tytx
txn






1
, n  olduqda. Digər tərəfdən    txtxn   olmasından 

   
 tx

t

tytx






1
 və buradan    ttxty   alırıq, yəni Axy  ,  ADx . 

(  
t

y
tx




1
) 

3. Tapşırıq. Yuxarıdakı misalda 
 
t

ty
yA 1  tərs operatorunun da qeyri-

məhdud və qapalı operator olduğunu göstərin. 
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4.  baC ,  fəzasında təyin oblastı  AD   ba,  parçasında kəsilməz 

diferensiallanan funksiyalardan ibarət olan 
 

dt

tdx
Ax   operatorunun 

qeyri-məhdud qapalı operator olduğunu göstərin.  

Həlli. Bu məqsədlə   nttxn sin , ,...2,1n  ardıcıllığını götürək. 

Göstərə bilərik ki,    ADtxn   1nx  və nAxn  . Buradan 


Ax
x 1

sup  

alırıq. Deməli, A  operatoru qeyri-məhduddur.  

Göstərək ki, A qapalı operatordur.    ADtxn   götürək. 

Tutaq ki, n  şərtində    txtxn  ,    tytxn  . 

Müntəzəm yığılan funksional sıraların limitinin xassəsinə görə    baCtx ,  və 

müntəzəm yığılan funksional sıraların diferensiallanması teoreminə görə 

   tytx   alırıq. Bu isə A -nın qapalı olması deməkdir.      

5.  baC ,  fəzasında kəsilməz diferensiallanan və   0ax  sərhəd şərtini 

ödəyən funksiyalardan ibarət  AD  təyin oblastına malik    txtAx   

operatoruna baxaq.  

 A  operatorunun tərsi təyin oblastı bütün  baC ,  fəzası olan və  

 


t

a

dssyyA 1  

bərabərliyi ilə təyin edilmiş 1A  operatorudur. Asanlıqla göstərmək olar  ki, 

  yabyA 1 . 1A  bütün fəzada təyin edilmiş məhdud operator 

olduğundan A  qapalı operatordur.  

 6.    1,01,0: CCA  ,    txtAx   kimi təsir edən və təyin oblastı 

 AD –  1,0  parçasında kəsilməz diferensiallanan və     010  XX  şərtini 

ödəyən funksiyalardan ibarət olan A  operatorunun qapalı olduğunu göstərin.  

 7.    1,01,0: CCA  ,      txtxtAx   kimi təsir edən və təyin 

oblastı  AD –  1,0  parçasında iki dəfə kəsilməz diferensiallanan və 

    000  xx  şərtini ödəyən A  operatorunun qeyri-məhdud qapalı operator 

olduğunu göstərin.  
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XVIII FƏSİL 

QOŞMA FƏZALAR  

 

18.1. Xətti funksionallar 

 

 Fərz edək ki, X – xətti fəzadır. X -də təyin edilmiş F  operatorunun 

qiymətləri çoxluğu həqiqi və yaxud kompleks ədədlər çoxluğuna daxil olduqda 

F  operatoru funksional adlanır. Biz əsasən X – həqiqi xətti fəzasında təyin 

edilmiş həqiqi qiymətlər alan funksionallara baxacağıq. 

 Tərif. Əgər X  həqiqi xətti fəzasında təyin edilmiş, qiymətləri R  həqiqi 

ədədlər çoxluğuna daxil olan f  funksionalı aşağıdakı şərtləri ödəyərsə, ona 

xətti funksional deyilir. 

1. İstənilən Xyx ,  üçün      yfxfyxf   (additivlik) və R  

2. İxtiyari Xx  üçün    xfxf    (bircinslik) 

Misallara baxaq: 

1)  ba,  parçasında kəsilməz funksiyalar fəzasında    dttf

b

a

   bərabərliyi 

ilə təyin edilmiş funksional həm additiv, həm də bircinsdir, yəni xəttidir.  

2)  baC ,  fəzasında qeyd olunmuş  bat ,0   üçün    0tf    qəbul edək. Bu 

bərabərlik xətti funksional təyin edir.  

3) nRX   fəzasında hər bir  nx  ,...,, 21  elementi üçün  

  nncccxf   ...2211  

qəbul edək. Burada nccc ,....,, 21  qeyd edilmiş sabitlərdir.  

 Asanlıqla göstərmək olar ki, bu bərabərliklə təyin edilmiş funksional 

xəttidir. Xətti funksionallar xətti operatorların xüsusi halı olduğundan xətti 

operatorlar üçün daxil edilmiş bir çox anlayışlar və ümumi faktlar xətti 

funksionallar üçün də doğrudur.  

 Xətti operatorların məhdudluğuna, kəsilməzliyinə və normasına tərif 

vermiş, bunlar arasındakı əlaqələri göstərmişik. Xətti operatorların xüsusi halı 

olan xətti funksionallar üçün bu tərifləri bir daha qeyd edək.  

 XE   çoxluğunda təyin edilmiş F  funksionalı üçün elə 0M  ədədi 

varsa ki, istənilən Ex  üçün  

  xMxF                                                  (1)  

şərti ödənilir, bu halda F  funksionalına E  çoxluğunda məhdud funksional 

deyilir. Xüsusi halda XE   olarsa, F  funksionalı X  fəzasında məhdud 

funksional adlanır.  

 (1) bərabərsizliyini ödəyən M  ədədlərindən ən kiçiyinə F  

funksionalının norması deyilir və F  kimi işarə edilir. Qeyd edək ki, (1) 

şərtini ödəyən M  ədədləri aşağıdan sıfırla məhdud olduğundan onların dəqiq 
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aşağı sərhəddi  Mm inf0   vardır və bu ədəd də (1) bərabərsizliyini ödəyir, 

yəni 0mF  .  

 Normalaşmış fəzada təyin edilmiş F  xətti məhdud funksionalının 

normasını aşağıdakı kimi təyin edə bilərik: 

 
 
x

xf
xFF

xx 01

supsup


  

Əgər n  şərtində Xxxn 0,  üçün 00  xxn  olduqda 

    00  xFxF n  olarsa, onda F  funksionalına 0x  nöqtəsində kəsilməz 

funksional deyilir.  

 R  həqiqi ədədlər çoxluğu (eləcə də C  kompleks ədədlər çoxluğu) 

Banax fəzası olduğundan yuxarıda xətti operatorlar üçün isbat edilmiş 

aşağıdakı teoremlər də doğrudur.  

 Teorem 1. Xətti normalaşmış X fəzasında təyin edilmiş additiv F  

funksionalı hər hansı Xx 0 nöqtəsində kəsilməzdirsə, onda bütün X  

fəzasında müntəzəm kəsilməzdir.  

 Teorem 2. Həqiqi X  xətti normalaşmış fəzasında additiv və kəsilməz 

F  funksionalı bircinsdir.  

 Teorem 3. Xətti normalaşmış X  fəzasında təyin edilmiş F  

funksionalının kəsilməz olması üçün zəruri və kafi şərt onun məhdud 

olmasıdır, yəni   xMxF  . 

 Qeyd edək ki, aşağıdakı mühüm fakt da doğrudur. Xətti normalaşmış 

X  fəzasında hər yerdə sıx L  xətti çoxobrazlısında təyin edilmiş xətti məhdud 

funksional normasını saxlamaqla birqiymətli olaraq bütün fəzaya davam 

etdirilə bilər.  

 

  18.2. Qoşma fəzalar. Xətti kəsilməz funksionallar 

ardıcıllığının yığılması 

 

 Fərz edək ki, X  Banax fəzasıdır. K  isə, X  həqiqi xətti fəza olduğu 

halda həqiqi, kompleks xətti fəza olduğu halda isə kompleks ədədlər 

çoxluğudur.  KXL ,  xətti məhdud funksionallar çoxluğuna X  fəzasının 

qoşması deyilir və onu *X  ilə işarə edirlər:  KXLX ,*   normalaşmış dolu 

fəzadır. XX *  olduqda X  fəzasına öz-özünə qoşma fəza deyilir.  

 Operatorlar ardıcıllığının yığılmasında olduğu kimi   *Xfn   

ardıcıllığının f  funksionalına müxtəlif mənada yığılmasını təyin etmək olar.  
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 Tərif 1.   *Xfn  , *Xf   üçün 0lim 


ffn
n

 şərti ödənilərsə, 

onda deyirlə ki,  nf  ardıcıllığı f - güclü mənada yığılır. 

 Bu tərif operatorlar ardıcıllığının müntəzəm yığılmasına uyğun gəlir.  

 Tərif 2. Əgər ixtiyari Xx  üçün     0lim 


xfxfn
n

 şərti 

ödənilərsə, onda deyirlər ki,   *Xfn   ardıcıllığı *Xf   funksionalına zəif 

mənada yığılır. 

 Göründüyü kimi funksionallar ardıcıllığının zəif yığılmasının tərifi 

operatorlar ardıcıllığının nöqtəvi yığılmasının tərifinə uyğun gəlir.  

 Xətti məhdud operatorlar ardıcıllıqları üçün yuxarıda qeyd olunmuş 

müntəzəm məhdudluq prinsipini, Banax-Şteynhauz və Xan-Banax teoremlərini 

funksionallar üçün aşağıdakı şəkildə ifadə etmək olar.  

 Teorem (müntəzəm məhdudluq prinsipi). Əgər X  Banax fəzasında 

istənilən Xx  üçün   xfn  ardıcıllığı məhdud olarsa, onda  nf  ədədi 

ardıcıllığı məhduddur.  

 Teorem (Banax-Şteynhauz). X  normalaşmış fəzasında  nf  xətti 

funksionallar ardıcıllığının n  şərtində f  xətti funksionalına zəif mənada 

yığılması üçün  

a)  nf  ədədi ardıcıllığının məhdud olması  

b)  nf  ardıcıllığının n  şərtində X -də hər yerdə sıx olan L  

çoxobrazlısında f -ə zəif mənada yığılan olması zəruri və kafidir.  

 Teorem (Xan-Banax). Fərz edək ki, f  funksionalı   XfD   

oblastında təyin olunmuş xətti məhdud funksionaldır. Onda bütün X  fəzasında 

təyin edilmiş elə f
~

 funksionalı vardır ki, istənilən  fDx  üçün    xfxf 
~

 

və ff 
~

 şərtləri ödənilir.  

 f
~

 funksionalına f  funksionalının  fD  xətti çoxobrazlısından bütün 

X -ə davamı adlanır. Bu teorem onu göstərir ki, müəyyən çoxobrazlıda təyin 

olunmuş xətti məhdud f  funksionalını normasını saxlamaq şərti ilə bütün X  

fəzasına davam etdirmək olar.  

 Xan-Banax teoremindən aşağıdakı mühüm nəticələr almaq mümkündür. 

 Nəticə 1. Əgər X  normalaşmış fəza olarsa, onda istənilən Xx , 

0x  elementi üçün bütün X  fəzasında təyin olunmuş elə xətti məhdud f  

funksionalı vardır ki,   xxf   və 1f  şərti ödənilir.  

 Nəticə 2. Fərz edək ki, X  normalaşmış fəza, XL  xətti çoxobrazlı və 

LXx 0  nöqtəsi L  çoxobrazlısından 0d  məsafədə yerləşən nöqtədir. Onda 
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bütün X  fəzasında təyin edilmiş elə xətti f  funksionalı vardır ki, aşağıdakı 

şərtlər ödənilir: 

1. İxtiyari Lx  üçün   0xf  

2.   10 xf . 

3. 
d

f
1

 . 

Yuxarıda biz   *Xfn   funksionallar ardıcıllığının 

*Xf  funksionalına zəif yığılması anlayışı ilə tanış olduq. f  xətti 

funksionalından istifadə edərək   Xxn   elementlər ardıcıllığının zəif 

yığılması anlayışını da daxil edə bilərik. 

Tərif. Əgər istənilən *Xf   funksionalı üçün  

   xfxf n
n




lim  

olarsa, onda deyirlər ki,  nx  ardıcıllığı x  elementinə zəif mənada yığılır. 

 Asanlıqla göstərmək olar ki, X  normalaşmış fəzasında  nx  ardıcıllığı 

x  elementinə normaya nəzərən yığılırsa, onda bu ardıcıllıq zəif mənada da 

yığılır. Doğrudan da n  şərtində 0 xxn  olduğu üçün istənilən f  

xətti məhdud funksionalı üçün  

      xxfxxfxfxf nnn   

bərabərsizliyindən     0 xfxf n  alırıq. Bu isə  nx  elementlər 

ardıcıllığının x -ə zəif mənada yığılan olduğunu göstərir.  

 Tərif. Əgər istiyari *Xf   funksionalı üçün   nxf  ardıcıllığı 

fundamental olarsa, onda  nx  ardıcıllığına zəif fundamental ardıcıllıq deyilir.  

 Qeyd edək ki, fəzanın tamlığı və kompaktlıq anlayışlarını da 

ardıcıllıqların zəif yığılmasına görə təyin etmək olar.  

 Tərif. Əgər X  fəzasında istənilən zəif fundamental ardıcıllıq bu 

fəzanın hər hansı elementinə zəif mənada yığılarsa, onda bu fəzaya zəif tam 

fəza deyilir.  

 Tərif. Əgər X  fəzasının istənilən sonsuz XM   altçoxluğundan zəif 

yığılan ardıcıllıq ayırmaq mümkün olarsa, onda M  çoxluğuna zəif kompakt 

çoxluq deyilir.  

 

      18.3. Hilbert fəzasında xətti funksionalın ümumi şəkli 

 

 Aşağıda göstərilən teorem funksional analizin əsas teoremlərindən 

biridir və çoxsaylı tətbiqləri vardır. F.Rissə məxsus bu teorem Hilbert fəzasında 

xətti məhdud funksionalın skalyar hasil vasitəsi ilə təyin olunduğunu göstərir.  
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 Teorem (F.Riss). H – Hilbert fəzasında hər yerdə təyin olunmuş 

istənilən xətti məhdud f  funksionalı üçün elə yeganə Hy  elementi vardır 

ki, istənilən Hx  üçün  

   yxxf ,  

doğrudur. Bu halda yf  .  

 İsbatı. L  ilə H  fəzasının   0zf  şərtini ödəyən Hz  elementləri 

çoxluğunu işarə edək. 

 Aydındır ki, HL  altfəzadır. 

 Əgər HL   olarsa, bu zaman 0f  və 0y  götürmək lazımdır.  

 Fərz edək ki, HL  . Bu halda elə Hz 0  tapmaq olar ki, Lz 0 , 

00 z  və   10 zf  olsun (əgər 0z  elementi bu şərti ödəməzsə, onda 0z  

əvəzinə 
 0

0
0

zf

z
z   elementini götürə bilərik). 

 Hx  elementi üçün   Lzxfx  0  olar, çünki  

             000  xfxfzfxfxfzxfxf . 

Onda   00 zzxfx   olar. Bu halda  

       2

0000 ,,0 zxfzxzzxfx   

Buradan  
 

2

0

0,

z

zx
xf  . Əgər 

2

0

0

z

z
y   qəbul etsək,    yxxf ,  alarıq.  

 İndi isə yf   olduğunu göstərək. Koşi-Bunyakovski 

bərabərsizliyinə görə yaza bilərik: 

    yxyxxf  ,  

Funksionalın normasının tərifinə görə yf   alırıq. Digər tərəfdən 

    yfyyyyf 
2

,  bərabərsizliyindən fy   alırıq. Nəticədə 

yf   alırıq. y  elementinin yeganəliyini göstərək.      yxyxxf ,,   

şərtini ödəyən y  və y  elementləri olarsa, bu halda istənilən Hx  üçün 

  0,  yyx  olar. yyx   qəbul etsək,  

  0,
2
 yyyyyy  

və yy   alarıq. Teorem isbat olundu.  

 Qeyd. Riss teoremindən alınır ki, H  Hilbert fəzası ilə *H  qoşma fəzası 

arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yaratmaq olar, belə ki, bu uyğunluq 

zamanı norma saxlanır. Eyni zamanda bu uyğunluq xəttidir. Ona görə də 

qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq mənada *HH   qəbul etmək olar. Bu mənada 

H  Hilbert fəzası öz-özünə qoşma fəza hesab edilir.  
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18.4. Refleksiv fəzalar 

 

 Fərz edək ki, X  Banax fəzasıdır. Bu fəzanın qoşması olan *X  fəzası 

da Banax fəzasıdır. Onda  **** XX   bərabərliyi vasitəsilə X  fəzasının ikinci 

qoşmasını,  ****** XX   bərabərliyi ilə üçüncü qoşmasını və bu qayda ilə 

istənilən dərəcəli qoşmasını təyin edə bilərik. Nəticədə ,...,,, ****** XXXX  

Banax fəzalar zənciri alarıq. Əgər xüsusi halda X  Hilbert fəzası olarsa, 

XX *  olar və zəncirin bütün fəzaları üst-üstə düşər. Fərz edək ki, XX * . 

Bu halda **X  fəzası  RXLX ,*   fəzasında təyin edilmiş xətti məhdud 

funksionallardan ibarət fəzadır. İsbat olunmuşdur ki, **XX  . 

 Tərif. Əgər XX **  olarsa, bu halda X  Banax fəzası refleksiv fəza 

adlanır.  

 Refleksiv Banax fəzalarının mühüm tətbiqi əhəmiyyəti vardır. Belə ki, 

refleksiv Banax fəzaları Hilbert fəzalarının malik olduqları bir çox xassələrə 

malikdirlər. Əgər X  refleksiv deyilsə, onda ,...,,, ****** XXXX  fəzaları hamısı 

müxtəlif fəzalardır.  

 Refleksiv fəzalar haqqında mühüm teoremlər doğrudur.  

 Teorem 1. Refleksiv Banax fəzasının istənilən alt fəzası da refleksivdir.  

 Teorem 2. Banax fəzası yalnız və yalnız o zaman refleksiv olar ki, 

onun qoşması refleksiv fəza olsun.  

 Teorem 3. X  Banax fəzasının refleksiv olması üçün zəruri və kafi şərt, 

bu fəzanın istənilən məhdud ardıcıllığının fəzanın hər hansı Xx  elementinə 

zəif yığılan altardıcıllığının olmasıdır.  

 Tərif. Əgər X  Banax fəzasında   Xxn  ,     Xyn   ardıcıllıqları 

üçün 1 nn yx  və n  2 nn yx  şərtlərindən 0 nn yx  olması 

alınarsa, o zaman X -ə müntəzəm qabarıq fəza deyilir. Hilbert fəzasında  

 2222
2 yxyxyx   

paraleloqram bərabərliyindən istifadə etməklə göstərmək olar ki, Hilbert fəzası 

müntəzəm qabarıqdır.  

 Teorem 4. İstənilən müntəzəm qabarıq Banax fəzası refleksiv fəzadır.  
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18.5. Xətti funksionallara aid məsələ həlli nümunələri  

və tapşırıqlar 

 

1. Aşağıdakı funksionalların xətti və kəsilməz olub-olmadığını göstərin: 

a)    
1

0

2 dttxxf ,      1,0Ctx   

b)     
1

0

2sin tdttxxf ,     1,02Ltx   

v)   





1

sin
k

k kxxf ,    Lxxx  ,..., 21 , 









 


1

2 sin,:
k

k kxlxxL ,  

2/1

1

2











 



k

kxx . 

 Həlli. a) Göstərək ki, f  funksionalı kəsilməzdir, amma xətti deyildir. 

Bunun üçün əvvəlcə  txn ,    baCtx ,  üçün    txtxn 0  olduqda, 

   txtxn
2
0

2   olduğunu göstərək: 

          


txtxtxtxtx nn
t

n
t

0
10

2
0

2

10
maxmax  

      


txtxtx n
t

00
10

max  

      0maxmax 0
10

0
10









txtxtxC n

tt
, n . 

Beləliklə, alırıq ki,  txn
2  ardıcıllığı  tx2

0 -yə müntəzəm yığılır. Müntəzəm 

yığılan funksional ardıcıllıqların inteqrallanması haqqında teoremə əsasən 

n  şərtində  

    

1

0

2
0

1

0

2 dttxdttxn , 

yəni    0xfxf n  . Deməli f  kəsilməz funksionaldır. Amma 

     1,0, 21 Ctxtx  ,     0

1

0

21  dttxtx  olan  

             dttxtxtxtxxxf

1

0

2
221

2
121 2  

       21

1

0

212 xfxfdttxtx    

Göründüyü kimi      2121 xfxfxxf  . Yəni f  funksionalı xətti deyildir.  
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b) Göstərək ki, f  xətti və kəsilməz funksionaldır.  

 Istənilən R21,  ədədlər və      1,0, 221 Ltxtx   üçün  

         tdttxtxxxf 2
1

0

22112211 sin  

      

1

0

2211
2

22
2

1

0

11 sinsin xfxftdtxtdttx   

və 

      xdttxtdttdttxxf 



























 

2/1
1

0

2
1

0

4
1

0

2 sinsin  

1f . 

v) Əvvəlcə f  funksionalının xəttiliyini göstərək.  

İstənilən R21,  ədədləri və Lxx 21,  üçün  

        




kxxxxf
k

kk sin
1

2
2

1
12211   

        









1

2211

1

2
2

1
1 sinsin

k k

kk xfxfkxkx  . 

İndi isə göstərək ki, f  məhdud deyildir. Bu məqsədlə istənilən Nn  üçün 

aşağıdakı kimi ardıcıllıq götürək: 

   







 ,...0,0,

sin
,...,

2

2sin
,

1

1sin1
n

n

C
xn  

burada  

 
2

1
,  

2

1
0  , 






1

2

1

n k
C


. 

 Aydındır ki, istənilən n  üçün Lxn   və  

       1
11sin1

1
2

1
2

2
2

 






 kk

n
kCk

k

C
x


 

Amma    


n

k

n
k

k

C
xf

1

2sin1


, n . 

Çünki 


n

k k

k

1

2sin


 sırası dağılan sıradır. Ona görə də   




n

Lx
x

xff
1

sup , yəni 

funksional məhdud (kəsilməz) deyildir.  

 2. Tutaq ki, F  n -ölçülü nE  normalaşmış fəzasında təyin edilmiş 

funksionaldır. Göstərin ki, nE  fəzasında xətti funksionalı ümumi şəkli  
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  



n

i

iixxF
1

                                                 (1) 

kimidir, burada ix ,  ni ,...,2,1 – x  vektorunun hər hansı bazisdə 

koordinatları,  nii ,...,2,1  isə istənilən həqiqi ədədlərdir.  

 Həlli. 1. Əvvəlcə göstərək ki, göstərilən şəkildə funksional xəttidir. 

İxtiyari nEyx ,  götürək.  nxxxx ,...,, 21 ,  nyyyy ,...,, 21  

     xFxxxF
n

i

ii

n

i

ii   
 11

 

       yFxFyxyxyxF
n

i

n

i

iiii

n

i

ii   
  1 11

  

 2. İndi tutaq ki, F  istənilən xətti funksionaldır. Göstərmək lazımdır ki, 

həmin funksionalı da (1) şəklində göstərmək olar. Bu məqsədlə nE  fəzasında 

hər hansı neee ,...,, 21  bazisi seçək. Onda istənilən nEx  elementini  

nnexexexx  ...2211  

kimi göstərmək olar. Onda F -in xəttiliyinə görə  

    nnexexexFxF ...2211  

     nn eFxeFxeFx  ...2211  

 11 eF ,    eFeF n   ...22  

işarə etsək  

  nnxxxxF   ...2221  

alarıq. Yəni F  funksionalı (1) şəklində yazıla bilər.  

 3.  baC ,  fəzasında    0xff  ,  bax ,0   bərabərliyi ilə verilmiş 

funksionalın xətti kəsilməz olduğunu göstərin və normasını tapın.  

 Həlli. Funksionalın additiv və bircins olması aydındır.  

      fxfxft
bxa




max0  

bərabərsizliyindən 1  olması, yəni kəsilməz olması alınır. Funksionalın 

normasını tapmaq üçün   10 xf  götürək. Bu halda    10  f . Nəticədə 

1  alarıq.  

 4. Göstərin ki,  baxxx n ,,...,, 21   və n ,...,, 21  istənilən həqiqi 

ədədlər olduqda  

   



n

k

kk xyyF
1

 , 

bərabərliyi  baC ,  fəzasında xətti kəsilməz funksional təyin edir. Funksionalın 

normasını tapın.  
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 Həlli. Funksionalın additivliyini və bircinsliyini asanlıqla yoxlamaq 

olar. İstənilən    baCxy ,  üçün yaza bilərik: 

       


n

k

kk

n

k

kk xyxyyF
11

  

  yxy
n

k

k

n

k

k
bxa 










 




11

max   

Bu bərabərsizlikdən F  funksionalının məhdud (kəsilməz) olmasını alırıq və 





n

k

kF
1

 . 



n

k

kF
1

  olduğunu göstərmək üçün elə    baCxy ,0   

funksiyası seçmək lazımdır ki, 10 y  və   



n

k

kyF
1

0   olsun. Məsələn, 

 xy0  olaraq  baC ,  fəzasından elə funksiya götürmək olar ki,   kk signxy   

( 1signx , əgər 0x , 1signx , əgər 0x  və 00 sign ). Bu halda 

yuxarıdakı şərt ödənilər və   



n

k

kyFF
1

0   olar. Nəticədə 



n

k

kF
1

  

alarıq.  

 5. Tutaq ki, 


1k

k  sırası mütləq yığılandır və    baCx
kk ,

1





 istənilən 

nöqtələr ardıcıllığıdır.  

 Göstərin ki,  

   





1k

kk xyyF   

 baC ,  fəzasında xətti məhdud (kəsilməz) funksionaldır. Bu funksionalın 

normasını tapın. 

 Həlli. 


1k

k  yığılan sıra olduğundan və  baC , -yə daxil olan istənilən 

funksiya məhdud olduğundan müsbət sıraların müqayisə əlamətinə görə 

 


1k

kk xy  sırası da yığılandır. Ona görə  


1k

kk xy  yığılandır və istənilən 

   baCxy ,  üçün  yF  təyin edilmişdir. Yığılan sıralar haqqında məlum 

xassələrdən istifadə etməklə,  yF -in additiv və bircins olduğunu göstərə 

bilərik.  

 Funksionalın kəsilməzliyini göstərək: 

       


n

k

kk

n

k

kk xyxyyF
11

  
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  






11

max
k

k

n

k

k
bxa

yxy  . 

Buradan F  funksionalının məhdud (kəsilməz) olması alınır, belə ki, 







1k

kF  . 

 İsbat edək ki, 





1k

kF  . 

 İstənilən 0  ədədi verildikdə elə Nm  tapmaq olar ki, 





1mk

k  . 

 xym  ilə elə    baCxy ,  funksiyasını işarə edək ki,   1xy  və mk 1  

üçün   kk signxy   olsun. mk 1  olduqda   kkkkk signxy    

olduğundan  

        






 111 mk

kk

m

k

kk

k

kmkm xyxyxyyF   

  







m

k mk

kkk xy
1 1

 . 

İstənilən k  üçün   1kxy  olduğundan  

    






 11 mk

k

mk

kk xy  

Buradan alarıq ki,  

   







m

k k

kkmyF
1 1

2  

Nəticədə  

  









11

2
k

k

k

mk yF   

bərabərsizliyindən 0 -ın ixtiyariliyinə əsasən  







1k

kF   

alarıq. 

 6.       

2/1

0

1

2/1

dxxydxxyyF  funksionalının  1,0C  fəzasında xətti 

kəsilməz olduğunu göstərin və onun normasını tapın. 

 Həlli. Funksionalın additiv və bircins olması aydındır. İstənilən 

   1,0Cxy   üçün yaza bilərik: 
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            
1

2/1

2/1

0

2/1

0

1

2/1

dxxydxxydxxydxxyyF  

        yxydxxydxxydxxy
x





10

1

0

1

2/1

2/1

0

max  

   yyF   bərabərsizliyindən funksionalın məhdud və kəsilməz olması 

alınır. Eyni zamanda 1F  alırıq. 1F  olduğunu almaq üçün elə  xyn  

ardıcıllığı tapmaq lazımdır ki, 1ny  və   1lim 


n
n

yF  olsun.  

 Qrafiki şəkildə verilmiş  xyn  

funksiyalarını götürək. Şəkildən görünür ki, 

 
n

yF n

1
1  (ştrixlənmiş fiqurun sahəsi). 

1ny  və   1lim 


n
n

yF . Buradan 1F  

alırıq.   

 

 7.  1,1C  fəzasına daxil olan və 00 x  nöqtəsində diferensiallanan 

funksiyalardan ibarət altfəzada təyin edilmiş    0yyF   funksionalı xətti 

məhdud funksionaldırmı? 

 Həlli. Funksionalın xətti olduğunu bilavasitə yoxlamaq olar. Göstərək 

ki, funksional kəsilməz deyildir.  

 Bunun üçün qrafiki şəkildə qurulmuş 

funksiyalara baxmaq kifayətdir. ntg n  ; n – 

istənilən natural ədəddir. Bu funksiya üçün 

    ntgyyF nnn  0    1xyn  

olduğundan 

   nn ynyF  .  

Buradan alınır ki, istənilən 0K  ədədi üçün 

elə  xyn  funksiyası tapmaq olar ki, Kn   

olduqda  

  nnn yKynyF   

Buradan məlum teoremə görə funksionalın qeyri-məhdud olması alınır.  

 8. İsbat edin ki, nR  fəzasında təyin olunmuş ixtiyari f  xətti funksional 

üçün elə nRa  elementi vardır ki, istənilən x  elementi üçün    axxf ,  

bərabərliyi doğrudur və af  .  

x
 

y

 

n

1

 
2

1

 

1
 

1
 

1
 

n  

–1 

–1 

1 



 381 

 İsbatı. Əvvəlcə göstərək ki, nR  fəzasında istənilən xətti funksionalı 

   axxf ,  şəklində göstərmək olar. neee ,...,, 21  bazis vektorlarını götürək: 














 0,...,0,1,...,0,0 

i

ie . Onda istənilən nRx  üçün nnexexexx  ...2211  

olar.  ii efa   götürək və  naaaa ,...,, 21  işarə edək.  

    nnexexexfxf ...2211  

      nn efxefxefx ...2211  

 axaxaxax nn ,...2211   

alarıq. Göstərmək olar ki, a  elementi yeganə üsulla təyin edilir. Əgər iex   

qəbul etsək,    aeef ii ,  olar. Digər tərəfdən   ii aae ,  olduğundan 

 ii efa   alarıq. Bu onu göstərir ki, ia -lər yeganə üsulla tapılır, deməli 

nRa  yeganədir.  

 İndi isə af   olduğunu göstərək: 

 Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyinə görə  

    axaxxf  ,  

Buradan af  . 

 ax   qəbul etsək, 

    aaaaaaf 
2

,  

Digər tərəfdən   afaf  , af   alırıq. Nəticədə af   alırıq.  

 9. Göstərin ki,   





1k

kkcxxf  bərabərliyi 2l  fəzasında xətti məhdud 

funksionalın ümumi şəklini təyin edir.  

 Həlli. Qeyd edək ki,   221 ,..., lxxx  ,   221, lccc   olduqda 

  





1

,
k

kkcxcx  bərabərliyi 2l  fəzasında sonlu skalyar hasil təyin edir.  

 Bu skalyar hasil qeyd olunmuş  hər bir 2lc  elementi üçün 2lx -yə 

qarşı bir həqiqi ədəd qarşı qoyur, yəni 2l  fəzasında skalyar hasil təyin edir. Bu 

funksional xəttidir, çünki  

           




k

k

kk cxxxxf
1

2
2

1
1

2
2

1
1   

     








k

k

kk

k

k cxcx
1

2
2

1

2
1   

           2
2

1
1

2
2

1
1 ,, xfxfcxcx   . 
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Göstərək ki, 2l -də təyin olunmuş istənilən xətti məhdud f  funksionalını 

  





1k

kkcxxf  şəklində göstərmək olar.   2lek   ortonormal bazisini götürək 

və istənilən 2lx  elementini 





1k

kklxx  kimi göstərək.  

 f  xətti və kəsilməz olduğundan  

  




















 








m

k

kk
m

k

kk exfexfxf
11

lim  

  




















111

limlim
k

kk

m

k

kk
m

m

k

kk
n

cxefxexf , 

burada  kk efc  , ,...2,1k  

 Göstərək ki, 2lc . Elə  ...,...,, 21 naaaa   elementinə baxaq ki, 

nk ,...,2,1  üçün kk ca  , 0,...,1  kank  olsun. Onda   



n

k

kcaf
1

2 . Digər 

tərəfdən f  məhdud funksional olduğundan elə M  ədədi vardır ki,  

  







n

k

k

k

k cMaMaMaf
1

2

1

2  

Buradan Mc
n

k

k 
1

2  və ya 2

1

2 Mc
n

k

k 


 alarıq. Sağ tərəf n -dən asılı deyildir. 

n  limitə keçsək, 2

1

2 Mc
k

k 




. 

 Tərifə görə M  ədədlərindən ən kiçiyi f  olduğundan  

fc
k

k 














2/1

1

2  

alarıq. Beləliklə,   221 ,...,...,, lcccc n  .  

 Əgər   





1k

kkcxxf  bərabərliyində kk ex   götürsək 

  





1k

jkjj cceef  

alarıq. Yəni kc  əmsalları yeganə üsulla tapılır. Alırıq ki, elə 2lc  elementi 

vardır ki,  
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   cxcxxf
k

kk ,
1






 

doğrudur. Bu isə   





1k

kkcxxf  ifadəsinin 2l -də xətti funksionalın ümumi 

şəkli olduğunu göstərir. İndi isə f  funksionalının normasını hesablayaq: 

  



















 













2/1

1

2

2/1

1

2

1 k

k

k

k

k

kk xccxxf  

xc
k

k

2/1

1

2











 





 

Buradan  
2/1

1

2











 



k

kcf . 

Nəticədə 

2/1

1

2











 



k

kcf . 

 10. 1l  fəzasında xətti funksionalın ümumi şəklini və normasını tapın.  

 Həlli. Məlum olduğu kimi 1l  fəzası elə  ,..., 21 xxx   ardıcıllıqlarından 

ibarətdir ki, 





1k

kx  olsun. 1l  fəzasında 













 ...0,0,1,...,0,0 

k

ie  vektorlar 

sistemi bazis əmələ gətirir. Ona görə də istənilən 1lx  üçün  







1k

kkexx . 

 kk efc   qəbul etsək  

          









11 k

kk

k

kk cxefxxf . 

 kk efc   olduğundan  

      fefefc kkk   

 kc  məhdud ardıcıllıqdır və  

fck
k

sup                                                (**)  

Digər tərəfdən  kc  ixtiyari məhdud ardıcıllıq olduqda istənilən 1lx  üçün 




1k

kx  olduğundan  
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













111 k

kk

k

k

k

kk xfxcxc . 

Bu bərabərsizlikdən 


1k

kk xc sırasının mütləq yığılan olduğunu alırıq. Ona görə 

də bu sıra vasitəsilə hər bir 1lx  elementinə qarşı sıranın cəmindən ibarət ədəd 

qarşı qoyur. Başqa sözlə  

  





1k

kkcxxf  

bərabərliyi 1l -də funksional təyin edir.  xf -in xəttiliyini asanlıqla göstərmək 

olar. f -in normasını tapaq: 

  xcxcxcxf k
kk

kk

k k
kk 








 









supsup
11

 

Buradan  

k
k

cf sup                                              (***) 

(**) və (***) bərabərsizliklərindən k
k

cf sup  olduğunu alırıq.  

 11.  1,0C  fəzasında  

   
1

0

dxxyyF  

funksionalının xətti və kəsilməz olduğunu göstərin. Funksionalın normasını 

tapın.  

 Həlli. İstənilən 21,  ədədləri və      1,0, 21 Cxyxy   üçün  

         dxxyxyyyF

1

0

22112211   

       2211

1

0

22

1

0

11 yFyFdxxydxxy     

bərabərliyindən F -in xətti olması alınır.  

      ydxxydxxyyF  
1

0

1

0

max  

bərabərsizliyindən istənilən      1,0, 21 Cxyxy   üçün  

    2121 yyyFyF   

bərabərsizliyindən F -in kəsilməz olduğunu və 1F  olmasını alırıq.  
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 































1
1

2

1
,1

1

2

11

2

1
,

2

1

1

2

1
0,1

x
n

n
x

n
nx

n
x

xyn  

ardıcıllığına baxaq.   1xyn  olması aydındır.  

      







  









dxndxxdxdxxyyF
n

n

n

n

nn

1

2

1

0

1

1

2

1

1

2

1

1

2

1

1

0

1
2

1
1  

nnn

2
1

1

2

1
0

1

2

1









  

olduğunu nəzərə alsaq,   1lim 


n
n

yF  alarıq, yəni 1F .  

 12.  2,0C  fəzasında      dxxyxyF  

2

0

1  bərabərliyi ilə təyin edilmiş 

funksionalın xətti və məhdud olduğunu göstərin və normasını tapın.  

 Həlli. F  funksionalının xətti olduğunu asanlıqla yoxlamaq olar.  

          dxxyxdxxyxyF

2

0

2

0

11  

 
  ydxxxy

x
 



2

0
2,0

1max  

Buradan 1F  alırıq.  

   























,2
1

1,1

1
1

1
1,1

1
10,1

x
n

n
x

n
nx

n
x

xyn  

ardıcıllığını götürək.  

  1max
20




xyy n
x

n  

          



dxxdxxyxyF
n

nn 111

1
1

0

2

0
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    
2

2

2

1
1

1
1

1
1

3

2
1111

n
dxxndxxx

n

n

 






 

Buradan   1lim 


n
n

yF  olduğundan 1F  alırıq.  

 13. Tutaq ki,  battt n ,,...,, 21   hər hansı nöqtələr, Rck  – həqiqi 

ədədlərdir. Göstərin ki,  

   



n

k

kk txcxf
1

 

formulu  baC ,  fəzasında xətti kəsilməz funksional təyin edir. Bu funksionalın 

normasını tapın.  

 Həlli. İstənilən      baCtxtx ,, 21   və R,  ədədləri üçün  

       


kk

n

k

k txtxcxxf 21

1

21   

       21

1

2

1

1 xfxftxctxc
n

k

kk

n

k

kk   


 

olduğundan f  xətti funksionaldır. Funksionalın kəsilməz olması aşağıdakı 

qiymətləndirmədən alınır.  

      xcctxxtcxf
n

k

k

n

k

k

k
bta

kk 









 








111

max  

Buradan 



n

k

kcf
1

. 

 İndi  ba,  parçasında nttt ,...,, 21  nöqtələrində   kk signctx ~  

 nk ,...,2,1  qiymətlərini alan,  1, kk tt  parçasında xətti,  1,ta  və  btn ,  

parçalarında sabit olan hissə-hissə  tx~  funksiyasına baxaq. Bu halda   1~ tx  

olduğunu nəzərə alsaq,  

      



n

k

k

n

k

kk

n

k

kk
x

csigncctxcxfxff
1111

~~sup , 

Deməli, 



n

k

kcf
1

. Nəticədə 



n

k

kcf
1

 alarıq.  

 14. 2l  fəzasında   221 ,..., lxxx   üçün  

  







1

1

2k
k

kk xx
xf  

funksionalının xətti, kəsilməz olduğunu göstərin və normasını hesablayın.  
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 Həlli. Funksionalın xətti olduğunu asanlıqla yoxlamaq olar. Verilmiş 

funksionalı aşağıdakı kimi yazaq: 

  1

1
1

1

1

11
1

2

3

22

1

2

1

2











  







 k

k
k

k

kkk
x

x
x

x
xf  

Buradan  

1
4

1

4

9

4

1

2

1

2

3

4

1

1

2

1

2









 







 k
k

k
k

f , 

1f , yəni f  məhdud (kəsilməz) funksionaldır.  

 15. Tutaq ki, *Ef  , 0f  xətti funksionalı verilmişdir və 

  1;  xfExM . Göstərin ki, x
f Mx
 inf

1
 doğrudur.  

 İsbatı. İstənilən Ex  üçün   xfxf   olduğundan xüsusi halda 

Mx  üçün x
f


1
 olar. Buradan  

x
f Mx
 inf

1
. 

f  funksionalının normasının tərifinə görə istənilən 0  üçün elə Ey   

elementi tapmaq olar ki,  

      yfyf     f  

 



yf

y
x   götürək. Mx   olar və 







f
x

1
 alarıq. Buradan 




 f
x

Mx

1
inf .  -nun ixtiyari olmasından 

f
x

Mx

1
inf 


 alarıq. Nəticədə 

x
f Mx
 inf

1
 alırıq.  

 16. Tutaq ki, 1p  qeyd olunmuş ədəddir. R  hansı qiymətlərində 

 
 

dt
t

tx
xf 

1

0

  

Funksionalı  1,0*
pL  fəzasına daxildir? 

 Həlli.    1,01,0*
qp LL  , 1

11


qp
 olduğu üçün  1,0*

pLf   yalnız və 

yalnız o zaman olar ki,  1,0
1

qL
t




 olsun, yəni 
1

0

qt

dt


 inteqralı yığılan olsun.  
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 Bu inteqral o zaman yığılandır ki, 1q , 
q

1
  olsun. Bu halda  

 q

q

q

q
t

dt
f

1

1
1

0 1

1




















  . 

 17. Göstərin ki, nR  fəzasında zəif və güclü yığılmalar eynigüclüdür. 

 Həlli.   n
i

m
im xx

1
  ardıcıllığını götürək. Fərz edək ki, mx  ardıcıllığı 

   n
i Rxx  0

0 -ə zəif yığılır.   iii xxff :   ni ,...,2,1   

  n
n Rxxxx  ,...,, 21 , xətti kəsilməz funksionalları götürək. Onda istənilən 

 nii 1       0
i

m
imi xxxf    m  və  

     0
1

202

0  


n

i

i
m

im xxxx , 

m  olduqda. Deməli, mx  ardıcıllığı 0x -a güclü yığılır. Güclü yığılmadan 

zəif yığılma həmişə alındığı üçün nR -də bu iki yığılmanın ekvivalent olduğunu 

alırıq. 

 18. Göstərin ki, 2l  fəzasında zəif və güclü yığılmalar eynigüclü 

deyildir.  

 Həlli. 2l  fəzasında 

















,...0,1,0,...,0,0

1


i

ie , ,...2,1i  ardıcıllığını götürək 

və tutaq ki, *
2lf  . Onda   






1n

nnxxf   kimi göstərilə bilər, belə ki, 2ln  . 

Buradan i  şərtində   0 iief   alarıq. Yəni ie  ardıcıllığı 2l -də zəif 

mənada yığılandır. Amma bu ardıcıllıq 2l  fəzasında güclü mənada yığılan 

deyildir. Çünki, 02  mn ee   mn,  olduğundan bu ardıcıllıq heç 

fundamental deyildir.  

 19.  1,1C  fəzasında verilmiş xətti kəsilməz  

     




1

1

02xdtttxxf  

funksionalını Stirles inteqralı şəklində göstərin.  

 Həlli.  1,1  parçasında təyin edilmiş 
2

2

0

t
g   funksiyasını götürək. 

Onda  
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     




1

1

1

1

0 dtttxtdgtx  

olar. Funksionalın ifadəsinə  02x  toplananı daxil olduğu üçün  tg0  

funksiyasını elə dəyişmək lazımdır ki,    


1

1

0 tdgtx  Stirles inteqralı 0t  

nöqtəsində  02x  sıçrayışına malik olsun. Ona görə də  

 



















10,2
2

.01,
2
2

2

t
t

t
t

tg  

götürmək lazımdır. Bu halda      




1

1

tdgtxxf  olar.  

 Qeyd. Bu tipli məsələləri həll edərkən, yadda saxlamaq lazımdır ki, 

əgər  tx   ba,  parçasında kəsilməz isə,  tg  funksiyasının sonlu sayda 

mccc ,...,, 21  nöqtələri istisna olmaqla  ba, -nin hər yerində Riman mənada 

inteqrallanan  tg  törəməsi varsa, onda  

                agagaxdttgtxtdgtx

b

a

b

a

0  

             000
1




bgbgbxcgcgcx kk

m

k

k . 

 20.  2,0*C  fəzasında zəif və güclü mənada yığılmalar 

eynigüclüdürmü? 

 Həlli.  2,0C  fəzasında aşağıdakı qayda ilə təyin edilmiş xətti, 

kəsilməz funksionallar ardıcıllığını götürək: 

    ntdttxxan cos
1

2

0






,   ,...2,1,0n  

Riyazi analiz kursundan məlumdur ki,  2,0  parçasında kəsilməz hər bir  tx  

funksiyasının   xan  Furye əmsalları sıfra yığılır,   0lim 


xan
n

, yəni  na  

funksionallar ardıcıllığı sıfır funksionala zəif mənada yığılır.  

 İndi isə na  funksionalını aşağıdakı kimi göstərək: 

     


















2

0 0

cos
1

t

n nududtxxa , 

Burada  
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   




















2

0

1

0
2,0

coscosvar dununudu
t

 

(yuxarıdakı misalda göstərilən qeydi nəzərə alsaq), onda yaza bilərik: 

 







1

0

2
1

2

2

0

cos
1

cos
1 n

k

n

k

n

k

n dtntdtnta








 

 





1

0

2

0

4
cos

1 n

k

dzz
n 



   ,...2,1n  

yəni 0na , n . Bu onu göstərir ki,  2,0C  fəzasında  na  xətti 

kəsilməz funksionallar ardıcıllığı zəif yığılır, amma güclü yığılmır.  

 21. 2l  fəzasında istənilən   221 ,...,, lxxxx n   elementi üçün  

  





1n

n

n

x
xf  

bərabərliyi ilə təyin edilmiş f  funksionalının xətti məhdud olduğunu göstərin 

və normasını tapın.  

 22. Aşağıda verilmiş funksionalların verilmiş fəzada xətti, kəsilməz 

funksional olub-olmadığını göstərin. 

a)    1,0Ctx  ,     
1

0

dttxtxf ; 

b)    1,0Ctx  ,    xxf  ; 

v)    1,02Ltx  ,     dttxxf 
1

0

2 ; 

q) 1lx ,     





1k

k

k

x
xf ; 

 23. Aşağıdakı funksionalların normasını tapın.  

a)    1,02Ltx  ,     dttxtxf 2
2

1

0

 ; 

b)    1,02Ltx  ,     dttsigntxxf 







  2

1
2

1

0

; 

v) 1lx ,        k

k

k
x

k

k
xf

1
11

1








, 
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q) 2lx ,    
 



 


1 1k

k

kk

x
xf , 

d) 2lx ,    21 xxxf  , 

e) 2lx ,     





1k

k

k

x
xf . 

 24.    1,12 Ltx  üçün  

    ntdttxxfn cos

1

1




  

funksionalının xətti məhdud olduğunu göstərin və normasını tapın.  

 25.    




1

1

dtttxxf  funksionalının  

a)  1,1C , b)  1,12 L ,  1,11 L  fəzalarında normasını hesablayın.  
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XIX FƏSİL 

ÖZ-ÖZÜNƏ QOŞMA OPERATORLAR 

 

19.1. Qoşma operatorun tərifi 

  

 Fərz edək ki, X  və Y  normalaşmış fəzalardır.  YXLA ,  

operatorunu və *Yf   xətti funksionalını götürək. İstənilən Xx  elementi 

üçün  Axf  ifadəsinin mənası var.  

   Axfx                                                   (1)  

funksionalını təyin edək. Bu funksional aşağıdakı xassələrə malikdir.  

1)   XD   

2)   xətti funksionaldır. Doğrudan da istənilən 21,  ədədləri və Xxx 21,  

üçün 

       221122112211 AxAxfxxAfxx   

       22112211 xxAxfAxf   . 

3)  x  funksionalı məhduddur, çünki 

    xfAAxfAxfx   

Deməli *X . Beləliklə, hər bir *Yf   funksionalına qarşı (1) qaydası ilə 
*X funksionalına qarşı qoyulmuşdur. Bu qayda ilə xətti kəsilməz fA*  

yaxud *** : XYA   operatoru təyin etmək olar.  *** , XYLA   operatoruna A  

operatoruna qoşma olan operator deyilir.  

 Aşağıdakı teorem doğrudur: 

 Teorem. Əgər  YXLA ,  isə, onda AA * . 

 İsbatı.  x  funksionalının 3)-cü xassəsindən və xətti funksionalın 

normasının tərifindən istifadə etsək, alarıq: 

fA  , 

yəni  

fAfA * , 

buradan  

AA * . 

Xan-Banax teoremindən çıxan nəticəyə əsasən 00 Ax  şərtini ödəyən istənilən 

0x  elementinə görə elə *

0 Yf   funksionalı tapmaq olar ki, 10 f  və 

  000 AxAxf   olsun. Buna əsasən yaza bilərik: 

        0

*

00

*

00000 xfAxfAxAxfAx   
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0

*

00

* xAxfA   

Buradan *AA  . Nəticədə AA *  olduğunu alırıq.  

 Qoşma operatorlara misallar göstərək. 

 Misal 1. Tutaq ki, nEYX  – n  ölçülü Evklid fəzasıdır. 

 nxxxx ,...,, 21 ,  nyyyy ,...,, 21  üçün  





n

j

jiji xay
1

, ni ,...,2,1                                          (2) 

bərabərliyi vasitəsilə Axy   xətti operatoru təyin 

edək.     nn

n EEzzzz 
*

21 ,...,,  elementi götürək.  

 Hilbert fəzasında xətti kəsilməz funksional skalyar hasil vasitəsilə təyin 

olunduğu üçün yaza bilərik: 

    












  

 

i

n

i

n

j

jij

n

i

ii zxazyzAxAxz
1 11

,  

    xzAzAxxza j

n

j

n

i

iij

**

1 1

, 







 

 

 

Burada zA*  operatoru  





n

i

iijj yaw
1

, ,...2,1j  

bərabərliyi ilə təyin edilir. Göründüyü kimi *A  operatoru A  operatorunun 

matrisinə transponirə edilmiş matris vasitəsilə verilir.  

 Misal 2. Tutaq ki,  baLYX ,2 .    baLtx ,2  üçün  

     dssxstKty

b

a

 ,  

bərabərliyi ilə Kxy   inteqral operatoru təyin edək.  txK ,  nüvəsi 

   baba ,,   kvadratına kəsilməz funksiyadır. Aşağıdakı bərabərliyi yaza 

bilərik: 

           dssxdttzstKdttzdssxstK

b

a

b

a

b

a

b

a

  

















,,  

Buradan alırıq ki, qoşma zK*  operatoru da inteqral operatordur: 

     dssztsKt

b

a

 , , 

Göründüyü kimi qoşma operatorun nüvəsi  stK ,  nüvəsinin transponirə 

edilmişidir.  
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19.2. Öz-özünə qoşma operatorlar 

 

 Fərz edək ki, HYX   hilbert fəzalarıdır. Bu halda Hilbert 

fəzalarında xətti funksionalın ümumi şəklinə əsasən A  və *A  operatorları 

istənilən yx,  üçün  

   yAxyAx *,,   

bərabərliyi ilə bağlıdır. Ona görə də bu bərabərliyi H  hilbert fəzasında qoşma 

operatorun tərifi kimi qəbul edə bilərik.  

 Tərif. H  Hilbert fəzasında təyin edilmiş A  operatoru öz qoşması ilə 

üst-üstə düşərsə, yəni *AA   şərti ödənərsə, A  operatoruna öz-özünə qoşma 

operator deyilir.  

 Bu tərifə əsasən A  operatoru öz-özünə qoşma isə, onda istənilən 

Hyx ,  üçün  

   AyxyAx ,,   

şərti ödənilər.  

 Qeyd edək ki, öz-özünə qoşma operatorlar bir çox mühüm xassələrə 

malikdirlər və riyaziyyatın bir çox sahələrində, eləcə də kvant mexanikasında 

geniş tətbiqlərə malikdirlər. 

 Ona görə də verilmiş operatorun öz-özünə qoşma olması şərtlərini 

bilmək xüsusi əhəmiyyətə malikdir. Məsələn, yuxarıda baxdığımız 1-ci misalda 
nE  fəzasında təyin edilmiş A  operatoru o zaman öz-özünə qoşma olar ki, 

jiij aa   olsun, yəni  
ija  matrisi simmetrik matris olsun.  

 Eləcə də, 2-ci misalda  baL ,2  fəzasında təyin edilmiş K  inteqral 

operatoru o zaman öz-özünə qoşma olar ki,    tsKstK ,,   şərti ödənilsin, 

yəni  stK ,  nüvəsi simmetrik nüvə olsun.  

 İndi isə öz-özünə qoşma operatorların əsas xassələrini göstərən bəzi 

teoremləri qeyd edək.  

 Teorem 1. Əgər A  və B  H  hilbert fəzasında öz-özünə qoşma 

operatorlar isə, onda istənilən   və   həqiqi ədədlər  üçün BA    

operatoru da H  fəzasında öz-özünə qoşma operatordur.  

 İsbatı. Skalyar hasilin xəttiliyi və BA, operatorlarının öz-özünə qoşma 

olmasından istifadə edərək aşağıdakı bərabərlikləri yaza bilərik: 

         yBxyAxyBxAxyxBA ,,,,   

        yBAxByAyxByxAyx   ,,,,  

Tərifə görə bu bərabərlik BA    operatorunun öz-özünə qoşma olması 

deməkdir. 

 Teorem 2. Fərz edək ki, A  və B  H  fəzasında öz-özünə qoşma 

operatorlardır. BA  operatoru yalnız və yalnız o zaman öz-özünə qoşma olar 

ki, BAAB   şərti ödənilsin.  
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 Teoremin isbatı aşağıdakı bərabərlikdən alınır.  

     BAyxAyBxyABx ,,,   

 Teorem 3. Əgər A  öz-özünə qoşma operatorlar isə, onda istənilən 

Hx  üçün  xAx,  həqiqi ədəddir. 

 İsbatı. Skalyar hasilin xassəsinə görə  

     xAxAxxxAx ,,,   

doğrudur.  xAx,  kompleks ədədi öz qoşmasına bərabər olduğundan o yalnız 

həqiqi ədəd ola bilər. Deməli  xAx,  həqiqi ədəddir.  

 Məlum olduğu kimi istənilən A  xətti operatorunun norması  

AxA
x 1

sup


  

bərabərliyi ilə təyin edilir.  

 Əgər A  operatoru öz-özünə qoşma operator olarsa, bu halda isbat 

etmək olar ki, A  operatorunun normasını  

 xAxA
x

,sup
1

  

bərabərliyi ilə təyin etmək olar.  

 

19.3. Mənfi olmayan operatorlar 

 

 Fərz edək ki, H – hilbert fəzasıdır.  HL  ilə H  fəzasında təsir edən 

bütün öz-özünə qoşma operatorlar çoxluğunu işarə edək. Göstərəcəyik ki, bu 

çoxluqda qismən nizamlanma daxil etmək olar, yəni istənilən iki öz-özünə 

qoşma operator arasında “böyük, yaxud bərabərlik” münasibəti təyin etmək 

olar.  

 Tərif 1. Əgər istənilən Hx  üçün   0, xAx  şərti ödənərsə, bu halda 

A  öz-özünə qoşma operatoruna mənfi olmayan operator deyilir və 0A  kimi 

işarə edirlər.  

 Tərifdən istifadə edərək asanlıqla göstərmək olar ki, 01 A , 02 A  isə, 

onda istənilən 01  , 02   ədədləri üçün 02211  AA  .  

 Lemma 1. Əgər  AF  mənfi olmayan A  operatorundan asılı, müsbət 

əmsallı istənilən dərəcəli çoxhədli isə, onda həmin çoxhədli də mənfi olmayan 

operatordur.  

 İsbatı. Tutaq ki, 0A .   



n

k

k

k AaAF
0

, 0k . IA 0  vahid 

operatordur və     0,,
20  xxIxxxA , yəni 00 A . A  öz-özünə qoşma 

olduğundan  
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    0,,
2

2  xAxAxAxxA mmmm , 

deməli 02 mA . Eləcə də  

       0,,,12  yAyxAxAAxxA mmm    xAy m  

bərabərsizliyindən 012 mA  alırıq. Buradan   0AF  olduğunu alırıq.  

 Əgər 0A  mənfi olmayan operator isə, bu halda ümumiləşmiş 

Bunyakovski bərabərsizliyi adlanan aşağıdakı bərabərsizlik də doğrudur 

     yAyxAxyAx ,,,   

 Tərif 2. Əgər A  və B  öz-özünə qoşma operatorları istənilən Hx  

üçün    xBxxAx ,,   şərtini ödəyərsə, deyirlər ki, BA  və ya 0 BA .  

 Tərifdən istifadə edərək aşağıdakı münasibətlərin doğruluğunu göstərə 

bilərik: 

1) AA ; 

2) əgər BA , CB   isə, onda CA ; 

3) əgər BA  və AB   isə, onda BA  ; 

4) əgər BA  isə, onda 0  olduqda BA   , 0  olduqda isə BA    

doğrudur.  

 

19.4. Unitar operatorlar 

 

 Əgər U  xətti operatoru normanı saxlamaq şərti ilə H  fəzasını bütün 

H  fəzasına inikas etdirirsə, yəni Hx  üçün  

xUx                                                     (1) 

olarsa, ona unitar operator deyilir.  

 Asanlıqla görmək olar ki, bu inikas qarşılıqlı birqiymətli inikasdır. Belə 

ki, əgər 21 UxUx   olarsa, onda   021  xxU ,   02121  xxUxx  və 

21 xx   alarıq. Ona görə də U  operatorunun 1U tərs operatoru vardır və bu 

operator da unitar operatordur. (1) bərabərliyindən alınır ki, 

   xxxUxUxUx ,,
22
  

buradan  

     xIxxxxUxU ,,,*  , 

I – vahid operatordur. Buradan  

IUU * .                                                 (2) 

Bu bərabərliyi soldan U  və sağdan 1U -ə vursaq 

IUU *                                                   (3) 

IUUUU  **  bərabərliklərindən 1* UU  olduğunu alırıq. (2) 

bərabərliyindən    yxUyUx ,,   alınır. Əksinə (2) və (3) bərabərliklərindən 
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U -nun unitar operator olması və *1 UU   olması alınır. Bu isə U -nun 

qarşılıqlı birqiymətli olması deməkdir. Eyni zamanda  

      2*2
,,, xxxxUxUUxUxUx   

bərabərliyindən U  çevirməsinin normanı saxladığı alınır, yəni xUx   

ödənilir.  

 Fərz edək ki, A  H  hilbert fəzasında təsir edən xətti operator, U  isə 

unitar operatordur.  
*1 UAUUAUB                                             (4) 

operatoruna A  operatoruna unitar ekvivalent olan operator deyilir.  

 (4) bərabərliyindən alınır ki, öz-özünə qoşma A  operatoruna unitar-

ekvivalent olan operator da öz-özünə qoşma operatordur. Asanlıqla göstərmək 

olar ki, unitar ekvivalent operatorların normaları bərabərdir.  

 

19.5. Ortoqonal proyeksiya operatoru 

 

 Fərz edək ki, L  H  fəzasının hər hansı altfəzasıdır. Məlum olduğu kimi 

istənilən Hx  elementini yeganə üsulla zyx  , Ly , Lz   şəklində 

göstərmək olar. yPx   bərabərliyi vasitəsilə bütün H -da təyin edilmiş, 

qiymətlər çoxluğu L  olan operator təyin edək. Bu operatora proyeksiya 

operatoru, yaxud L  altfəzasına ortoqonal proyeksiyalama operatoru deyilir və 

LP  kimi işarə edilir. Isbat edək ki, P  operatoru öz-özünə qoşma, norması 

vahidə bərabər olan və PP 2  şərtini ödəyən operatordur.  

 Əvvəlcə P -nin xətti operator olduğunu göstərək. Bu məqsədlə 

111 zyx   və  222 zyx  , Lyy 21, ,  Lzz 21,  götürək. Onda  

   212121 zzyyxx   , 

belə ki, Lyy  21  , Lzz  21  .  

 Buradan  

  212121 PxPxyyxxP    

alırıq. Yəni P  xətti operatordur. zy   şərtindən istifadə etsək 

  2222
, zyzyzyzyx   

alarıq. Buradan xy  , yaxud xPx   və 1P  olduğunu alırıq.  

 Lx  üçün xPx   olduğundan xPx   və 1P  alırıq. 

Göstərək ki, P  öz-özünə qoşma operatordur. Tutaq ki, Hxx 21,  

istənilən elementlər, 21, yy  isə bu elementlərin L -də proyeksiyalarıdır. 

11 yPx  , 22 yPx  . Onda  

     212121 ,,, yyxyxPx   
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və analoji olaraq  

     212121 ,,, yyyxPxx   

alarıq. Buradan    2121 ,, PxxxPx  , yəni P -nin öz-özünə qoşma olmasını 

alarıq.  

 Nəhayət, Hx  üçün LPx  olduğu üçün   PxPxPxP 2 , 

buradan isə PP 2  alarıq.   

 İndi isə göstərək ki, yuxarıdakı təklifin tərsi də doğrudur. Yəni PP 2  

şərtini ödyən hər bir öz-özünə qoşma P  operatoru müəyyən L altfəzasına 

ortoqonal proyeksiya operatorudur.  

 HxPxyyL  ,:   

çoxluğunu götürək. P operatoru additiv və bircins olduğuna görə L  çoxluğu 

xətti çoxobrazlıdır. Göstərək ki, L  qapalı çoxluqdur. Bu məqsədlə 0yyn  , 

Lyn   ardıcıllığını götürək və Ly 0  olduğunu göstərək.  

 Lyn   olduğu üçün elə Hxn   ardıcıllığı vardır ki, nn Pxy  . Buradan 

nnnn yPxxPPy  2 alarıq. P  operatoru kəsilməz olduğu üçün 

0PyPyn  . nn yPy   olduğunu nəzərə alsaq, 0Pyyn   alarıq. Nəticədə 

00 Pyy  və Ly 0  olar. Deməli L  qapalı çoxluqdur, yəni alt fəzadır. P  

operatorunun öz-özünə qoşma olmasından və PP 2  şərtindən  

      0,0,, 2  xxxPPxPxPxx  

alırıq, yəni PxPxx  . 

 L altfəzasının təyin olunmasından alırıq ki, P  operatoru bu altfəzaya 

proyeksiyalama operatorudur. Yəni yuxarıdakı təklif doğrudur. Eyni zamanda 

qeyd edək ki, L  altfəzası H  fəzasının xPx   şərtini ödəyən elementlərindən 

ibarət altfəzadır.  

 İsbat edilmiş bu təklifdən, xüsusi halda , P  operatoru ilə bərabər PI   

operatorunun da proyeksiya operatoru olduğunu alırıq.  

 Tərif 1. Əgər iki 1P  və 2P  operatorları üçün 022 PP  olarsa, onda 

onlara ortoqonal operatorlar deyilir.  

 Göstərmək olar ki, 1P  və 2P  proyeksiya operatorlarının ortoqonal 

olması üçün zəruri və kafi şərt onlara uyğun 1L  və 2L  altfəzalarının ortoqonal 

olmasıdır. Doğrudan da, əgər 021 PP  olarsa, onda 11 Lx  , 22 Lx   üçün  

        0,0,,, 22112221121  xxxPPxPxPxx  

Əksinə, əgər 21 LL   olarsa, onda istənilən Hx  üçün 22 LxP   olduğundan 

  021 xPP , yəni 021 PP . 

 Proyeksiya operatorlarıın daha bir neçə xassələrini qeyd edə bilərik. Bu 

xassələr aşağıdakı teoremlər vasitəsilə verilir.  
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 Teorem 1. 
1LP  və 

2LP  proyeksiya operatorlarının cəminin proyeksiya 

operatoru olması üçün zəruri və kafi şərt bu operatorların ortoqonal olmasıdır, 

yəni 0
21
LL PP . Bu halda 

2121 LLLL PPP   .  

 Teorem 2. 
1LP və 

2LP proyeksiya operatorlarının hasilinin proyeksiya 

operatoru olması üçün zəruri və kafi şərt 
1221 LLLL PPPP   olmasıdır. Bu halda  

2121 LLLL PPP  . 

 Tərif 2. Əgər 1P  və 2P  proyeksiya operatorları üçün 221 PPP   şərti 

ödənilərsə, onda deyirlər ki, 2P  operatoru 1P -in hissəsidir.  

 Bilavasitə tərifdən alınır ki, 2P  operatoru yalnız və yalnız o zaman 1P  

operatorunun hissəsidir ki, 2L altfəzası 1L -in hissəsi olsun, yəni 12 LL   olsun. 

2P  proyeksiya operatorunun 1P -in hissəsi olması üçün başqa bir zəruri və kafi 

şərt aşağıdakından ibarətdir. İstənilən Hx  elementi üçün xPxP 12   olması 

2P -nin 1P -in hissəsi olması üçün zəruri və kafidir.  

 Teorem 3. 1P  və 2P  proyeksiya operatorlarının 21 PP   fərqinin də 

proyeksiya operatoru olması üçün zəruri və kafi şərt 2P  operatorunun 1P -in 

hissəsi olmasıdır. Bu şərt ödənildikdə 
21 ppL   altfəzası 

2pL -nin 
1pL -ə ortoqonal 

tamamlayıcısıdır.   

 

    19.6. Qoşma və öz-özünə qoşma operatorlara aid 

məsələlər həlli nümunələri və tapşırıqlar 

 

 1. Aşağıda verilmiş qayda ilə təyin edilmiş A  operatorunun *A  qoşma 

operatorunu tapın.  

a)    1,01,0: 22 LLA   və       dxtAx

t


0

; 

b) pp llA : , 1p  və  ,...,...,, 2211 nnxxxAx  , 

burada   pn lxxxx  ,...,...,, 21  və  
1jj – məhdud ardıcıllıqdır.  

v)    RLRLA 22:   və       htxtatAx  , harada ki,  ta  bütün   ,  

intervalında məhdud və Lebeq mənada ölçülən funksiyadır, h  isə istənilən 

həqiqi ədəddir.  

 Həlli. a) A operatoru kompleks  1,02L  fəzasını özünə inikas etdirən 

xətti kəsilməz operatordur. Ona görə də    1,01,0: 22

* LLA   qoşma operatoru 

vardır. *A operatorunu təyin etmək üçün    1,02Lty   götürək.  
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           













   dttydxdttytAxyAx

t1

0 0

1

0

,   

    dtdtyx

t

  














1

0 0

  

Əgər inteqrallama növbəsini dəyişsək, alarıq: 

           yAxdttyAtxdtdytxyAx
t

**

1

0

11

0

,, 













    

Buradan  

      dytyA
t


1

* ,  1,02Ly . 

A  və *A  operatorlarını müqayisə etsək, *AA  , yəni A -nın öz-özünə qoşma 

olmadığını alarıq.  

 b) Tutaq ki, 1p . Asanlıqla göstərmək olar ki,  
j  ardıcıllığı məhdud 

olduqda, yəni Mj   isə bu halda A  operatoru xətti kəsilməz operatordur və 

MA  . Məlumdur ki, qp ll * , belə ki, 1
11


qp
. *

plf   funksionalının 

  pn lxxxx  ,...,...,, 21  elementinə təsiri  







1

,
j

jj fxxf ,   qlfff  ,..., 21  

kimi verilir. Onda qoşma operatorun tərifinə görə alarıq: 

fAxfxfxfAx jj

j

j

j

jjj

*

11

,,  








  

Bu bərabərlik istənilən plx , qlf   üçün doğrudur. Buradan  

 ,..., 2211

* fffA  ,   qlfff  ,..., 21  

alarıq. 1p olduğu halda yenə də A operatoru  
j  ardıcıllığı məhdud olduğu 

halda kəsilməz olar.  

 Qeyd edək ki, bu halda ml *

1 , yəni 1l -in qoşma fəzası bütün məhdud 

ardıcıllıqlar fəzasıdır. Eyni mühakiməni təkrar etməklə  

 ,..., 2211

* fffA  , əgər   mfff  ,..., 21  

olduğunu göstərə bilərik. Göründüyü kimi əgər j  ədədləri həqiqi ədədlər 

olarsa, *AA   və A  öz-özünə qoşma operator olar.  

v) Göstərə bilərik ki, bu halda A  operatoru xətti kəsilməz operatordur və 

 taA
Rt

 sup . 
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Əgər  

        dttyhtxtayAx
R

 , ,    RLyx 2,   

bərabərliyində  ht  əvəz etsək, alarıq: 

         yAxdhyhaxyAx

R

*,,    ,    RLyx 2,  . 

Buradan       htyhtatyA * ,  RLy 2  alırıq.  

 2. Tutaq ki, H – kompleks Hilbert fəzası, HHA : – öz-özünə qoşma 

operatordur. Isbat edin ki, iAI   operatorunun  iAIR   çoxobrazlısında təyin 

edilmiş   1
 iAI  tərs operatoru vardır.  

 İsbatı. Xətti kəsilməz iAI   operatoru H – hilbert fəzasını iAI   

operatorunun qiymətlər çoxluğu olan  iAIR   çoobrazlısına inikas etdirir. 

iAI  operatorunun tərs operatorunun varlığını göstərmək üçün iAI   

operatorunun nüvəsi olan  iAI ker çoxluğunu yalnız sıfır elementdən ibarət 

olduğunu göstərmək lazımdır.  

 Tutaq ki, Hx  və   0 xiAI . Buradan ixAx   və  

          0,,,,,  xxxxiixxxAxxxi  

  0,  xxx , 0x  alırıq. Yəni    0ker  iAI . Ona görə də 

    HiAIRiAI  :  vardır.  

 3. 2l  fəzasında 22: llAn  , Nn  operatorlarını  

 ,..., 21  nnn xxxA ,   221 ,..., lxxx   

bərabərliyi ilə təyin edək. İsbat edin ki, nA , Nn  xətti kəsilməz 

operatorlardır və 0lim 


xAn
n

, 2lx .  
1

*

nnA  ardıcıllığını tapın. 2lx  üçün 

0lim * 


xAn
n

  doğrudurmu? 

 İsbatı. Bütün nA  operatorları 2l fəzasında təsir edir və xətti 

operatorlardır. Bu operatorların məhdud (kəsilməz) olması isə aşağıdakı kimi 

alınır: 

xxxxA
j

j

nj

jn  






 1

2

1

2

  2, lxNn  , 

Buradan 1nA , Nn alırıq, yəni nA məhdud (kəsilməz) operatorlardır. 

 İndi isə güclü yığılma mənada 0lim 


n
n

A  olduğunu göstərək. Məlum 
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 olduğu kimi, istənilən   221 ,..., lxxx   üçün 


1

2

j

jx  yığılandır və 

0lim
1

2







nj

j
n

x . Ona görə də  

0limlim

2/1

1

2














 






nj

j
n

n
n

xxA , 2lx  

alarıq. Buradan 0lim 


xAn
n

. 

 İndi isə tutaq ki,  ,..., 11 xxx   və  ,..., 21 yyy   2l  fəzasına daxil olan 

istənilən elementlərdir.  

   yAxyxAn

*,,   

bərabərliyindən alınır ki, 













 ,...,,0,...,0,0 21

* yyyA

n

 . Ona görə də istənilən 

2ly  üçün  

yyyA
j

j
n

n
n














 






2/1

1

2
* limlim . 

Buradan alırıq ki,  *nA  ardıcıllığı sıfır operatora güclü mənada yığılmır.  

 4. Göstərin ki, A  və B  H  hilbert fəzasında təsir edən xətti məhdud 

operatorlar olduqda a)   ***
BABA  , b)   **

AA   , R , v) 

  ***
BABA   bərabərlikləri doğrudur.  

 Həlli. a) Qoşma operatorun tərifinə görə istənilən Hyx ,  üçün  

         yBxyAxyBxAxyxBA ,,,,  

      yBAxyBxyAx **** ,,,   

Buradan  

  ***
BABA   

b)          yAxyAxyAxyxA ** ,,,,   ,   **
AA   . 

v)           yBAxyBAxyAxByxBA *** ,,,,  ,       

        ***
BABA  . 

 5. Tutaq ki, nRYX   n -ölçülü Evklid fəzalarıdır.  nxxxx ,...,, 21 ,  

 nyyyy ,...,, 21  elementləri üçün Axy  operatorunu 



n

j

jiji xay
1

, 

ni ,...,2,1  bərabərlikləri ilə təyin edək. *A  qoşma operatorunu tapın.  
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 Həlli. Tutaq ki, neee ,...,, 21  nR fəzasında vahid ortvektorlardır. Onda 

istənilən nRx  üçün 



n

i

iiexx
1

 və  

    



n

i

ii

n

i

ii fxefxxf
11

, 

burada  ii eff  ,  nffff ,...,, 21 . Ona görə də 

    
  

























n

j

n

j

jjj

n

i

iiji

n

i

n

j

iij

n

i

ii xgxfafxayfAxf
1 111 11

 





n

i

iijj fag
1

, nj ,...,2,1  

sistemi fAg *  qoşma operatorunu təyin edir.  

       *21

*

21

* ,...,,,...,,: n

n

n

n RggggRffffA   

kimi təsir edir. *A  operatoru  n
ijija

1, 
 matrisi vasitəsilə təyin edilir. Göründüyü 

kimi *A -a uyğun matris A -ya uyğun matrisin transponirə edilmiş matrisidir. 

Xüsusi halda jiij aa  , yəni matris simmetrik olarsa, *AA   olar.  

 6. Göstərin ki, A  və B  H – hilbert fəzasında öz-özünə qoşma 

operatorlar,   və   isə həqiqi ədədlər isə, onda BA    operatoru da 

H fəzasında öz-özünə qoşma operatordur.  

 Həlli. Skalyar hasilin xassələrindən və BA, nin öz-özünə qoşma 

olmasından istifadə etməklə istənilən Hyx ,  üçün yaza bilərik: 

         yBxyAxyBxAxyxBA ,,,,   

        yBAxByAyxByxAyx   ,,,,  

Buradan   BABA  
*

 alırıq. 

 7. Tutaq ki, HHAn : , öz-özünə qoşma operatorlar ardıcıllığıdır və 

istənilən Hx  üçün n  AxxAn  . Bu halda A  operatorunun öz-özünə 

qoşma olduğunu göstərin.  

 Həlli. Sklayar hasilin kəsilməzlik xassəsindən istifadə edərək, istənilən 

Hyx ,  üçün yaza bilərik: 

       


yAxyxAyxAyAx n
n

n
n

n
n

,lim,lim,lim,  

   AyxyAx n
n

,lim, 


 

Yəni *AA  .  

 Buradan öz-özünə qoşma operatorlar çoxluğunun qapalı çoxluq 

olduğunu alırıq. 
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 8. Göstərin ki, A  və B  xətti məhdud operatorları H  fəzasında öz-

özünə qoşma operatorlar olduqda AB  operatoru yalnız o zaman öz-özünə 

qoşma operator olar ki, BAAB   olsun.  

 Həlli. Şərtə görə A  və B  öz-özünə qoşma operatorlar olduğundan 

istənilən Hyx ,  üçün yaza bilərik: 

     BAyxAyBxyABx ,,,  . 

BAAB   olduqda    AByxyABx ,,  , yəni,   ABAB 
*

. 

  ABAB 
*

 olduqda isə,  

        BAAByBAxByAxAByxyABx  ,,,,  

alarıq. 

 9.  baLYX ,2 . YXK : operatoru təyin edək: 

        dssxstktKxty

b

a

 , , 

burada  stK ,  nüvəsi    baba ,,  kvadratında təyin edilmiş həqiqi qiymətli 

kəsilməz funksiyadır.  

 İstənilən  tx, ,    baLty ,2  üçün yaza bilərik: 

        








   dttydssxstkyKx

b

a

b

a

,,  

       yKxdssxdttystk

b

a

b

a

*,, 








   . 

Buradan alırıq ki,   yKt *  operatoru da inteqral operatordur və aşağıdakı 

kimi təyin edilir: 

     dssytsKyKt

b

a

 ,*  

Göründüyü kimi *K  operatorunun nüvəsi K  operatorunun nüvəsinə 

transponirə edilmiş nüvədir.  

 10.    1,01,0: 22 LLA  ,     0xttAx   operatoru təyin edək, belə ki, 

 AD  təyin oblastı  1,0  parçasında kəsilməz funksiyalardan ibarət xətti 

çoxobrazlıdır. 

 *A  qoşma operatorunu və qoşma operatorun  *AD  təyin oblastını təyin 

edin. 

 Həlli.  AD  təyin oblastı  1,02L  fəzasında hər yerdə sıx olduğundan, 
*A  qoşma operatoru vardır. *A  operatorunu tapmaq üçün  1,02L  fəzasından 

elə  tyy   və  tyy **   funksiyalar cütü tapmaq lazımdır ki, 

   yAxyAx *,,  ,  ADx  
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yəni  

       dttytxdttyxt  

1

0

*

1

0

0 ,  ADx                         (1) 

bərabərliyi ödənilsin.  

 Əgər (1) bərabərliyində   nttx  , 10  t , Nn , onda   0

1

0

*  dttyt n , 

Nn , yəni  ty*  funksiyası bütün nt , Nn  funksiyalarına ortoqonaldır. 

Göstərək ki,  ty*  həm də   1tx  funksiyasına ortoqonaldır. Bu məqsədlə  

 
















,
1

0,

,1
1

,1

n
tnt

t
n

txn  

funksiyalar ardıcıllığına baxaq. Göründüyü kimi    ADtxn  . (1) 

bərabərliyində    txtx n  götürsək, alarıq: 

    0

1

1

*

1

0

*  dttydttynt

n

n

    Nn  

Sonuncu bərabərlikdə n  şərtində   0

1

0

*  dtty  alırıq. Beləliklə,  ty*  

funksiyası  1,02L  fəzasında tam  0n

nt  sisteminin bütün funksiyalarına 

ortoqonaldır. Ona görə də   0* ty ,  1,0t , yəni 0* y . Nəticədə (1) 

bərabərliyindən alırıq ki,   0

1

0

 dttyt . Buradan o nəticəyə gəlirik ki, *A  qoşma 

operatorun  *AD  təyin oblastı    1,02Ltyy  ,   0
0

 dttty

t

 şərtini ödəyən 

funksiyalardan ibarətdir. *A  operatoru hər bir  *ADy  funksiyasına qarşı 

0* y  funksiyasını qarşı qoyur.  

 11.  1,02L  fəzasında 
dt

d
iA  – xətti operatoruna baxaq. Belə ki, A  

operatorunun təyin oblastı    1,02LAD    1,0  parçasında mütləq kəsilməz, 

   1,02Ltx   olan və     010  xx  şərtini ödəyən funksiyalardan ibarətdir. 

İsbat edin ki, A  qapalı və simmetrik operatordur. *A  qoşma operatorunu tapın.  
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 Həlli. A  operatorunun qapalı olduğunu göstərmək üçün fərz edək ki, 

elə     ADtx
nn 


1
 ardıcıllığı vardır ki, orta kvadratik mənada    txtxn

n



lim  

və 

      tiytxitxA n
n

n
n




limlim 0   

limitləri vardır. Onda skalyar hasilin kəsilməzlik xassəsinə görə  

      


t t

n
n

n
n

dyidxitix
0 0

limlim      1,0t , 

İstənilən Nn  üçün   01 nx  olduğundan   0

1

0

  dy  alırıq. Yığılan 

ardıcıllığın limitinin yeganəliyinə görə (  tx  funksiyasının qiymətlərini sıfır 

ölçülü çoxluqda dəyişmək olar).  

     dytx

t


0

,   1,0t  

alarıq. Buradan çıxır ki,  txx  , 10  t  funksiyası mütləq kəsilməzdir, 

   ADtx   və     txitAx   olduğunu alırıq. Bu isə A -nın qapalı operator 

olması deməkdir.  

 Göstərək ki, A – simmetrik operatordur. Bu məqsədlə istənilən 

     ADtytx ,  funksiyalarını götürək. Hissə-hissə inteqrallamaqla, alarıq: 

               AyxdttytixtytixdttytxiyAx ,,

1

0

1

0

1

0

   

Ona görə də A simmetrik operatordur.  

 İndi isə *A  qoşma operatorunu və onun  *AD  təyin oblastını tapaq.  

   HAD   olduğundan *A  qoşma operatoru vardır. Qoşma operatoru 

tapmaq üçün istənilən    ADtxx   üçün    *,, yxyAx   bərabərliyini 

ödəyən və  1,02L -ə daxil olan  tyy   və  tyy **   funksiyalar cütünü təyin 

edək.  

       dttytxdttytxi *

1

0

1

0

                                          (2)  

   1,01,0 12 LL   olduğu üçün    
t

dytY
0

**  , 10  t  ibtidai funksiyasını 

götürək. (2) bərabərliyinin sağ tərəfini hissə-hissə inteqrallasaq, alarıq: 

             

1

0

*

1

0

**

1

0

tYtxtYdtxdttytx  
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       dttYtxdttYtx *

1

0

*

1

0

   

Ona görə də (2) bərabərliyini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

       0*

1

0

 dttiytYtx        ADtx  ,                         (3) 

Buradan aydındır ki,     constCtiytY *  olarsa, onda (3) bərabərliyi 

ödənilər. Əksinə, göstərək ki, əgər    1,02Lt   funksiyası  

    0

1

0

 dtttx        ADtx                                    (4) 

şərtini ödəyirsə, onda  t  funksiyası  1,0  parçasında sabitdir. Doğrudan da, 

    ctdtx  
1

0

  funksiyasına baxaq;– belə ki, C  sabitini elə seçək ki, 

  01 x  şərti ödənilsin.  
1

0

 dC  qəbul edək. Onda    ADtx   olar. Ona 

görə də (4) bərabərliyində  tx -nin yerinə bu qiymətini yazsaq, alarıq: 

          dtctctdttct   
1

0

1

0

 

Buradan  t  funksiyasının  1,0 -də sanki hər yerdə sabit olduğunu alırıq. 

  Ct  ,  1,0t . Onda (3) bərabərliyindən alarıq ki,    tiytY * , 

 1,0t , yəni  

   tiydy

t


0

*   (  1,0t ) 

Buradan çıxır ki,  tyy   funksiyası  1,0  parçasında mütləq kəsilməz 

funksiyadır və    tyity * , 10  t . Beləliklə alırıq ki, (2) eyniliyini ödəyən 

y  və *y  funksiyalar cütü onunla xarakterizə olunur ki,  ty  funksiyası  1,0  

parçasında mütləq kəsilməzdir,    1,02Lty   və       tyityAty  ** . Onda 

bu şərtləri ödəyən bütün  ty  funksiyalar çoxluğu  *AD  xətti çoxobrazlısı 

təşkil edir və *A  qoşma operatorunun təyin oblastıdır. Bu halda    *ADty   

üçün     tyityA * .  

 Bu misal bir daha onu göstərir ki, qeyri-məhdud operatorlar üçün 

simmetrik və öz-özünə qoşma operator anlayışları bir-birindən fərqli 

anlayışlardır.  
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 12. Tutaq ki,  1,02LH  – kompleks Hilbert fəzasında     txitAx   

operatoru verilmişdir.  AD  təyin oblastı  1,0  parçasında mütləq kəsilməz elə 

 tx  funksiyalarından ibarətdir ki,    1,02Ltx   və    10 xx   şərti ödənilsin. 

A  operatorunun öz-özünə qoşma operator olduğunu göstərin.  

 Həlli.  AD  təyin oblastı H  fəzasında hər yerdə sıx olduğundan *A  

qoşma operatoru vardır. *A  operatorunu tapmaq tələb olunur. Bu məqsədlə 

ixtiyari    ADtxx   üçün    *,, yxyAx   bərabərliyini ödəyən 

     1,0, 2
* Ltyty   funksiyalar cütünü təyin etmək lazımdır. Tərifə görə  

       dttytxdttytxi *
1

0

1

0

  ,  ADx .                          (5)    

 tyy **   funksiyası vasitəsilə    
t

dytY

0

**   daxil edək. Göründüyü kimi 

  00* Y . Əgər (5) bərabərliyində   1tx  götürsək,  

    01

0

**  
t

dyY   

olar. Əgər (5) bərabərliyinin sağ tərəfini hissə-hissə inteqrallasaq, alarıq: 

       0*
1

0

 dttiytYtx ,  ADx . 

11 misalını həll edərkən göstərdik ki,    tiytY *  funksiyası  1,0  

parçasında sabitdir. Ona görə də  ty  funksiyası mütləq kəsilməz funksiyadır 

və  

     1,02
* Ltytyi   

    CtiytY * , 10  t  bərabərliyindən və     010 ** YY  şərtindən 

   10 yy   olduğunu alırıq. Beləliklə, alırıq ki,  tyy  , 10  t  mütləq 

kəsilməz funksiyadır,    1,02Lty   və    10 yy  . Buradan    ADAD *  

alınır. Eyni zamanda       tyityAty  ** . Göstərmək olar ki,    *ADAD   

doğrudur və *AA  . Yəni, A  öz-özünə qoşma operatordur.  

 13. Tutaq ki,  RLH 2 – Hilbert fəzasında     ttxtAx   operatoru 

təyin edilmişdir, belə ki,  AD  təyin oblastı elə    RLtx 2  funksiyalarından 

ibarətdir ki,    RLttx 2  olsun. A  operatorunun öz-özünə qoşma operator 

olduğunu göstərin.  

 Həlli. A  operatorunun təyin oblastı olan  AD  çoxluğu   ,R  

intervalında finit və kəsilməz funksiyaları öz daxilində saxladığı üçün 
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   RLAD 2 . Ona görə də A  operatorunun *A  qoşma operatoru vardır. *A  

qoşma operatorunu tapaq. Bunun üçün ixtiyari    ADtxx   üçün 

   *,, yxyAx   bərabərliyini ödəyən      RLtyty 2
*,   funksiyalar cütünü 

təyin etmək lazımdır. Tərifə görə  

       dttytxdttyttx

RR

*

  ,     RLtx 2  

Bu bərabərlikdən alırıq: 

       0*  dttyttytx

R

,     RLtx 2  

 AD  çoxluğu  RL2  fəzasında hər yerdə sıx çoxluq olduğundan, R -də sanki 

hər yerdə  ttyy *  olar. Beləliklə,    RLtty 2  şərtini ödəyən    RLty 2  

üçün  ttyy *  alırıq. Onda    ADAD *  və     ttytyA * . Eyni zamanda 

bunun əksini də göstərmək olar. Nəticədə *AA   olar. Yəni, A  öz-özünə 

qoşma operatordur.  

14. Tutaq ki, 1E  və 2E  xətti normalaşmış fəzalardır və  21, EELA . 

Isbat edin ki, əgər  12
1 , EELA   varsa, onda *A  qoşma operatorunun da tərsi 

vardır,    *
2

*
1

1* , EELA 


 və    *11* 
 AA . 

15. Tutaq ki, H – Hilbert fəzasıdır,  HLA , Aker – A  operatorunun 

nüvəsi,  AR – A  operatorunun qiymətlər oblastıdır. İsbat edin ki, a) 

  ** kerker AAA  ; b)   AAA kerker *  ; v)    ARAAR * ; q) 
2* AAA  . 

16. Aşağıdakı hallarda    1,01,0: 22 LLA   operatorunun *A  qoşma 

operatorunu tapın.  

a)     ttxtAx  ; b)     
1

0

cos dsstxtAx ; v)     dssxtAx 
1

0

 

 17. Aşağıdakı hallarda 11: llA   operatorunun qoşmasını tapın.  

a)  ,...0,0,,...,, 21 nxxxAx     121 ,..., lxxx  ; 

b)  ,...0,0,, 2211 xxAx  ,   R
nn 


1
  məhdud ardıcıllıqdır,   121 ,..., lxxx  ; 

v)  ,...,,0,0 21 xxAx  ,   121 ,..., lxxx  ; 

q)  ,..., 32 xxAx  ,   121 ,..., lxxx  . 

 18. Yuxarıdakı 12-18 misalında verilmiş operatorların 1) 00: CCA   

2) 22: llA   operatorlar olduğu hallarda qoşma operatorlarını tapın.  

 19. Aşağıdakı hallarda    RLRLA 22:   operatorunun qoşmasını 

tapın.  
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a)     htxtAx  , burada h – hər hansı qeyd olunmuş ədəddir. 

b)       htxtatAx  , burada  ta – hər hansı ölçülən funksiya, h – qeyd 

olunmuş ədəddir. 

v)        txtxtAx 
2

1
. 

 20. Tutaq ki, H – Hilbert fəzasıdır. İsbat edin ki, istənilən  HLA  

operatorunu birqiymətli olaraq iCBA   şəklində göstərmək olar, belə ki, B  

və C  öz-özünə qoşma operatorlardır.  

 21.    1,01,0: 22 LLA  ,     ttxtAx   operatorunun mənfi olmayan 

öz-özünə qoşma operator olduğunu göstərin.  

 22.     1,01,0: 22 LLA  , 

    dssxetAx st




1

0

 

operatorunun mənfi olmayan və öz-özünə qoşma operator olduğunu göstərin.  

 23. Tutaq ki, H – Hilbert fəzasıdır və HHA :  öz-özünə qoşma 

operatordur. Isbat edin ki, 
22 AA  .  

 24. Tutaq ki, H – Hilbert fəzası, HHAn : , ,...2,1n  öz-özünə 

qoşma operatorlar ardıcıllığıdır. Isbat edin ki, əgər  nA  ardıcıllığı güclü 

mənada A  operatoruna yığılırsa, onda A  operatoru da öz-özünə qoşmadır. 

Eyni zamanda isbat edin ki, bütün nA -lər müsbət operatorlar isə, onda A  da 

müsbət operatordur.  

 25. Tutaq ki, H – Hilbert fəzası, A – öz-özünə qoşma operatordur və 

0A . Isbat edin ki, əgər  HLA 1  varsa, onda 01 A . 

 26. Tutaq ki, E  kompleks banax fəzası, EEA :  xətti operatordur və 
1A  vardır. İsbat edin ki, A  və 1A  operatorları eyni məxsusi vektorlara 

malikdirlər.  

 27. Aşağıdakı hallarda  ,0C  fəzasında   
2

2

dt

xd
tAx   operatorunun 

məxsusi ədədlərini və məxsusi vektorlarını tapın. 

a)            00:,02   xxCtxAD  

b)                 xxxxCtxAD  0,0:,02 . 

 28.  1,02L  fəzasında   
2

2

dt

xd
tAx   operatoruna baxaq. Belə ki,  

           010:1,02  xxCtxAD  

A  operatorunun simmetrik operator olduğunu və 0A  olduğunu göstərin.  
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 29. Aşağıdakı hallarda    1,01,0: 22 LLA   operatorunun qoşmasını 

tapın.  

a)     
t

dxtAx

0

 ; b)     ttxtAx  ; v)     dsstxtAx 
1

0

 

 30. Aşağıdakı hallarda 11: llA   operatorunun qoşmasını tapın.  

a)  ,...0,0,,...,, 21 nxxxAx    

b)  ,...0,0,, 2211 xxAx  , Rn  , 1n , Nn   

v)  ,...,,0,0 21 xxAx  ,  

q)  ,..., 32 xxAx  . 

 31. 22: llA   olduğu halda 30-da verilmiş operatorların qoşmasını 

tapın. 

 32. 00: CCA   olduğu halda 30-da verilmiş operatorların qoşmasını 

tapın. 
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XX FƏSİL 

TAMAM KƏSİLMƏZ OPERATORLAR 

 

20.1.Tamam kəsilməz operatorun tərifi və  

sadə xassələri  

 

 Tərif 1.Tutaq ki, X  və Y  xətti normalaşmış fəzalardır. Əgər 

YXA :  xətti operatoru X  fəzasının istənilən məhdud çoxluğunu Y  

fəzasında nisbi kompakt çoxluğa inikas etdirirsə, bu halda A  operatoruna 

tamam kəsilməz operator deyilir.  

 İstənilən nisbi kompakt çoxluq məhdud olduğundan alırıq ki, hər bir 

tamam kəsilməz operator məhdud operatordur, yəni kəsilməz operatordur. 

Xətti operatorun tamam kəsilməzliyi anlayışı adi kəsilməzliyə nisbətən daha 

güclü anlayışdır. Məsələn, sonsuz ölçülü X  fəzasında vahid operator tamam 

kəsilməz deyil, çünki vahid operator vahid sferanı özünə inikas etdirir və vahid 

sfera isə nisbi kompakt deyildir.  

 Amma sonlu ölçülü fəzalarda təsir edən xətti operatorlar üçün 

kəsilməzlik və tamam kəsilməzlik eynigüclü anlayışlardır.  

 Misallara baxaq: 

1. Fərz edək ki, A  xətti operatoru sonsuz ölçülü X  fəzasında təyin 

olunmuşdur. Əgər inikas zamanı X -in obrazı sonlu ölçülü olarsa, onda A  

operatoruna sonlu ölçülü operator deyilir. Bu halda istənilən XM   məhdud 

çoxluğunun obrazı  MA  sonlu ölçülü fəzada nisbi kompakt çoxluq olacaqdır. 

Ona görə də alırıq ki, istənilən sonlu ölçülü operator tamam kəsilməz 

operatordur.  

 2. Tutaq ki,  1,0CYX  . 

     dssxstktyAx 

1

0

,  

operatoru təyin edək. Burada  stk ,  10  t , 10  s  kvadratında kəsilməz 

funksiyadır. Göstərək ki, A  tamam kəsilməz operatordur. Bu məqsədlə  1,0C  

fəzasına daxil olan,   rtx   məhdud çoxluğunu götürək. 
 

 stKK
st

,max
1,0, 

  

işarə edək.  

          KrdssxstkdssxstKty  
1

0

1

0

,,  

  Krty  . Göründüyü kimi  ty  funksiyalar çoxluğu müntəzəm məhduddur. 

Göstərək ki,  ty  funksiyaları eyni dərəcədən kəsilməzdirlər. 0  ədədini 

götürək.  stk ,  nüvəsinin müntəzəm kəsilməzliyinə görə elə 0  ədədi 

tapmaq olar ki,  21 tt  və istənilən  1,0s  üçün  
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   
r

stKstK


 ,, 21  

şərti ödənilər. Onda  21 tt  olduqda baxılan bütün  tg  funksiyaları üçün 

yaza bilərik: 

          

1

0

2121 ,, dssxstKstKtyty  

Bu isə  ty funksiyalarının eyni dərəcədən kəsilməz olması deməkdir. Arsel 

teoreminə görə   ty  funksiyalar sisteminin  1,0C  fəzasında nisbi kompakt 

olduğunu və A  operatorunun tamam kəsilməz olduğunu alırıq.  

 Aşağıdakı mühüm teorem doğrudur.  

 Teorem 1. Əgər  nx  ardıcıllığı 0x  elementinə zəif yığılırsa və nisbi 

kompakt isə, onda bu ardıcıllıq 0x -a güclü mənada da yığılır. 

 İsbatı. Əksini fərz edək. Fərz edək ki,  nx  ardıcıllığı 0x  elementinə 

güclü mənada, yəni normaya görə yığılmır. Onda elə 00   ədədi və sonsuz 

artan ......,21  knnn  indekslər ardıcıllığı tapmaq olar ki, 00  xx
kn . 

 
inx  ardıcıllığı nisbi kompakt olduğu üçün onun elə  

jinx  altardıcıllığı vardır 

ki, bu altardıcıllıq hər hansı 0u  elementinə güclü mənada yığılır. Onda eyni 

zamanda   0ux
jin   zəif mənada da yığılır. Digər tərəfdən  

jinx  

altardıcıllığı 0x -a zəif yığıldığı üçün 00 xu   alırıq.  

 Beləliklə, bir tərəfdən 00  xx
jin , digər tərəfdən isə  

00  xx
jin  olduğunu alırıq. Alınmış bu ziddiyyət fərziyyənin doğru 

olmadığını göstərir. Yəni verilmiş ardıcıllıq 0x -a güclü mənada yığılandır. 

Teorem isbat olundu.  

 Teorem 2. Əgər A  operatoru tamam kəsilməz operator  isə, onda o 

istənilən zəif yığılan ardıcıllığı güclü yığılan ardıcıllığa keçirir.  

 İsbatı. Tutaq ki,  nx  ardıcıllığı 0x  elementinə zəif yığılır. Onda bu 

ardıcıllıq normaya görə məhdud olan ardıcıllıqdır. A  tamam kəsilməz operator 

olduğu üçün bu ardıcıllığı nisbi kompakt  ny , nn Axy   ardıcıllığına keçirir. 

Istənilən xətti məhdud A  operatoru üçün zəif mənada 0xxn   şərtindən zəif 

mənada 0AxAxn   olması doğrudur. Yəni hər bir xətti məhdud operator həm 

güclü, həm də zəif mənada kəsilməzdir. Onda alırıq ki, nn Axy   ardıcıllığı 
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zəif mənada 00 Axy   elementinə yığılır. Onda teorem 1-ə əsasən ny -in 0y -a 

güclü yığılmasını alırıq. Teorem isbat edildi.  

 Fərz edək ki, A sonsuz ölçülü X banax fəzasını özünə inikas etdirən 

tamam kəsilməz operator, B  isə bu fəzada təsir edən istənilən xətti 

operatordur. Bu halda AB  və BA  tamam kəsilməz operatorlardır.  

 Doğrudan da, B  xətti operatoru istənilən məhdud XM   çoxluğunu 

məhdud  MB  çoxluğuna inikas etdirir. A  operatoru isə  MB  məhdud 

çoxluğunu   MBA  nisbi kompakt çoxluğuna keçirir. Nəticədə alırıq ki, AB  

operatoru istənilən məhdud çoxluğu nisbi kompakt çoxluğa keçirir və deməli 

AB  tamam kəsilməz operatordur. Eyni qayda ilə BA  operatorunun da tamam 

kəsilməzliyini göstərə bilərik.  

 Asanlıqla göstərmək olar ki, A  və B  tamam kəsilməz operatorlar 

olduqda istənilən   və    həqiqi ədədləri üçün  BA    operatoru da tamam 

kəsilməz operator olar.    

 Teorem 3. Əgər X  fəzasını tam Y  fəzasına inikas etdirən tamam 

kəsilməz nA  operatorlar ardıcıllığı A  operatoruna müntəzəm (normaya 

nəzərən) yığılırsa, onda A  operatoru da tamam kəsilməz operatordur. 

 İsbatı. Göstərməliyik ki, A  operatoru X  fəzasında istənilən məhdud 

çoxluğu Y  fəzasında nisbi kompakt çoxluğa keçirir. Tutaq ki, M  X fəzasında 

məhdud çoxluqdur və istənilən Mx  üçün rx  , r – sabit ədəddir.  

 Verilmiş 0  ədədi üçün elə 0n nömrəsi tapmaq olar ki, 

r
AAn




0
. Tutaq ki,   NMA  və   00

NMAn  . Göstərək ki, 0N  çoxluğu 

N üçün  -şəbəkə təşkil edir. Doğrudan da, istənilən Ny  üçün onun Mx  

proobrazını götürsək və 00 0
NxAy n   işarə etsək, yaza bilərik: 

  










 r

r
xAAxAAxAAxyy nnn 0000 . 

Digər tərəfdən, 
0nA -ın tamam kəsilməzliyini və M -in məhdudluğunu nəzərə 

alsaq, 0N ın nisbi kompakt olduğunu alırıq. Beləliklə, alırıq ki, istənilən 0  

üçün N  çoxluğu nisbi kompakt olan  -şəbəkəyə malikdir, ona görə də N  

çoxluğu özü də nisbi kompaktdır. Nəticədə alırıq ki, A  operatoru istənilən 

məhdud çoxluğu nisbi kompakt çoxluğa keçirir, yəni A  tamam kəsilməz 

operatordur. Teorem isbat edildi.  

 Qeyd. Nöqtəvi yığılan tamam kəsilməz operatorlar ardıcıllığının limiti 

tamam kəsilməz operator olmaya da bilər.  

 Bu məqsədlə  ie  bazisinə malik sonsuz ölçülü X  banax fəzasında 

aşağıdakı qayda ilə operatorlar təyin edək. 





1i

iiex   elementi üçün  
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



n

i

iin exS
1

  

 nS  operatorları X  fəzasını sonlu ölçülü nX  fəzasına inikas etdirdiyi 

üçün tamam kəsilməz operatorlardır. n  şərtində nS  operatorlar ardıcıllığı 

vahid I operatoruna nöqtəvi mənada yığılır. Məlum olduğu kimi vahid operator 

sonsuz ölçülü fəzada tamam kəsilməz operator deyildir.  

 Sonsuz ölçülü fəzalarda vahid operatorun tamam kəsilməz operator 

olmaması faktından alınır ki, bu fəzalarda tamam kəsilməz A  operatorunun 

məhdud 1A  tərs operatoru ola bilməz.  

 Tamam kəsilməz operatorlara aid aşağıdakı mühüm faktları da qeyd 

edək.  

 Teorem 4. Tamam kəsilməz operatorun qiymətlər çoxluğu 

separabeldir.  

 Teorem 5. Əgər A  operatoru X  fəzasını Y -ə inikas etdirən tamam 

kəsilməz operator isə, onda onun qoşması olan *A  operatoru *Y  fəzasını *X -a 

inikas etdirən tamam kəsilməz operatordur. 

 

 

20.2. Banax fəzasında tamam kəsilməz operatorun 

sonlu ölçülü operatorlarla approksimasiyası 

 

 Fərz edək ki, X  bazisə malik olan hər hansı Banax fəzasıdır və A  

operatoru X  fəzasını özünə inikas etdirən xətti tamam kəsilməz operatordur. 

Tutaq ki, K  bu fəzada vahid radiuslu kürədir. A  operatoru tamam kəsilməz 

olduğundan  KA  nisbi kompakt çoxluqdur. ...,...,, 21 neee  ilə X  fəzasının 

bazis vektorlarını işarə edək. İstənilən Xx  elementini  











111 ni

ii

n

i

ii

i

ii eeex   

şəklində göstərək və hər bir Xx  elementinə qarşı birqiymətli şəkildə təyin 

olunan 



n

i

iin ey
1

  və 





1ni

iin ez   elementlərini qarşı qoyaq. Bu bərabərliklər 

vasitəsilə X  fəzasında təyin edilmiş və qiymətləri də X -dən olan iki xSy nn   

və xRz nn   operatorları təyin edə bilərik. Onda  

xRxSIx nn   

alarıq. n -in hər bir qeyd olunmuş qiymətlərində nS  və nR  xətti məhdud 

operatorlardır. 

 Bazisə malik Banax fəzasında çoxluğun nisbi kompaktlığı üçün zəruri 

və kafi şərtə görə istənilən 0  ədədi üçün elə  nn   nömrəsi tapmaq olar 
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ki, istənilən  KAy  üçün   yRn  olsun. Bu n  nömrəsini qeyd edərək 

yaza bilərik: 

    xAxAAxRAxSyRySyAx nnnn 21   

Burada 1A  və 2A  xətti operatorlardır. Bu halda 





1i

iiey   qəbul etsək, 





n

i

iin eySxA
1

1   olar. Buradan görünür ki, istənilən x  üçün xA1  elementi 

neee ,...,, 21  bazis elementlərinin təyin etdiyi sonlu ölçülü altfəzaya daxildir, 

yəni 1A  operatoru sonlu ölçülü operatordur. Digər tərəfdən isə istənilən 

 KAy  üçün yuxarıda aldığımız yRn  bərabərsizliyinə görə  

 




yRxA n
KAyKx

supsup 2 . 

Buradan 2A  alırıq.  

 Beləliklə alırıq ki, tamam kəsilməz A operatoru biri sonlu ölçülü, digəri 

isə norması əvvəlcədən verilmiş kifayət qədər kiçik ədədi aşmayan iki 

operatorun cəmi şəklində göstərilə bilər. Ona görə də bəzi hallarda deyirlər ki, 

bazisə malik fəzalarda tamam kəsilməz operatorlar sanki sonlu ölçülü 

operatorlardır.  

 

20.3. Tamam kəsilməz operatorlara aid məsələlər həlli 

nümunələri və tapşırıqlar 

 

 1. Aşağıda verilmiş    1,01,0: CCA   operatorları tamam kəsilməz 

operatorlardırmı? 

a)   
 

 





1

0
2

ds
st

sx
tAx ; 

b)     txtAx  ; 

v)     
1

0

2 dssxtAx . 

Əgər bu operatorlara  1,02L  fəzasında təsir edək operatorlar kimi baxılarsa, 

onlar tamam kəsilməz olarmı? 

 Həlli. a)    1,01,0: CCA  ,    
 

 





1

0
2

ds
st

sx
tAx  operatoru bütün 

 1,0C -də təyin edilməmişdir. Doğrudan da,  1,0t  üçün   1tx  götürsək, bu 
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halda  

1

0
st

ds
 dağılan olar. Ona görə də A  operatoru məhdud deyildir və 

deməli tamam kəsilməz deyildir. Həmin səbəbdən bu operatora  1,02L  də təsir 

edən operator kimi baxılarsa, yenə də onun tamam kəsilməz olmadığını alarıq.  

b) Verilmiş    1,01,0: CCA   operatoru xətti və kəsilməz operatordur və 

1A . Göstərək ki, A  tamam kəsilməz operator deyildir. Bu məqsədlə  1,0  

parçasında kəsilməz funksiyalardan ibarət   1sin nntM  məhdud çoxluğunu 

götürək. Göstərək ki,     1sin ntnMA , 10  t  çoxluğu kompakt deyildir. 

Əksini fərz edək. Fərz edək ki,  MA  kompakt çoxluqdur. Onda Arsel 

teoreminə görə  MA -ə daxil olan funksiyalar eyni dərəcədən kəsilməzdirlər, 

yəni, istənilən 0  üçün elə 0  vardır ki,  1,0,  tt ,  tt  olduqda  

 tntn sinsin  ( Nn üçün) 

 Xüsusi halda bu bərabərsizlik 1sin  üçün də doğrudur. Əgər 0t , 

2

1

n
t   götürsək, 

2

1

n
şərtini ödəyən n nömrələri üçün  

1sinsinsin1sin  tntn  

ziddiyyətini alarıq. Bu onu göstərir ki,  MA  kompakt deyildir. Ona görə də A  

tamam kəsilməz deyildir.  

 A  operatoruna  1,02L  fəzasında baxaq. İstənilən    1,02Ltx   üçün 

alarıq: 

     

1

0

2
1

0

222
22 xdxdttxAx   

Buradan alırıq ki, A  doğrudan da  1,02L  fəzasında təsir edir, xətti və kəsilməz 

operatordur. Bu halda da A -nın tamam kəsilməz olmadığını göstərək. Bunun 

üçün  1,02L -də məhdud   1
2sin ntnM  ,  1,0t  çoxluğunu götürək. 

Göstərək ki,    tntAxn sin , 10  t , Nn  çoxluğu kompakt deyildir. 

Göstərək ki, bu çoxluğun  1,02L -də kompaktlığı üçün Riss meyarı doğru 

deyildir. Bunu əksini fərz etmə ilə isbat edək.  

 Fərz edək ki, 0  üçün elə 0  vardır ki,  

       dttAxhtAx nn

2
1

0

, h  

olduqda (  1,0  parçasından kənarda   tAxn  funksiyası sıfra bərabər 

götürülür). 
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n
h

1
  olarsa,  

     









1

0

2

2

3
2

1

n
dttAx

n
tAx nn  

olar. Buradan alırıq ki, əgər 
2

1
  götürsək və ona uyğun 0  ədədini 

tapsaq, onda aşağıdakı ziddiyyəti alırıq: 

 

     
2

1

2

3
2

1

0

2
 n

dttAxhtAx nn . 

v) Baxılan    1,01,0: CCA   operatoru norması vahidə bərabər olan xətti 

məhdud operatordur. Bu operator sonlu ölçülü olduğu üçün (operatorun 

qiymətlər çoxluğu sabit funksiyalardan ibarətdir) A  operatoru kompakt 

operatordur.  

 İndi isə A  operatorunu  1,02L  fəzasında təsir edən operator kimi 

araşdıraq. Bu məqsədlə  dssx
1

0

2  inteqralında 2s  əvəzləməsi aparaq. Onda 

alarıq: 

  
 





d

x
tAx 

1

0
2

. 

Göstərək ki, A  operatoru  1,02L  fəzasında məhdud deyildir və deməli A  

operatoru kompakt ola bilməz. Doğrudan da   2

1

2

1

2

1


 n
n tntx , 10  t  

ardıcıllığını götürsək, istənilən Nn  üçün 1nx  olduğunu göstərə bilərik. 

Amma  

   ndntAx n
n  




1

0

1
1

2

1

,  1,0t  

nAxn   olduğundan A  qeyri-məhdud operatordur, yəni A  kompakt 

operator deyildir.  

 2.    baCt ,  funksiyası hansı şərti ödəməlidir ki,       txttAx   

bərabərliyi ilə təyin edilən    baCbaCA ,,:   operatoru tamam kəsilməz 

olsun? 

 Həlli. Göstərək ki, əgər  t  funksiyası heç olmazsa bir  bat ,0   

nöqtəsində sıfırdan fərqli olarsa, yəni   00 t  olarsa, bu halda uyğun A  

operatoru tamam kəsilməz operator olmaz. Doğrudan da, n -in kifayət qədər 



 419 

böyük qiymətləri üçün  0nn   aşağıda göstərilən qayda ilə qurulmuş 

  
 0nnn tx ,  bat ;  kəsilməz funksiyalarından ibarət məhdud ardıcıllığa 

baxaq: 

 
 








































n
ttt

n
t

tt
t

bt
n

t
n

tta

txn

1
;;

1

,,
1

11
,0

0000

0

0

00

,


 

   
 0nnn tAx  funksiyalar ardıcıllığının kompakt olmadığını göstərək.  

 Əksini fərz edək. Fərz edək ki, bu ardıcıllıq kompaktdır. Məlum 

kompaktlıq meyarına görə tutaq ki,    
 0nnn tAx  çoxluğu eyni dərəcədən 

kəsilməzdir, yəni istənilən 0  ədədi üçün elə 0  ədədi vardır ki, 

 batt ,,  ,  tt  olduqda        tAxtAx nn  ödənilir ( 0nn   

üçün). Buradan 1  üçün uyğun 0  ədədini 
n

1
 kimi seçsək, 0tt  , 

n
tt

1
0   olduqda 

     101
1

00 









n
tAxtAx nn  

olar. Bu onu göstərir ki, baxılan çoxluq eyni dərəcədən kəsilməz ola bilməz, 

yəni    
 0nnn tAx  çoxluğu kompakt deyildir, yəni A  tamam kəsilməz operator 

deyildir. Beləliklə, alırıq ki,       txttAx  ,    baCtx ,  operatoru yalnız 

istənilən  bat ,  üçün   0t  olduqda tamam kəsilməz operator olar.  

 3. Aşağıda göstərilən hallardan hansında   
dt

dx
tAx   operatoru tamam 

kəsilməz olar? 

a)     1,01,0: 1 CCA   

b)      1,01,0: 12 CCA   

v)     1,01,0: 2 CCA   

 Həlli. Əvvəlcə, aşağıdakı faktın doğruluğunu göstərək. İstənilən 

 1,0t  üçün  1n
nt  sistemi  1,0C  fəzasında məhdud çoxluqdur, amma 

kompakt çoxluq deyildir. Bunun üçün baxılan çoxluğun eyni dərəcədən 

və üçün 

xətti funksiyadır 



 420 

kəsilməz olmadığını göstərmək lazımdır. Əksini fərz edək, fərz edək ki, çoxluq 

eyni dərəcədən kəsilməzdir. Onda məlum Arsel teoreminə görə istənilən 0  

üçün elə 0  tapmaq olar ki,  21 tt    1,0, 21 tt  olduqda istənilən n  

üçün  nn tt 21  olar.  

 Əgər 
e

1
1 , 11 t , 

n
t

1
12   götürsək, müəyyən 0nn   

nömrəsindən başlayaraq 











n

n

1
11   ( 0nn  ) 

olar. Sonuncu bərabərsizlikdə n  şərtində limitə keçsək,  -nın seçilməsi 

ilə ziddiyyət alarıq. Buradan alarıq ki, fərziyyə doğru deyildir və  
1n

nt , 

 1,0t  ardıcıllığı  1,0C  fəzasında kompakt çoxluq deyildir.  

a)   1,01C  fəzasında  














Nnt
n

t
txM

n

n ,10:
1

1

 

çoxluğunu götürək. Bu çoxluq   1,01C  fəzasında məhduddur. Çünki, istənilən 

Nn  üçün  

    2
1

1
1maxmax

1010





 n
txtxx

tt
n  

M  çoxluğunun A  inikası zamanı obrazı olan  MA  çoxluğu 

 Nnttn  ,10;  çoxluğu ilə üst-üstə düşür.  

 Yuxarıda qeyd olunduğu kimi bu çoxluq  1,0C  fəzasında kompakt 

deyildir. Aydındır ki, bu halda     1,01,0: 1 CCA   tamam kəsilməz deyildir.  

b)   1,02C  fəzasına daxil olan  

 
   














Nnt
nn

t
txM

n

n ,10:
21

1

 

çoxluğunu götürək. Bu çoxluq   1,02C  fəzasında məhduddur, çünki istənilən 

Nn  üçün  

      3maxmaxmax
101010




txtxtxx n
t

n
t

n
t

n  

  MA  çoxluğu 













Nnt
n

tn

,10;
1

1

 funksiyalar çoxluğu ilə üst-üstə 

düşür. Göstərək ki,  MA  çoxluğu   1,01C  fəzasında kompakt deyildir.  

 Asanlıqla alarıq ki, istənilən   1,01Cx  elementinin norması üçün 

    1,01,01 CC
xx   doğrudur. Bu bərabərsizlikdən almaq olar ki, əgər  MA  
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çoxluğu   1,01C -də kompakt olarsa, onda  Nnttn  ,10;  çoxluğu  1,0C -

də kompakt olar. Amma yuxarıda göstərdik ki, sonuncu çoxluq  1,0C -də 

kompakt deyildir. Ona görə də alırıq ki,      1,01,0: 12 CCA   operatoru 

tamam kəsilməz deyildir.  

v) Göstərək ki, bu halda A  operatoru tamam kəsilməzdir. Tutaq ki, 
  1,02CM  – istənilən məhdud çoxluqdur, yəni elə 0R  ədədi vardır ki, 

      Rtxtxtx
ttt


 101010

maxmaxmax  

Buradan alırıq ki,   Rtx
t


 10

max ,   Rtx
t


 10

max .  

       MtxtxMA  ;  çoxluğuna baxaq. Bu çoxluğa daxil olan hər 

bir  tx  funksiyası kəsilməz diferensiallanandır və  MA  müntəzəm 

məhduddur. Göstərək ki,  MA  çoxluğu eyni dərəcədən kəsilməzdir. İxtiyari 

0  ədədi götürək. Onda istənilən   Mtx   üçün və  1,0, 21 tt ,  21 tt  

şərtini ödəyən istənilən 21,tt  nöqtələri üçün  

           Rttxttxtxtx 212121  

(burada  21,tt – hər hansı nöqtədir). Onda Arsel teoreminə  görə  MA -in 

kompakt çoxluq olduğunu alırıq. Deməli,     1,01,0: 2 CCA  tamam kəsilməz 

operatordur.  

 4.    1,01,0: CCA   

    
t

dxtAx

0

 ,    1,0Ctx   

operatorunun tamam kəsilməz olduğunu göstərin.  

 Həlli. Tutaq ki,  1,0CM   məhdud çoxluqdur, yəni elə 0R  vardır 

ki,  

  Rtxx
t


 10

max , 

istənilən   Mtx  . Onda   Mtx   üçün  

    RdxdxAx

t

t

t

t
 


0

10
0

10
maxmax   

Ona görə də  MA  məhdud çoxluqdur. 

 Göstərək ki,  MA  eyni dərəcədən kəsilməz funksiyalar çoxluğudur. 

    tAxtu   işarə edək. Onda  tu  funksiyası  1,0  parçasında 

diferensiallanan funksiyadır və istənilən  1,0t  üçün    txtu  . Ona görə də 

 1,0, 21 tt , 
R

tt


 21  üçün və istənilən   Mtxx   üçün  
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             212121 ttutututAxtAx   

  


  R
R

ttx 21  

Beləliklə,  MA -in eyni dərəcədən kəsilməz çoxluq olduğunu və A -nın 

tamam kəsilməz operator olduğunu alırıq.  

 5. Tutaq ki, 1p və 1
11


qp
. 

qp llA : ,   





1j

jiji xaAx ,   plxxx  ,..., 21  

burada  
1, jiija  ədədi matrisi üçün 






1, ji

q

ija  sırası yığılandır. Göstərin ki, 

A – tamam kəsilməz operatordur.  

 Həlli. Əvvəlcə göstərək ki, A  operatoru doğrudan da pl  fəzasını ql -yə 

inikas etdirir. Hölder bərabərsizliyinə əsasən alarıq: 

  q

l
i i i j

q

ij

q

j

jij

q

i

q

q p
xaxaAxAx   



































1 1 1 11

 

buradan  

pl

q

i j

q

ijq
xaAx

1

1 1













 









, plx .                              (*) 

Bu bərabərsizlikdən A  xətti operatorunun məhdud olduğunu alırıq. İndi tutaq 

ki, M  pl  fəzasında istənilən məhdud çoxluqdur. Onda elə 0R  ədədi vardır 

ki, Mx  üçün Rx
pl
 . Onda (*) bərabərsizliyindən alarıq: 

q

ji

q

ijl
aRAx

q

/1

1,













 





, Mx  

Buradan alırıq ki,  MA  çoxluğu ql  fəzasında məhduddur. ql  fəzasında 

kompaktlıq meyarına görə  MA -in kompakt olması üçün ixtiyari 0  ədədi 

üçün elə 0n  nömrəsi olmalıdır ki,   


 0ni

q

iAx  ( Mx  üçün). Ona görə də 
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0  götürək. Onda 






1 1i j

q

ija  ikiqat sırasının yığılan olmasından elə 0n  

nömrəsinin varlığı çıxır ki, 
q

ni j

q

ij
R

a









0 1

. 

 Göstərək ki, tapılmış 0n  nömrəsi axtarılan nömrədir. Doğrudan da  

  
















  





















q

q

q

q
ni ni j

q

ij

q

j

jij

ni

q

i R
R

xaxaAx

0 00 11

 

Ona görə də  MA  kompakt çoxluqdur və A  operatoru tamam kəsilməzdir.  

 6. pp llA :   1p operatoru   plxxx  ,..., 21  üçün 

 ,..., 2211 xxAx   kimi təyin edilmişdir, belə ki,  
1jj – verilmiş ədədlər 

ardıcıllığıdır.  
1jj  ardıcıllığı hansı şərtləri ödəməlidir ki, A  operatoru a) 

məhdud olsun b) tamam kəsilməz olsun.  

 Həlli. a) Göstərək ki, A  operatoru yalnız və yalnız o zaman məhdud 

operator olar ki,  
1jj  ardıcıllığı məhdud olsun. Doğrudan da, əvvəlcə fərz 

edək ki,  
1jj  məhduddur, yəni elə 0L  vardır ki, jLj   üçün. Onda  







1j

pp
p

jj

p
xLxAx    plx , 

Buradan A  operatorunun məhdud olmasını və LA   olduğunu alırıq.  

 İndi tutaq ki, A  operatoru məhduddur, amma  
1jj  ardıcıllığı qeyri-

məhduddur. Onda istənilən n  natural ədədi üçün elə nj nömrəsi tapmaq olar 

ki, n
nj
 . pl fəzasında vahid sfera üzərində bütün koordinatları sıfırlar, təkcə 

nj nömrəli koordinatı vahidə bərabər olan 
nj

e vektorunu götürək. Onda  

pp
jj nAe
nn
     ( Nn ) 

Buradan 


Ax
x 1

sup  alırıq. Bu isə A -nın məhdud olması şərtinə ziddir. 

Deməli  
1jj  məhdud olmalıdır.  

b) Göstərək ki, A operatoru yalnız və yalnız 0lim 


n
n

  olduqda tamam 

kəsilməz olar. Fərz edək ki, 0lim 


n
n

 . Göstərək ki, A  kompakt operatordur. 

Tutaq ki, plM   məhdud çoxluqdur, yəni elə 0R  vardır ki, Rx  , 
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Mx  üçün. a) bəndinə əsasən bu halda A  məhdud operatordur və M  

məhdud çoxluğunu  MA  məhdud çoxluğuna inikas etdirir. İstənilən 0  

götürək. 0lim 


n
n

  şərtindən çıxır ki, elə 0n  nömrəsi vardır ki, 0nn   üçün 

R

p

n


  . Ona görə də hər bir   Mxxx  ,..., 21 üçün alırıq: 

  

















1000 j

p

jp
nj

p

j

nj
p

p

j

p

j

nj

p

j x
R

x
R

xAx 


 , 

Buradan pl fəzasında kompaktlıq meyarına əsasən  MA  çoxluğunun kompakt 

olduğunu, eyni zamanda A  operatorunun tamam kəsilməz olduğunu alarıq.  

İndi tutaq ki, A  kompakt operatordur. Onda A operatoru məhduddur və  

a) bəndinə əsasən  
1jj  ardıcıllığı da məhduddur. İstənilən n  natural ədədi 

üçün n  nömrəli koordinatı vahidə, digər bütün koordinatları sıfırlar olan 

pn le  vektorunu götürək. Onda 0ne  və nnn eAe   olar. Buradan bütün n  

ədədlərinin A  kompakt operatorunun məxsusi ədədləri olduğunu alırıq. Məlum 

teoremə görə bu halda 0lim 


n
n

  olmalıdır.  

7. Tutaq ki, H  Hilbert fəzasıdır.  HLA  və AA* – tamam kəsilməz 

operatordur. Göstərin ki, A  özü də tamam kəsilməz operatordur.  

Həlli. Tutaq ki, HM  – hər hansı məhdud çoxluqdur. Onda elə 0R  

vardır ki, Mx  üçün Rx  . HHAA :*  inikası zamanı M  çoxluğunun 

obrazını   MAA*  kimi işarə edək. Şərtə görə bu çoxluq kompaktdır. Ona görə 

də istənilən   Mxn   üçün yığılan   
1

*

knk
AxA  altardıcıllığı vardır. Onda bu 

altardıcıllıq fundamentaldır, yəni   0lim *

,


 lk nn
kl

axAA . Göstərək ki, 

 
1nnAx  ardıcıllığının  

knAx  altardıcıllığa fundamentaldır. H  hilbert fəzası 

olduğundan buradan onun yığılan olması alınar.  

İstənilən lk,  nömrələri üçün yaza bilərik: 

      
ekekek nnnnnn xxAxxAxxA ,

2
 

  
ekek nnnn xxxxAA  ,*  

Buradan Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyini tətbiq etsək, alarıq: 

   
ekek nnnn xxAARxxA  *2

2   Nlk  ,  

buradan  

  0lim
,


 ek nn

lk
xxA  
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Alırıq ki,  
knAx  fundamentaldır və deməli yığılandır. Yəni, A  hər bir məhdud 

çoxluğu kompakt çoxluğa inikas etdirir və tamam kəsilməz operatordur.  

 Əvvəldə A  kompakt operator olduqda AA* -nın da kompakt olduğunu 

göstərmişik. Bunu nəzərə aldıqda baxılan misalda A  operatoru və AA* -nın 

kompakt olmasının eynigüclü olduğunu alarıq. 

 8. Tutaq ki,  
1kke  sistemi H  Hilbert fəzasında bazisdir, Y  isə Banax 

fəzasıdır. İsbat edin ki, əgər YHA :  xətti kəsilməz operatoru üçün 




1

2

k

kAe  yığılan sıra isə, bu halda A  tamam kəsilməz operatordur.  

 İsbatı. Verilmiş A  operatoru vasitəsilə aşağıdakı kimi YHAn : , 

Nn  operatorlar ardıcıllığı quraq. Əvvəlcə nA  operatorlarını  
1kke  bazis 

elementlərində aşağıdakı kimi təyin edək: 










.,0

,,

nk

nkAe
eA

k

kn  

Sonra isə nA  operatorlarını bütün H  fəzasına kəsilməzliyə görə davam 

etdiririk. Bu halda istənilən   Heexx k

k

k 


1

,  elementi üçün  

  k

n

k

kn AeexxA 



1

,  

qəbul edirik. Buradan görünür ki, nA operatorlarından hər biri  sonlu ölçülü 

operatorlardır. Ona görə də NnAn ,  kompakt operatorlardır.  

 Göstərək ki,  
1nnA  operatorlar ardıcıllığı A  operatoruna müntəzəm 

yığılır, yəni 0lim 


AAn
n

.  

 Doğrudan da, A  operatoru kəsilməz olduğundan istənilən Hx  üçün 

  k

k

k AeexAx 





1

,  bərabərliyinə görə alarıq: 

        









11

,,
nk

kk

nk

kkn AeexAeexxAAx   Nn  

Sağ tərəfdə yazılmış sıraya Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyini tətbiq etsək 

(burada  





1

22
,

nk

k xex , 





1

2

nk

kAe ), alarıq: 

əgər 

əgər 
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    



















 









2/1

1

2

2/1

1

2
,

nk

k

nk

kn AeexxAA  

xAe
nk

k

2/1

1

2











 





   Hx  

Buradan  
2/1

1

2











 



nk

kn AeAA    Nn  

Şərtə görə 


1

2

k

kAe  yığılan sıra olduğundan  








1

2
0lim

nk

k
n

Ae  

Ona görə də 0lim 


n
n

AA . Məlum teoremə görə nA -lərin kompakt 

olmasından A -nın da kompakt olmasını alırıq. 

 9. Aşağıdakı bərabərliklər vasitəsilə verilmiş    1,01,0: CCA   

operatorlarının tamam kəsilməz operator olub-olmadığını göstərin.  

a)     ttxtAx  ; 

b)     
t

dxtAx

0

 ; 

v)       1
2

1
0 2xttxxtAx 








 ; 

q)     dssxettAx ts



1

0

; 

d)     2tAtAx   

 10.    1,11,1:  CCA , 

       txtxtAx 
2

1
 

bərabərliyi ilə verilmiş operatorun tamam kəsilməz olub-olmadığını göstərin.  

 11. Göstərin ki,    1,01,0: 22 LLA  ,  

    
t

dxtAx

0

  

operatoru tamam kəsilməzdir. 

 12.       txtatAx   bərabərliyi ilə təyin edilmiş A  operatoru  1,02L  

fəzasında tamam kəsilməz operatordurmu? 
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 13. İsbat edin ki, 12: llA   xətti kəsilməz operatoru tamam 

kəsilməzdir.  

 14. Tutaq ki,  
1nne – H  Hilbert fəzasında ortonormal bazisdir.  

1nn  

isə məhdud həqiqi ədədlər ardıcıllığıdır.  

 İstənilən Hx  üçün  

  n

n

nn eexAx 





1

,  

qəbul  edək.  

 İsbat edin ki, A  operatoru məhduddur. Hansı n -lər üçün A operatoru 

tamam kəsilməz olar? 

 15. Tutaq ki,  
1nne  – H  Hilbert fəzasında ortonormal bazisdir və 

HHA : – tamam kəsilməz operatordur.  

 İsbat edin ki,  

0lim 


n
n

Ae . 

 16. Tutaq ki, E – Banax fəzası,  ELA  və elə 0m ədədi vardır ki, 

istənilən Ex üçün  

xmAx   

A  operatoru tamam kəsilməz ola bilərmi? 
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XXI FƏSİL 

XƏTTİ OPERATORLARIN MƏXSUSİ ƏDƏDLƏRİ VƏ MƏXSUSİ 

VEKTORLARI.  

REZOLVENTA VƏ SPEKTR 

 

21.1. Sonlu ölçülü fəzalarda çevirmənin məxsusi 

ədədləri və məxsusi vektorları 

 

 Fərz edək ki, X  hər hansı n  ölçülü xətti fəza, A  isə bu fəzada təyin 

edilmiş xətti çevirmədir.  

 Tərif 1. Əgər elə 0x  vektoru varsa ki, xAx   bərabərliyi ödənilsin, 

bu halda   ədədinə A  çevirməsinin məxsusi ədədi, x  vektoruna isə   

məxsusi ədədinə uyğun məxsusi vektor deyilir.  

 Tərifdən görünür ki, əgər x – məxsusi vektor isə, onda x  şəklində 

bütün vektorlar birölçülü invariant altfəza təşkil edir və əksinə, birölçülü 

invariant altfəzanın sıfırdan fərqli hər bir vektoru məxsusi vektordur. 

 Teorem 1. n -ölçülü kompleks xətti fəzada hər bir A  xətti çevirməsinin 

heç olmazsa, bir məxsusi vektoru vardır.  

 İsbatı. Verilmiş xətti fəzada hər hansı neee ,...,, 21  bazisi götürək. A  

xətti çevirməsinə bu bazisdə hər hansı ija , nji ,....,2,1,   kvadrat matrisi 

uyğundur. 

 Tutaq ki, nneeex   ...2211  X  fəzasının istənilən vektorudur. 

Onda Ax  vektorunun n ,...,, 21  koordinatları aşağıdakı kimi olar 

nnnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa













...

...........................................

...

...

2211

22221212

12121111

 

x  məxsusi vektor olduğu üçün xAx   bərabərliyini aşağıdakı kimi yaza 

bilərik: 



















nnnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa







...

.............................................

...

...

2211

22222121

11212111

 

Buradan  



 429 

 

 

 

















0...

.............................................

0...

0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa







                              (1) 

Teoremin doğruluğu üçün elə   ədədinin və eyni zamanda sıfır olmayan elə 

n ,...,, 21  ədədlərinin varlığını göstərməliyik ki, (1) tənliklər sistemi 

ödənilsin.  

 (1) sistemi n ,...,, 21 -ə nəzərən xətti bircins tənliklər sistemidir. Bu 

sistemin sıfırdan fərqli həllinin olması üçün  

0.......................................

21

22222

11211















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa







                             (2) 

olmalıdır. Bu tənlik  -ya nəzərən n  dərəcəli cəbri tənlikdir. Bu tənliyin heç 

olmazsa bir kompleks 0  kökü vardır.  -nın bu qiymətini (1) tənliklər 

sistemində yazaraq sistemin sıfırdan fərqli      00
2

0
1 ,...,, n  həllini taparıq. 

Onda 
       

nn eeex 0
2

0
21

0
1

0 ...    

vektoru 0  məxsusi ədədinə uyğun məxsusi vektor olar, yəni    0
0

0 xAx  . 

Teorem isbat olundu. 

 Tərif 2. (2) tənliyinin sol tərəfindəki çoxhədliyə A  çevirməsinə uyğun 

xarakteristik çoxhədli, (2) tənliyinə isə xarakteristik tənlik deyilir.  

 Göründüyü kimi xarakteristik tənliyin kökləri A  çevirməsinin məxsusi 

ədədləridir.  

 Xarakteristik tənlik  -ya nəzərən n  dərəcəli çoxhədli olduğundan 

alırıq ki, A  çevirməsinin n  sayda məxsusi ədədləri vardır. Bu məxsusi ədədlər 

həqiqi və ya kompleks, eləcə də sadə və ya təkrarlanan ola bilərlər.  

 Aşağıdakı teorem doğrudur: 

 Teorem 2. Xətti çevirmənin müxtəlif məxsusi ədədlərə uyğun məxsusi 

vektorları xətti asılı deyildir. 

 İsbatı. Teoremi riyazi induksiya metodu ilə isbat edək: 

1n  olduqda   məxsusi ədədinə uyğun 01 x  vektoru xətti asılı deyildir. 

 Fərz edək ki, kn   sayda müxtəlif məxsusi ədədlərə uyğun kxxx ,...,, 21  

vektorları xətti asılı deyildir.  
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 Göstərək ki, 1 kn  sayda müxtəlif məxsusi ədədlərə uyğun 

121 ,,...,, kk xxxx  məxsusi vektorları da xətti asılı deyildir. Əksini fərz edək, 

fərz edək ki, bu vektorlar xətti asılıdırlar. Onda heç olmazsa biri, məsələn 1  

əmsalı sıfırdan fərqli olan elə 121 ,...,, k əmsalları vardır ki, 

0... 112211   kkkk xxxx                                   (3)  

(3) bərabərliyinin hər tərəfinə A  operatoru ilə təsir etsək, alarıq: 

  0... 112211   kkkk xxxxA   

və ya  

0... 111222111   kkkkkk xxxx                      (4) 

(3) bərabərliyini 1k  ədədinə vurub (4) bərabərliyindən çıxsaq, alarıq: 

      0... 121221111   kkkkkk xxx   

1 ki   1 ki  və 01   olduğu üçün birinci əmsal sıfırdan fərqlidir. Bu k  

sayda kxxx ,...,, 21  vektorlarının xətti asılı olduğunu göstərir. Alınmış bu 

ziddiyyət fərziyyənin doğru olmadığını göstərir. Yəni 1k  sayda məxsusi 

vektorlar xətti asılı deyildir. Əgər xarakteristik çoxhədlinin n  sayda müxtəlif 

kökləri varsa, onda A  çevirməsinin xətti asılı olmayan n  sayda məxsusi 

vektorlarını fəzanın bazis vektorları qəbul etsək, onda A  çevirməsinə uyğun 

matrisi diaqonal şəklinə gətirmək olar, yəni 























n











00

......................

00

00

2

1

 

A  çevirməsinin   məxsusi ədədinə uyğun məxsusi vektorlar çoxluğuna   

sıfır vektorunun əlavə olunması ilə əmələ gələn çoxluğa A -nın məxsusi xətti 

çoxobrazlısı deyilir. Bu çoxluğu L  ilə işarə edək. 

 Asanlıqla göstərə bilərik ki, bu qapalı çoxobrazlıdır, yəni qapalı 

altfəzadır. Doğrudan da x  və y  vektorları A -nın   məxsusi ədədinə uyğun 

məxsusi vektorları isə, onda xAx  , yAy   olar. Buradan istənilən   və 

  ədədləri üçün alarıq: 

   yxyxAyAxyxA    

İndi isə L -in qapalı olduğunu göstərək: xxLx nn  ,  götürək: 

xxxAxAx n
n

n
n

n
n

 


limlimlim , 

Buradan Lx alırıq. Yəni, L  qapalıdır, altfəzadır.  
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21.2. Tamam kəsilməz operatorların məxsusi 

ədədləri və məxsusi vektorları 

 

 Tutaq ki, X  Banax fəzasıdır, A  isə bu fəzada təsir edən tamam  

kəsilməz operatordur. Fərz edək ki,   ədədi A operatorunun məxsusi ədədi, 

X  isə   məxsusi ədədinə uyğun məxsusi altfəzadır.  

 Aşağıdakı teorem doğrudur: 

 Teorem 1. Əgər A  tamam kəsilməz operator isə, onda onun   məxsusi 

ədədinə uyğun X  məxsusi altfəzası sonlu ölçülüdür. 

 İsbatı. Fərz edək ki,   XS 01  altfəzasında qapalı vahid kürədir. 

   01Sxn   ardıcıllığını götürək.  

 A  operatoru tamam kəsilməz olduğundan  nAx  ardıcıllığı kompaktdır. 

Onda nn Axx


1
  bərabərliyinə görə  nx  ardıcıllığının da kompakt olduğunu 

alırıq. Beləliklə, vahid kürənin X  altfəzasında kompakt olduğunu alırıq. 

Məlum teoremə görə bu X -nın sonlu ölçülü olması deməkdir. 

 Teorem 2. Tutaq ki, XA  fəzasında təyin edilmiş tamam kəsilməz 

operatordur. Onda istənilən 0  ədədi üçün A  operatorunun kompleks 

müstəvi üzərində    dairəsi xaricində yalnız sonlu sayda məxsusi ədədləri 

ola bilər. 

 İsbatı. Əksini fərz edək. Fərz edək ki, A  tamam kəsilməz operatordur, 

amma elə 00   ədədi tapmaq olar ki, A  operatorunun 0 n  şərtini 

ödəyən sonsuz sayda  n   məxsusi ədədlər ardıcıllığı vardır.  nx – bu 

məxsusi ədədlərə uyğun məxsusi vektorlar ardıcıllığı olsun. Yuxarıda göstərdik 

ki,  nx  vektorları xətti asılı deyildirlər. 

 nX  ilə X  fəzasının nxxx ,...,, 21  elementləri vasitəsilə düzəlmiş 

məxsusi altfəzasını işarə edək. Aydındır ki, 

......21  nXXX  

və n -in bütün qiymətlərində nn XX 1 . Bütün nX  altfəzaları sonlu ölçülü 

olduğundan qapalıdırlar. Məlum Riss teoreminə görə elə  ny  vektorlar 

ardıcıllığı tapmaq olar ki, kk Xy  , 
2

1
 xyk  istənilən ,...3,2,1   kXx k  

üçün  nAy  ardıcıllığına baxaq.  ny  məhdud və A  tamam kəsilməz olduğu 

üçün  nAy  kompakt çoxluq olar. Amma aşağıda göstərəcəyik ki,  nAy  

çoxluğu kompakt ola bilməz. Ona görə də alarıq ki, bizim sonsuz sayda 

məxsusi ədədlərin varlığı haqqındakı fərziyyəmiz doğru deyildir. Ona görə də 
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 nAy  çoxluğunun kompakt olmadığını göstərək. IAA    işarə edək. 

İstənilən natural nmnm ,, üçün yaza bilərik: 

 nnnmmmnm yyAyyAAyAy
nm

   

mnmmn

m

n
n

m

m

m

mm xyyyAyAy
nm









 





 

11
 

burada  

1

11











 mn

m

n
y

m

mm

m

mn XyAyAx
nn 



  . 

Doğrudan da, əgər kk Xy   isə, onda  




k

i

i
k

ik xy
1

 , burada  k
ix

1
vektorları 

kX altfəzasının bazis vektorlarıdır. Ona görə yaza bilərik: 

       1

1

11







  mi

m

i

mi
m

ii

m

i

m
im XxxIAyA

m
  

1 mnn XXy , 11   mnn XXyA
n

 

Nəticədə 1 mmn Xx  alırıq və bu halda 
2

1
 mnm xy  olar. Onda yaza bilərik: 

2

0  mnnmnm xyAyAy . 

Buradan alarıq ki, nə  nAy , nə də onun heç bir altardıcıllığı yığılan ola 

bilməz. Digər tərəfdən  ny  məhdud çoxluq olduğundan  nAy  nisbi kompakt 

ardıcıllıqdır və onun yığılan altardıcıllığı vardır. Alınmış bu ziddiyyət 

fərziyyənin doğru olmadığını göstərir. Yəni, A  operatorunun 0 n  şərtini 

ödəyən sonsuz sayda məxsusi ədədləri ola bilməz. Teorem isbat olundu.  

 

21.3. Öz-özünə qoşma operatorların məxsusi 

ədədləri və məxsusi vektorlarının xassələri 

 

 Fərz edək ki, H  Hilbert fəzası, A  isə bu fəzada təyin edilmiş öz-özünə 

qoşma operatordur, yəni *AA   və istənilən Hyx ,  elementləri üçün 

   AyxyAx ,,   

bərabərliyi ödənilir.  

 Yuxarıda göstərmişdik ki, A  Hilbert fəzasında verilmiş öz-özünə 

qoşma operator isə, onda istənilən Hx  elementi üçün  xAx,  ifadəsi həqiqi 

ədəddir. Bu faktdan istifadə edərək öz-özünə qoşma operatorun məxsusi 

ədədləri haqqında aşağıdakı mühüm teoremləri isbat edə bilərik.  
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 Teorem 1. Öz-özünə qoşma operatorun məxsusi ədədləri həqiqidirlər.  

 İsbatı. Fərz edək ki,   öz-özünə qoşma operatorun məxsusi ədədidir. 

A  operatorunn məxsusi ədədinin tərifinə görə elə 0x  vektoru vardır ki, 

xAx  . Bu münasibətdən alırıq ki,  

    2
,, xxxxAx    

 xAx,  və x  həqiqi ədədlər olduğundan, aydındır ki,   həqiqi ədəddir. 

Teorem isbat edildi.  

 Teorem 2. Əgər A  öz-özünə qoşma operator isə, onda A  operatorunun 

müxtəlif məxsusi ədədlərinə uyğun məxsusi vektorları ortoqonaldır. 

 İsbatı. Fərz edək ki, 1  və 2  öz-özünə qoşma A  operatorunun 

müxtəlif məxsusi ədədləri və 21, xx  isə bu məxsusi ədədlərə uyğun məxsusi 

vektorlardır. Onda 111 xAx  , 222 xAx   olar. Buradan alarıq: 

   21121 ,, xxxAx   

   21221 ,, xxAxx   

A  öz-özünə qoşma olduğundan    2121 ,, AxxxAx   bərabərliyi ödənməlidir. 

Buradan  

   212211 ,, xxxx    

yaxud  

   0, 2121  xx . 

21    olduğu üçün   0, 21 xx , yəni 1x  və 2x  vektorları ortoqonaldır. 

Teorem isbat edildi.  

 Teorem 3. Öz-özünə qoşma operatorun istənilən   məxsusi ədəd 

 xAx,  kimi təyin edilir, belə ki, x , 1x  şərtini ödəyən müəyyən bir 

vektordur.  

 İsbatı.   ədədi A  operatorunun məxsusi ədədi olduğu üçün elə 0z  

vektoru vardır ki, zAz  . 
z

z
x   qəbul etsək, xAx  , 1x  alarıq. 

Buradan      
2

,, xxxxAx  alarıq. Teorem isbat edildi.  

 Bu teoremdən aşağıdakı nəticə alınır: 

 Nəticə. Tutaq ki, A  öz-özünə qoşma operator,   isə onun istənilən 

məxsusi ədədidir. 

 xAxm
x

,inf
1

 ,   xAxM
x

,sup
1

  

işarə edək. Bu halda Mm    bərabərsizliyi doğrudur.  

 Teorem 4. Tutaq ki, A  öz-özünə qoşma operatordur və istənilən x  

elementi üçün   0, xAx . Bu halda A  ədədi A  operatorunun ən böyük 

məxsusi ədədinə bərabərdir.  
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 İsbatı. Məlum olduğu kimi öz-özünə qoşma operatorun norması 

 xAxA
x

,sup
1

  kimi təyin edilə bilər. Şərtə görə   0, xAx  olduğundan  

 xAxA
x

,sup
1

  yaza bilərik. Onda elə 0x , 10 x  elementi vardır ki,  

   AxAx 00 ,  

Normanın tərifindən və yuxarıda aldığımız sonuncu bərabərlikdən alarıq: 

    
2

0
2

00

2

0

2

0 ,2 xxAxAxxIA   

012
22

 AAAA  

Beləliklə,   00  xIA   və 00 xAx   alırıq.  

 Buradan A -nın A  operatorun məxsusi ədədi olması alınır. Bunun 

ən böyük məxsusi ədəd olması isə teorem 3-dən çıxır.  

 Teorem 5. Tutaq ki, A  öz-özünə qoşma operatordur və  

 xAxm
x

,inf
1

 ,   xAxM
x

,sup
1

  

Bu halda m  və M  ədədləri A  operatorunun ən kiçik və ən böyük məxsusi 

ədədləridir.  

 İsbatı. Aydındır ki, m  və M -in məxsusi ədədlər olduğunu göstərmək 

kifayətdir. Mm    bərabərsizliyindən m  və M -in uyğun olaraq ən kiçik 

və ən böyük məxsusi ədəd olması nəticə kimi alınır.  

 Əvvəlcə M -in məxsusi ədəd olduğunu göstərək. mIAB   öz-özünə 

qoşma operatoruna baxaq. 

      0,,,  xxmxAxxBx  

olduğu üçün teorem 4-ə əsasən B  ədədi B  operatorunun ən böyük məxsusi 

ədədinə bərabər olar.  

    mMmxAxxBxB
xx




,sup,sup
11

. 

mM   ədədi B  operatorunun ən böyük məxsusi ədədidir. Onda elə 00 x  

vektoru vardır ki, 

  00 xmMBx  . 

mIAB   olduğundan 00000 mxAxmIxAxBx  . 

 Nəticədə   000 xmMmxAx  , yaxud 00 MxAx    alırıq. Yəni M  

ədədi A  operatorunun məxsusi ədədidir. m  ədədinin A  operatorunun məxsusi 

ədədi olduğunu göstərmək üçün AB   operatoruna baxaq. Bu halda m  

ədədi B -nin məxsusi ədədi olar və   

 xBxm
x

,sup
1

  

Burada isə m -in A -nın məxsusi ədədi olması alınır.  
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21.4. Xətti öz-özünə qoşma tamam kəsilməz 

operatorların məxsusi ədədləri 

və məxsusi  vektorları 

 

 Fərz edək ki, H -Hilbert fəzası və A  bu fəzada təsir edən öz-özünə 

qoşma tamam kəsilməz operatordur.  

 Yuxarıda biz həm tamam kəsilməz operatorların, həm də öz-özünə 

qoşma operatorların məxsusi ədədlərinin və məxsusi vektorlarının bəzi 

xassələrini göstərdik. 

 İndi isə operator eyni zamanda həm tamam kəsilməz, həm də öz-özünə 

qoşma olduğu halda onun məxsusi ədədləri və məxsusi vektorlarının əsas 

xassələrini göstərək.  

 Aydındır ki, bu halda verilmiş operatorun məxsusi ədədləri və məxsusi 

vektorları haqqında daha güclü xassələr almaq mümkündür. Əvvəlcə, aşağıdakı 

teoremi qeyd edək.  

 Teorem 1. Əgər 0A  öz-özünə qoşma tamam kəsilməz operator isə, 

onda onun heç olmazsa, bir 0  məxsusi ədədi vardır. 

 İsbatı. A  operatoru öz-özünə qoşma operator olduğu üçün onun 

norması  xAxA
x

,sup
1

  kimi təyin edilə bilər. Onda elə  nx , 1nx  

ardıcıllığı tapmaq olar ki,   AxAx nn , , n . 0A  olduğu üçün n -in 

kifayət qədər böyük qiymətlərində   0, nn xAx . Bu halda elə  nx   

altardıcıllığı vardır ki, n  şərtində    nn xAx , , harada ki, A  və 

ya A . 

 Aşağıdakı qiymətləndirməni alarıq: 

   nxnnnn xAxxAxxAx
n

 ,
2

 

    nnnnn xAxxAxAx   ,2,2 22
  

(Burada biz 1nx  və 222
 AAxn  olduğunu nəzərə aldıq) 

n  olduqda 0  nnn xAxy  . Şərtə görə  nx   məhdud ardıcıllıqdır. 

A  tamam kəsilməz olduğundan  nAx   kompakt ardıcıllıqdır. Ona görə də 

onun yığılan  nAx   altardıcıllığı vardır. Onda nnn xAxy     

bərabərliyindən n  olduqda 0ny  alarıq. Eyni zamanda 

nnn yAxx  


11
 ardıcıllığında yığılan olar.  
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 n
n

xx 


 lim  olsun. Onda Axx


1
 , yaxud xAx   alarıq. Burada 

1lim  


n
n

xx  olduğundan 0x . Teorem isbat olundu. 

 12.3 paraqrafında isbat edilmiş teorem 4-ün daha dəqiq variantı olan 

aşağıdakı teoremi də isbat etmək olar.  

 Teorem 2. Öz-özünə qoşma tamam kəsilməz operatorun bütün məxsusi 

ədədləri həqiqidir və  Mm,  parçasına daxildirlər, burada  

 xAxm
x

,inf
1

 ,   xAxM
x

,sup
1

  

Əgər 0M  isə, onda M  ədədi A  operatorunun ən böyük məxsusi ədədi, əgər 

0m  isə, onda m  ədədi A  operatorunun ən kiçik məxsusi ədədidir.  

 Bu teoremdən aşağıdakı nəticə alınır. 

 Nəticə. Əgər A – tamam kəsilməz öz-özünə qoşma operator isə, onda 

1A , burada A1  operatorunun mütləq qiymətcə ən böyük məxsusi 

ədədidir.  

 Qeyd edək ki, bu nəticə sonlu ölçülü evklid fəzalarında istənilən öz-

özünə qoşma operator üçün də doğrudur.  

 Teorem 3. (Hilbert-Şmidt). Əgər A – H  Hilbert fəzasında tamam 

kəsilməz öz-özünə qoşma operator isə, onda istənilən Hx  üçün Ax  

elementini A  operatorunun ortonormal məxsusi vektorlarına nəzərən yığılan 

Furye sırasına ayırmaq olar.  

 İsbatı. Tutaq ki, 1  A  operatorunun ən böyük məxsusi ədədinə (mütləq 

qiymətcə) uyğun normallaşmış məxsusi vektorudur.   0,: 11  xHxH  

götürək.  

 İstənilən Hx  üçün  

      00,,, 11111   xAxAx  

olduğu üçün 1HAx , yəni A  operatoru 1H -i 1H -ə keçirir. Ona görə də A  

operatoruna 1H -də təsir edən operator kimi baxa bilərik. A operatoru 1H -də 

tamam kəsilməz öz-özünə qoşma operator olduğundan teorem 1-ə əsasən onun 

2  məxsusi ədədi və ona uyğun 2  məxsusi vektoru vardır, belə ki, 12   . 

 İndi isə   0,; 212  xHxH  götürək. Teorem 1-i tətbiq etməklə 

prosesi davam etdirək. Bu zaman aşağıdakı iki haldan biri ola bilər: ya proses 

hər hansı addımda kəsilir, yəni elə n nömrəsi tapılır ki,   0, kx  , nk ,..,2,1  

şərtləri ilə təyin edilən nH  çoxluğunda 0A  olur. Bu halda istənilən Hx  

elementi üçün   k

n

k

kxxy 



1

,  elementinə baxaq. Aşkardır ki, nHy  və 

0Ay . Buradan  
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  k

n

k

kk xAx 



1

, . 

İkinci halda isə proses qeyri-məhdud davam edir. Bu halda A operatorunun 

məxsusi ədədlərindən ibarət  k  ardıcıllığını və məxsusi vektorlarından ibarət 

 k  ardıcıllığını almış oluruq. İstənilən n  üçün  

 
2

1

2

 nHL n
A   

bərabərliyindən istifadə edərək yaza bilərik: 

    







 







2

1

2
1

2

1

,,
n

k

kn

n

k

k xxxxA   

  22
1

1

222
1 , xxx n

n

k

kn 



 








    

A  tamam kəsilməz operator olduğundan §12.2-də teorem 2-yə görə n , 

0n . Ona görə də n  şərtində  

  0,
1
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


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
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kk xAx 



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,                                             (1) 

alırıq. Teorem isbat olundu.  

 İsbat edilmiş bu teoremdən aşağıdakı iki nəticə çıxır.  

 Nəticə 1. Separabel Hilbert fəzasında təsir edən öz-özünə qoşma, 

tamam kəsilməz A operatorunun məxsusi vektorlarından ibarət ortonormal 

bazis vardır. 

 İsbatı. Yuxarıdakı (1) bərabərliyinin hər tərəfinə 1A  operatoru ilə təsir 

etsək, alarıq: 

 





1

,
k

kkxx   

Göründüyü kimi hər bir Hx  elementini bu elementin özünə yığılan, A  

operatorunun ortonormal məxsusi vektorlarına görə Furye sırasına ayırmaq 

olar.  

 Nəticə 2. Əgər A  operatoru H  separabel Hilbert fəzasında A  

operatorunun məxsusi vektorlarından ibarət ortonormal bazis vardır. 

 İsbatı. Yuxarıdakı (1) bərabərliyini  
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şəklində yazmaq olar. Bu bərabərlik onu göstərir ki,   k

k

kxxx 





1

0 ,  

elementi A  operatorunun 0  məxsusi ədədinə uyğun  AN  məxsusi 

altfəzasına daxildir.  AN  məxsusi altfəza özü də separabel olduğundan bu 

altfəzada da  ke  ortonormal bazisi qurmaq olar.  ANx 0  elementini bu 

bazis üzrə ayırsaq, alarıq: 

      k

k

kk

k

kk
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k xeexxxx  
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
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




111

0 ,,,  

Ayrılışa daxil olan cəmlərdən biri və ya hər ikisi sonlu da ola bilər.  

 Beləliklə, alırıq ki, H  separabel Hilbert fəzasında məxsusi vektorlardan 

ibarət ortonormal bazis qurmaq üçün teoremin isbatında A  operatorunun 

məxsusi elementlərindən düzəlmiş  n  sistemini A  operatorunun  AN  sıfır 

altfəzasının hər hansı ortoqonal  ke  bazisi ilə tamamlamaq lazımdır.  

 

 21.5. Xətti operatorun rezolvent çoxluğu və spektri 

 

 Riyaziyyatın müxtəlif sahələrində 

yxAx  , yaxud   yxIA                                 (1) 

şəklində tənliklərə rast gəlinir. Burada A  müəyyən X  Banax fəzasında təyin 

edilmiş xətti operator,   isə kompleks parametrdir. (1) tənliyi ilə bərabər  

0 xAx  , yaxud   0 xIA                                   (2) 

tənliyinə də baxaq. (2) tənliyinə (1)-ə uyğun bircins tənlik deyilir. Aydındır ki, 

(2) tənliyinin həmişə 0x trivial həlli vardır.  

 Fərz edək ki,   parametrinin müəyyən qiymətində IA   

operatorunun     1
 IAAR   tərs operatoru vardır.  AR  operatoru A  

operatorunun rezolventası adlanır.  -nın bu qiymətlərində (1) tənliyinin 

istənilən y  üçün  yARx   həlli vardır. Bu halda (2) tənliyinin yeganə 0x  

trivial həlli olar.   parametrinin istənilən y  üçün (1) tənliyinin yeganə həllinin 

olduğu və R  operatorunun məhdud olduğu bu qiymətlərinə A  operatorunun 

requlyar nöqtələri deyilir. A  operatorunun bütün requlyar nöqtələri çoxluğunu 

 A  ilə işarə edək.  A -ya A  operatorunun rezolvent çoxluğu deyilir.  

     1
 IAAR   operatoruna A  operatorunun rezolventası deyilir.  

 Rezolvent çoxluğun bəzi xassələrini göstərək.  

 Teorem 1.  A  rezolvent çoxluğu açıq çoxluqdur. 

 İsbatı. Tutaq ki,  A 0 . Bu o deməkdir ki, IA 0 -nin kəsilməz 

tərsi vardır. IA   operatoru üçün aşağıdakı bərabərlik doğrudur: 
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   IIAIA 00   

      ARIIA
000                                    (3) 

Şərtə görə IA 0 -nin kəsilməz tərsi vardır. IA  -nin kəsilməz tərsinin 

olması üçün    ARI
00    operatorunun kəsilməz tərsi olmalıdır.  

 Tərs operatorun varlığı teoreminə görə    ARI
00    operatorunun 

o zaman kəsilməz tərsi olar ki,  

  1
00  AR  

şərti ödənilsin. 

 Alırıq ki, əgər  A 0  isə, onda  0rS  dairəsi də  A  çoxluğuna 

daxildir, belə ki,  
1

0


 ARr  . Bu o deməkdir ki,  A  açıq çoxluqdur. 

Teorem isbat edildi.  

 Teorem 2. Əgər  XLA  isə, onda    AA  :  doğrudur. 

 İsbatı. Doğrudan da  AIIA 1   bərabərliyinə görə 

11  A , yəni A  olarsa, bu halda IA  -nin kəsilməz tərsi olar. 

Deməli,  A  şərtini ödəyən bütün   nöqtələri çoxluğu  A  rezolvent 

çoxluğuna daxildir. Teorem isbat olundu.  

 Nəticə. Əgər A  məhdud operator isə, onda  A  qeyri-məhdud 

çoxluqdur.  

 Tərif.  A  rezolvent çoxluğunun bütün kompleks müstəviyə 

tamamlayıcı çoxluğuna A  operatorunun spektri deyilir və  A  kimi işarə 

edilir.  

Teorem 1-dən çıxır ki, istənilən xətti operatorun spektri qapalı 

çoxluqdur (açıq çoxluğun tamamlayıcısı olduğu üçün). 

 Teorem 2-dən isə alınır ki, A  xətti məhdud operator isə, onun spektri 

   0
A

SA  , yəni A  operatorunun spektri A  dairəsi daxilində 

yerləşir. Bu halda spektr məhdud çoxluqdur.  

 Əgər  A  olarsa, bu halda aşağıdakı iki hal mümkündür: 

1)     1
 IAAR   operatoru yoxdur. Bu halda   A  operatorunun məxsusi 

ədədidir. Bütün bu cür nöqtələr A  operatorunun nöqtəvi spektri adlanır.  

2)     1
 IAAR   operatoru vardır, amma bütün fəzada təyin 

olunmamışdır.  -nın bu qiymətli A  operatorunun kəsilməz spektri adlanır.  

 Beləliklə,  -nın hər bir qiyməti ya requlyar nöqtədir, ya məxsusi 

ədəddir, ya da kəsilməz spektrdir.  
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 Qeyd edək ki, operatorun kəsilməz spektrinin varlığı sonsuz ölçülü 

fəzalarda təyin edilmiş operatorların sonlu ölçülü fəzalarda verilmiş 

operatorlardan ciddi fərqini göstərən əlamətdir. Yəni, məhdud operatorların 

kəsilməz spektri yoxdur. 

 Misallara baxaq. 

 Misal 1. Əgər X  fəzası sonlu ölçülü fəza isə, onda bu fəzada istənilən 

xətti operatorun spektri yalnız məxsusi ədədlərdən ibarətdir. n  ölçülü evklid 

fəzasında təyin edilmiş hər bir öz-özünə qoşma operatorun, təkrarlanma tərtibi 

nəzərə alınmaqla n  sayda məxsusi ədədləri vardır. Bütün bu məxsusi ədədlər 

həqiqidir və bu məxsusi ədədlərə uyğun məxsusi vektorlardan X  fəzasının 

ortonormal bazisini seçmək olar.  

 Misal 2. Sonsuz ölçülü X  Banax fəzasında hər bir tamam kəsilməz 

operatorun  A  spektri ən çoxu hesabi sayda məxsusi ədədlərdən ibarətdir, 

belə ki, bu məxsusi ədədlərin yeganə limit nöqtəsi 0  nöqtəsi ola bilər.  

 Əgər 0  ədədi operatorun məxsusi ədədi deyilsə, onda   ədədi 

operatorun  A  rezolvent çoxluğuna daxildir. Doğrudan da, bu halda IA   

operatorunun nüvəsi,    0 IAN  , ona görə də  IA  -nin kəsilməz tərsi 

vardır. 0  nöqtəsi həmişə spektrə daxildir,  A0 . 0  nöqtəsi 

A operatorunun məxsusi ədədi olmadığı halda A  operatorunun tərsi varsa, 

onda 1A  qeyri-məhdud operatordur.  

 Misal 3. A  operatoru Hilbert fəzasında istənilən tamam kəsilməz öz-

özünə qoşma operator olarsa, onda misal 2-də tamam kəsilməz operatorun 

spektri haqqında dediyimiz bütün hökmlər burada da doğrudur. Əlavə onu deyə 

bilərik ki, öz-özünə qoşma tamam kəsilməz A  operatorunun heç olmazsa bir 

0  məxsusi ədədi vardır, A -nın bütün məxsusi ədədləri həqiqidir və A  

operatorunun məxsusi vektorları üzrə ayrılış haqqında Hilbert-Şmidt teoremi 

doğrudur. 

 Misal 4.  baC ,  fəzasında A  operatorunu aşağıdakı kimi təyin edək: 

   ttxtAx                                                     (4)     

A  operatoru sərbəst dəyişənə vurma operatoru adlanır. (4) bərabərliyindən 

alırıq: 

       txttxIA    

IA   operatorunun  -nın bütün qiymətlərində tərs operatoru vardır, çünki 

    0 txt   bərabərliyindən  tx  kəsilməz funksiyasının eyniliklə sıfra 

bərabərliyi alınır   0tx . Amma  ba,  üçün  

     tx
t

txIA






 11

 

bərabərliyi ilə təyin olunan tərs operator bütün  baC ,  fəzasında təyin 

edilməmişdir və qeyri-məhdud operatordur. Nəticədə alırıq ki, A  operatorunun 
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spektri  ba,  parçasından ibarətdir, bu operatorun məxsusi ədədləri yoxdur, 

yalnız kəsilməz spektri vardır.  

 Misal 5. 2l  fəzasında    ,...,,0,...,...,,: 2121 xxxxxA n   bərabərliyi 

vasitəsilə A  operatoru təyin edək. 

 A  operatorunun məxsusi ədədləri yoxdur. 1A  tərs operatoru 

məhduddur, amma 2l -də yalnız 01 x  şərtini ödəyən altfəzada təyin 

olunmuşdur. 0  yeganə spektr nöqtəsidir.  

 

21.6. Öz-özünə qoşma məhdud operatorların 

spektral ayrılışı 

 

 Aşağıda biz H  Hilbert fəzasında təsir edən hər bir öz-özünə qoşma 

məhdud A  operatoru üçün mücərrəd Stiltes inteqralı şəklində inteqral 

göstəriliş düsturunu göstərəcəyik. Bu formul öz-özünə qoşma operatorun 

spektral ayrılışı adlanır. Bu düsturun alınmasında A  operatorunun spektral 

funksiyası adlanan  P  operator-funksiyası mühüm rol oynayır.  -nın hər bir 

qiymətində  P -nın qiymətləri A  operatorunun spektri ilə sıx bağlı olan 

müəyyən ortoqonal proyeksiya operatorlarıdır. Öz-özünə qoşma operatorların 

spektral ayrılış düsturları  bu operatorların öyrənilməsi üçün mühüm bir 

analitik vasitədir və öz-özünə qoşma operatorlarla bağlı məsələlərin həllində 

geniş istifadə edilir.  

 Tərif. Fərz edək ki,  HLA  öz-özünə qoşma operator,  P  isə, 

istənilən   ,  üçün H  fəzasında ortoqonal proyeksiya operatorudur. 

Əgər  P  operator-funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyərsə, ona A  

operatorunun spektral funksiyası deyilir: 

1)  xAxm
x

,inf
1

  olduqda   0P , 

  xAxM
x

,sup
1

  olduqda   IP  ; 

2)  P   -dan asılı azalmayan funksiyadır, yəni    olduqda     PP  ; 

3)  P  funksiyası H  fəzasında güclü yığılma mənasında sağdan kəsilməzdir, 

yəni istənilən Hx  üçün    xPxP 



 0

lim  doğrudur.  

4)   parametrinin hər bir qiymətində  P  operatoru  HL  fəzasının A  ilə 

kommutativ olan hər bir operatoru ilə kommutativdir.  

 Onda istənilən 0  üçün A  operatoru üçün Stiltes inteqralı şəklində 

aşağıdakı spektral ayrılış düsturu doğrudur: 
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 




M

m

dPA



                                                 (1) 

Misal 1. Tutaq ki, A  operatoru sonlu ölçülü H  Hilbert fəzasında öz-

özünə qoşma operatordur. A  operatorunun n  sayda məxsusi ədədləri vardır və 

bu məxsusi ədədlər həqiqidir. Bu məxsusi ədədləri artma istiqamətində düzək: 

Mm k   ...321   nk 1  

iH  ilə A  operatorunun i   ki ,...,2,1  məxsusi ədədinə uyğun 

məxsusi altfəzasını işarə edək. Onda H  fəzası üçün aşağıdakı ortoqonal 

ayrılışı yaza bilərik: 

kHHHH  ...21  

Tutaq ki, iP – H  fəzasından iH  altfəzasına ortoqonal proyeksiya 

operatorudur. Bu halda A  operatoruna uyğun  P  spektral funksiyası 

aşağıdakı kimi olar: 

 






























k

kkk

I

PPP

PP

P

P













1121

3221

211

1

...

0

..................................................
 

Qurulmuş  P  operator-funksiyasının yuxarıdakı 1)-4) xassələrini 

ödədiyini göstərmək olar. Bu halda (1) spektral ayrılışının hansı şəkildə 

olduğunu göstərək. Məlum 





k

i

kPI
1

 

bərabərliyini soldan A  operatoruna vursaq, alarıq: 





k

i

kAPA
1

 

İstənilən Hx  üçün ii HxP  , deməli, xPxAP iii  , buradan iii PAP   

 ki ,...,2,1 . Nəticədə 





k

i

iiPA
1

 .                                                 (2) 

(2) bərabərliyi A  operatorunun spektral ayrılışını göstərir.  

  

     

 

əgər 

əgər 

əgər 

əgər 

 

olarsa, 

olarsa, 

olarsa, 

olarsa. əgər 

olarsa, 
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21.7. Öz-özünə qoşma operatordan asılı funksiyalar 

 

 Yuxarıda biz X  normalaşmış fəzasından Y  normalaşmış fəzasına təsir 

edən xətti kəsilməz operatorlar çoxluğu  YXL ,  fəzası ilə tanış olduq. Bu 

fəzada operatorların cəmi və operatorun ədədə hasili cəbri əməllərini, eləcə də 

operatorun norması anlayışını daxil etdik və onların bir sıra xassələrini 

öyrəndik. Bir çox tətbiqi məsələləri öyrənərkən YX   olduğu hala baxmaq 

xüsusi əhəmiyyətə malik olur. Bu halda  XL  fəzasında, yəni X  fəzasında 

təsir edən bütün xətti kəsilməz operatorlar fəzasında daha bir əməl 

operatorların hasili əməlini də daxil etmək mümkün olur. Xüsusi halda A  

operatorunun istənilən natural dərəcəsini, məsələn kAAA ,...,, 32  təyin edə 

bilərik. Analoji qayda ilə A  operatorundan asılı çoxhədli və digər funksiyaları 

da təyin edə bilərik. Məsələn,  XLA  üçün Ae  operatorunu 

 IA
k

A
e

k

k
A 





0

0 !
 

kimi sıra vasitəsilə təyin edək bilərik. İsbat etmək olar ki, 
AA ee   və 

 XLeA    doğrudur.  

 Yuxarıda öz-özünə qoşma operatorlar üçün aldığımız (1) spektral ayrılış 

formulundan istifadə etməklə operatorlar sırasından istifadə etmədən, həmin 

sıranın yığılmasını araşdırmadan belə A  operatorundan asılı funksiyaları daxil 

etmək olar.  

 Tərif. Tutaq ki,    baf ,  parçasında kəsilməz funksiyadır. A  

operatorundan asılı  Af  funksiyası dedikdə 

     




M

m

dPfAf



                                             (3)  

ifadəsi başa düşülür. ( 0  ixtiyari kiçik ədəddir). 

 Xüsusi halda 0A  üçün 

 




M

m

dPI



 ,  


dPA

M

m




 ,  




M

m

dPA



22                    (4) 

düsturları doğrudur.  

 Bu bərabərliklərdən istənilən Hx  üçün  

      




M

m

xxPdxxAAxAxAx



 ,,, 222
 

olduğunu alarıq.  

 Qeyd edək ki, yuxarıda göstərdiyimiz (1), (3), (4) spektral ayrılış 

düsturlarının korrekt olması üçün A  operatoruna uyğun düzəlmiş  P  
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spektral funksiyası yeganə olmalıdır. İsbat edilmişdir ki, həqiqi Hilbert 

fəzasında təyin edilmiş istənilən öz-özünə qoşma məhdud operatorun spektral 

funksiyası yeganədir.  

 

 

     21.8. Öz-özünə qoşma qeyri-məhdud operatorların 

spektral ayrılışı 

 

 Tutaq ki, A  operatoru   HAD   təyin oblastına malik qeyri-məhdud 

öz-özünə qoşma operatordur.  

 Tərif. İstənilən   ,  ədədinə qarşı  P  ortoqonal proyeksiya 

operatorunu qarşı qoyan  P  operator-funksiyası aşağıdakı şərtləri ödədikdə 

ona A  operatorunun spektral funksiyası deyilir: 

  1)   0P     olduqda, 

        IP      olduqda 

(limitlər güclü mənada başa düşülür) 

2)  P   -dan asılı azalmayan funksiyadır, yəni    olduqda     PP  ; 

3)  P  sağdan kəsilməzdir (güclü yığılma mənada) 

4)    ADAΒD   şərtini ödəyən istənilən  HLB  operatoru və istənilən 

 ADx  üçün  

   BxPxBP    

Onda istənilən  ADx  və istənilən Hy  üçün  

    




 yxPdyAx ,,                                         (1) 

bərabərliyi doğrudur, (1)-in sağ tərəfi qeyri-məxsusi Stiltes inteqralıdır.  

 Qeyd 1. Hx  elementinin A  operatorunun təyin oblastına daxil 

olması üçün zəruri və kafi şərt 

  




xxPd ,2   

şərtinin ödənməsidir.  

 Qeyd 2. Əgər  ADx  isə, onda  

 




 xdPAx   
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Bu halda sağ tərəfdəki qeyri-məxsusi inteqral, H  fəzasında güclü mənada 

yığılmaya nəzərən a , b  şərtində  xdP

b

a

   inteqralının limiti 

kimi təyin edilir.  

 Qeyd 3. Əgər  ADx  isə, onda  

  




 xxxPdAx ,22
 . 

Tutaq ki,  f    ,  intervalında təyin edilmiş kompleks qiymətli 

funksiyadır. Bəzi hallarda  Af  qeyri-məhdud operatorunu aşağıdakı kimi 

təyin edə bilərik: 

         HyyxPdfyxAf  




,,,                            (2) 

Bu bərabərlikdə  xAfy   qəbul edərək, göstərmək olar ki,  Af  

operatorunun təyin oblastı   AfD  elə x  elementlərindən ibarətdir ki,  

     




xxPdf ,
2

  

olsun. 

 İsbat olunmuşdur ki, əgər  f  məhdud funksiya isə, onda  Af  

operatoru da məhduddur. Eləcədə əgər  f  funksiyası yalnız həqiqi qiymətlər 

alırsa,  Af – öz-özünə qoşma operatordur.  

 Öz-özünə qoşma operatordan asılı funksiya olaraq  AR  

rezolventasına baxaq. Əgər 0  ədədi A  operatorunun  A  spektrinə daxil 

deyilsə, onda  

 
 








0

0 




xdP
xAR  

bərabərliyi doğrudur. Əgər 00 Jm  isə, onda  A 0  və  

 
0

1

0  Jm
AR  . 
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 21.9. Xətti operatorun məxsusi ədədlərinin  

və məxsusi vektorlarının tapılmasına aid məsələ 

həlli nümunələri və tapşırıqlar 

 

 1. Tutaq ki, E – kompleks normalaşmış fəzadır və  ELA . İsbat edin 

ki, əgər 2A  operatorunun məxsusi vektoru varsa, onda A  operatorunun da 

məxsusi ədədi vardır.  

 Həlli. Tutaq ki, C – 2A  operatorunun məxsusi ədədi Ex  isə– 

uyğun məxsusi vektorudur. Bu halda xxA 2  bərabərliyi doğrudur. Bu 

bərabərliyi    0 xEAEA   kimi göstərmək olar. Əgər 

  0 xEA   isə, onda xAx   və bu halda Ax  operatorunun   

məxsusi ədədinə uyğun məxsusi vektoru olar. Əgər   0 xEAy   isə, bu 

halda   0 yEA   və y  vektoru A  operatorunun   məxsusi ədədinə 

uyğun məxsusi vektoru olar.  

 2. Həqiqi   ,C  fəzasında a)     txtAx  ; b) 

      dssxsttAx 








sin operatorunun məxsusi ədədlərini və məxsusi 

vektorlarını tapın. 

 Həlli. a) A  operatorunun məxsusi ədədləri elə   həqiqi ədədləridir ki, 

xAx  , yəni    txtx   tənliyinin   ,C  fəzasında sıfırdan fərqli həlli 

olsun. Aydındır ki, 1  olduqda bütün cüt funksiyalar, 1  olduqda isə 

bütün tək funksiyalar baxılan tənliyin həlləridir. Göstərək ki, A  operatorunun 

1 -dən başqa heç bir məxsusi ədədi yoxdur.  

 Tutaq ki, 1  ədədi A  operatorunun məxsusi ədədi  txx 00   isə– 

bu məxsusi ədədə uyğun məxsusi vektorudur. 00 x . Onda istənilən 

  ,t  üçün    txtx 000   ödənilər. Bu bərabərlikdə t -ni  t  ilə əvəz 

etsək, alarıq: 

   txtx  000   

Buradan istənilən   ,t  üçün    txtx 0
2
00  .  

Amma bu bərabərlik mümkün deyildir, çünki 12
0   və 00 x . Deməli, A  

operatorunun yalnız 1  və 1  məxsusi ədədləri vardır. Uyğun 

məxsusi vektorları isə yuxarıda qeyd olunmuş funksiyalardan ibarətdir.  

 b) Elə   həqiqi ədədlərini tapmaq lazımdır ki,  

     txdssxst 







sin ,   t  
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tənliyinin   ,C  fəzasında sıfırdan fərqli həlli vardır. Bu məqsədlə əvvəlcə 

  ststst sincoscossinsin  şəklində göstərək. Onda tənlik aşağıdakı kimi 

yazılır: 

      
 











 dsssxtdsssxttx sincoscossin ,   t               (1) 

(1) bərabərliyindən görünür ki, verilmiş   üçün tənliyin həllini  

  tttx cossin    

şəklində axtarmaq lazımdır. Bu ifadəni (1) tənliyində yerinə yazsaq, alarıq: 

tttt cossincossin   ,   t , 

tsin  və tcos  funksiyaları   ,  parçasında xətti asılı olmadığından  









.0

,0




                                                 (2) 

 tx  məxsusi funksiyası sıfırdan fərqli olduğundan   və ya  -dan heç 

olmazsa biri sıfırdan fərqli olmalıdır. Ona görə də  

0








, 022   ,  1 ,  2 . 

 1  olduqda (2) bərabərliklərindən    alırıq. Bu halda  1  məxsusi 

ədəd,    tttx cossin  , 0  uyğun məxsusi funksiya olar. Analoji 

olaraq,  2  məxsusi ədəd,    tttx cossin  ,  0  uyğun məxsusi 

funksiya olar.  

 Göstərək ki, 03   ədədi də A operatorunun məxsusi ədədidir.  

 Bunun üçün  

    0sin 


dssxst





 

tənliyinin   ,C  fəzasında sıfırdan fərqli həllinin olduğunu göstərmək 

lazımdır. Başqa sözlə, elə   0 txx  tapmaq lazımdır ki,  

    0sincoscossin  


dsssxtdsssxt









    s                   (3) 

olsun. tsin  və tcos  funksiyaları xətti asılı olmadığından  

  0cos 


dsssx





 və   0sin 


dsssx





 

alırıq. Bu onu göstərir ki, tcos  və tsin  funksiyalarına   ,2 L  fəzasında 

ortoqonal olan bütün  txx   kəsilməz funksiyaları məxsusi funksiyalardır. 

Məsələn   nttx cos , ,...3,2,0n ,   ttx sin , ,...3,2n  Beləliklə, alırıq ki, 
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03   ədədi A  operatorunun məxsusi ədədidir, ona uyğun məxsusi altfəza 

sonsuz ölçülüdür və   ,  parçasında tsin  və tcos  funksiyalarına ortoqonal 

olan bütün kəsilməz funksiyalardan ibarətdir. 

 3. Tutaq ki,    1,01,0: CCA   operatoru  

      10 txxtAx   

bərabərliyi ilə təyin edilir. Bu operatorun məxsusi ədədlərini və məxsusi 

funksiyalarını tapın.  

 Həlli. Aydındır ki, A – xətti operatordur. Bundan başqa  

    xtxxAx
t

210max
10




,  1,0Cx  

bərabərsizliyindən alırıq ki, A  məhdud operatordur, 2A  və kəsilməzdir. 

A -nın məxsusi ədədlərini tapmaq üçün  -nın elə qiymətlərini tapmaq lazımdır 

ki,  

     txtxx  10 , 10  t                                       (4) 

tənliyinin  1,0C  fəzasında   0tx  həlli olsun.  

 (4) bərabərliyindən görünür ki, 0  olduqda   ttx    şəklində 

olmalıdır.  tx -nin bu ifadəsini tənlikdə yerinə yazsaq, alarıq: 

  t  , 10  t  

1 və t  funksiyaları  1,0  parçasında xətti asılı olmadığı üçün bu bərabərlikdən 

alarıq: 

 

 







01

01




                                               (5) 

  və   eyni zamanda sıfır olmadığı üçün buradan 1  alırıq. Onda 0  

olar. Deməli, 1  məxsusi ədəddir və   ttx  , 0  uyğun məxsusi 

funksiyadır.  

 Göstərək ki, 0  ədədi də A  operatorunun məxsusi ədədidir. 

Doğrudan da bu halda (4) tənliyi 

    10,010  ttxx  

kimi olar. Buradan     010  xx  alırıq. Ona görə 0t  və 1t  nöqtələrində 

sıfra çevrilən bütün kəsilməz funksiyalar bu tənlyin trivial olmayan həlləri olar. 

Beləliklə, A  operatorunun yalnız iki 01  , 12   məxsusi ədədlərinin 

olduğunu alırıq.  

 Göstərək ki, bu nöqtələrdən fərqli olan bütün nöqtələr A  operatorunun 

requlyar nöqtələridir.  

 Tutaq ki, 0 , 1  və    1,0Ctyy  – istənilən funksiyadır.  

       10,  ttytxtAx   

yəni  

        10,10  ttytxtxx                                 (6) 
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tənliyini həll edək. (6) tənliyində 0t , sonra 1t  yazmaqla alarıq: 

 
 

 
   

 21

0

1

1
1,

1

0
0

 








yy
x

y
x  

Bunları (6) tənliyində nəzərə alsaq, 0 , 1  üçün  

 
   

 
 

 
 

 21

0

1

1

1

0

 








tytyyty
tx                         (7) 

alarıq. Beləliklə, alırıq ki,  EA   operatorunun 0 , 1  olduqda 

qiymətlər çoxluğu bütün fəzadır və bu operatorun tərsi (7) düsturu vasitəsilə 

təyin edilir, yəni  

       
 










1

01 yty
tyEA  

 
 

 
 21

0

1

1

 





tyty
,     1,0Cty  . 

 4. Tutaq ki, E – kompleks Banax fəzası, EEA :  isə xətti kəsilməz 

operatordur. İsbat edin ki, əgər   kompleks ədədi üçün normallaşmış  
1nnx , 

1nx , Nn  elementlər ardıcıllığı varsa ki,   0lim 


nn
n

xAx   olsun, 

onda  A . (  A – A  operatorunun spektridir).  

 Həlli. Doğrudan da, əgər  A   olarsa, onda  A , yəni A  

operatorunun requlyar nöqtəsi olar. Bu halda  EA   operatorunun kəsilməz 

  EEEA 


:
1

  tərsi olar. Ona görə də  

    0limlim
1





nn

n
n

n
xAxEAx   

olar. Bu isə Nn  üçün 1nx  olması şərtinə ziddir. Deməli,  A  

olmalıdır.  

 5.     
t

dssxtAx

0

,    1,01,0: CCA   operatorunun heç bir məxsusi 

ədədinin olmadığını göstərin.  

 Həlli. Tərifə əsasən  A  operatorunun məxsusi ədədləri  -nın elə 

qiymətlərindən ibarətdir ki,  

    

t

txdssx

0

 , 10  t  

tənliyinin  1,0C  fəzasında sıfırdan fərqli həlli olsun. Əgər 0  olarsa, onda 

tənliyin sol tərəfi diferensiallanan olmalıdır. Tənliyin hər tərəfini t -yə görə 

diferensiallasaq, bu tənliyin    txtx   ,   00 x  Koşi məsələsinə ekvivalent 
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olduğunu alarıq. Buradan  1,0t  üçün   0tx  alırıq. Ona görə də A  

operatorunun sıfırdan fərqli məxsusi ədədi yoxdur.  

0  nöqtəsini yoxlayaq. 0 -ın məxsusi ədəd olması üçün  1,0C -ə 

daxil olan elə   0tx  olmalıdır ki, 

  

t

dttx

0

0 ,   10  t  

şərti ödənilsin. Bu bərabərliyi diferensiallasaq,   0tx ,  1,0t  alarıq. 

Deməli, 0  da məxsusi ədəd deyil. Beləliklə, alırıq ki, A  operatorunun heç 

bir məxsusi ədədi yoxdur.  

 6. Tutaq ki,  1,02LH  – kompleks Hilbert fəzasında     txitAx   

operatoru təyin edilmişdir, belə ki,    1,02LAD   təyin oblastı  1,0  

parçasında mütləq kəsilməz olan  txx   funksiyalarından ibarətdir ki, 

   1,02Ltx   olsun və    10 xx   şərti ödənilsin. A  operatorunun məxsusi 

ədədlərini tapın. 

 Həlli.   ədədinin elə qiymətlərini tapmaq lazımdır ki, xAx  , yəni 

   txtxi  , 10  t  tənliyinin sıfırdan fərqli    ADtxx   həlli olsun. Bu 

tənliyi həll edərək   tiCetx  , 10  t  alarıq, burada C – hər hansı sabitdir. 

   10 xx   şərtindən istifadə etsək, 1 ie  bərabərliyini alarıq. Buradan 

n 2 , zn  olar.  

 Deməli,  A  operatorunun məxsusi ədədləri nn  2 ,  zn , uyğun 

məxsusi funksiyaları isə   nti
n ete 2 , 10  t  funksiyalarıdır. Alınmış bu 

sistem  1,02L  fəzasında tam ortonormal funksiyalar sistemidir.  

 Göstərək ki, n   olan bütün qiymətlər A  operatorunun requlyar 

nöqtələridir.  

 Bunun üçün əvvəlcə yxAx   tənliyinin ümumi həllini yazaq. 

Asanlıqla yoxlaya bilərik ki, bu tənliyin ümumi həlli  

   













 


t

iti deyiCetx

0

  , 10  t                             (8) 

C  sabitini elə seçmək lazımdır ki,    10 xx   şərti ödənilsin. Yoxlamaq olar 

ki, n   olduqda    10 xx   şərtindən alınır ki, C  sabitini yeganə üsulla 

tapmaq olar. Ona görə də n  , zn  üçün   1
 EA   operatoru bütün 

 1,02L  fəzasını özünə inikas etdirir. Ümumi həllin (8) şəklindən almaq olar ki, 

  1
 EA   kəsilməz operatordur. Doğrudan da,     1,021

Lty
nn 



 ardıcıllığı 
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bu fəzada  ty  funksiyasına yığılarsa, onda skalyar hasilin kəsilməzliyinə görə 

yaza bilərik: 

    











 





t
ti

n
ti

n
n

n
deyiCetx

0

limlim    

  xtdeyiCe

t
titi 












 



0

  ,  1,0t . 

    n

t

n

t
ti

n ydydey 













 

2

1

0

2

0

  , Nn  

münasibətindən alınır ki,   
1nn tx  ardıcıllığı  1,0  parçasında məhdud 

ardıcıllıqdır. Ona görə də  

     tyEAtx nn
1

  ,  Nn  

ardıcıllığı orta kvadratik mənada  

     tyEAtx
1

   

funksiyasına yığılır. Ona görə də   1
 EA   operatoru n  , Zn  

qiymətlərində kəsilməz operatordur. Beləliklə, alırıq ki, A  operatorunun 

spektri yalnız nn  2 , zn  məxsusi ədədlərindən ibarətdir.  

 7.   ,C  fəzasında təsir edən  

      dssxtstAx 








cos  

operatorunun məxsusi ədədlərini və məxsusi funksiyalarını tapın.  

 Həlli. Tərifə görə  -nın elə qiymətlərini tapmaq lazımdır ki, xAx   

tənliyinin sıfırdan fərqli həlli olsun.  

  tststs sinsincoscoscos   

düsturunu nəzərə alsaq,  

     txdssxts 







cos  

tənliyini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

    












 sdstdsssxttx sinsincoscos                            (9) 

(9) bərabərliyindən görünür ki, verilmiş   üçün tənliyin həllini  

  tttx sincos    

kimi axtarmaq lazımdır. Bu ifadəni (9) tənliyində yerinə yazsaq, alarıq: 

tttt sincossincos    
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tcos  və tsin  funksiyaları   ,  parçasında xətti asılı olmadığı üçün  

 

 















0

0








 

olar.  tx  məxsusi funksiya olduğundan   və   eyni zamanda sıfır ola 

bilməzlər. Aşağıdakı hallara baxaq: 

a) 0 , 0  olduqda,  1  olar, bu halda  1  məxsusi ədəd, 

  ttx cos  məxsusi funksiya olar.  

b) 0 , 0  olduqda  2  məxsusi ədəd,   ttx sin  bu məxsusi ədədə 

uyğun məxsusi funksiya olar.  

 Göstərək ki, 03   ədədi də A  operatorunun məxsusi ədədidir. Bu 

halda  

    0cos 


dssxts





 

tənliyinin  1,0C  fəzasında sıfırdan fərqli həllinin olduğunu göstərmək 

lazımdır. Başqa sözlə elə   0 txx  tapmaq lazımdır ki, 

    0sinsincoscos  










dsssxtdsssx ,    s   (10) 

olsun. tcos  və tsin  funksiyaları xətti asılı olmadığı üçün  

    0sin,0cos  










dsssxdsssx  

alarıq.  

 Bu onu göstərir ki,   ,2 L  fəzasında tcos  və tsin  funksiyalarına 

ortoqonal olan bütün  txx   kəsilməz funksiyaları məxsusi funksiyalardır. 

Məsələn,   nttx cos ,   nttx sin , ,...3,2n  Beləliklə, alırıq ki, 03   

ədədi A  operatorunun məxsusi ədədidir, ona uyğun məxsusi altfəza sonsuz 

ölçülüdür və   ,  parçasında tcos  və tsin  funksiyalarına ortoqonal olan 

bütün kəsilməz funksiyalardan ibarətdir.  

 8.  ,0C  fəzasında  
 
2

2

dt

txd
tAx   operatorunun məxsusi ədədlərini və 

məxsusi funksiyalarını tapın. Burada 

        ,0; CtxtxAD  , 

   ,0Ctx  ,      00  xx . 

 Həlli.  -nın elə qiymətlərini tapmaq lazımdır ki,  

 
 tx

dt

txd


2

2
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tənliyinin sıfırdan fərqli həlli olsun. Tənlik sabit əmsallı xətti tənlik 

olduğundan xarakteristik tənliyi yazaq: 

02 S . 

 Aşağıdakı hallara baxaq: 

a) 0 , onda 2S , S  

  tt ecectx   21  

        
 

 









0

00

21

21

 ececx

ccx
 

         0
11

 




 ee

ee
 

olduğundan 021  cc     0tx  alırıq.  

b) 0 . Bu halda      
 

0
2

2


dt

txd
,   21 ctctx   

  00 x , 00 21  cc , 02 c  

  01   cx , 01 c ,   0tx  

alırıq. 

v) 0 . Onda tənliyin həlli  

  tctctx   sincos 21  

olar. Sərhəd şərtlərindən   00 1  cx  və  

  0sin2   cx ,  k , ,...2,1k  

2kk   alarıq. Deməli, bunlar məxsusi ədədlər,   kttxk sin  isə uyğun 

məxsusi funksiyalardır.  

 9. Tutaq ki, H – Hilbert fəzası və HHA : – tamam kəsilməz 

operatordur. Onda elə ortonormal  N

nnf 1
 və  N

nn 1
  sistemləri və  N

nn 1
 , 

0n , Nn ,...,2,1  həqiqi ədədləri vardır ki,  

  n

N

n

nn fxAx 



1

, . 

Qeyd edək ki, N  sonlu ədəd və ya sonsuzluq olar bilər.  

 Həlli. A  tamam kəsilməz operator olduğundan AA* -da tamam 

kəsilməzdir. Bundan əlavə     AAAAAA ******  , yəni AA* – öz-özünə 

qoşma operatordur. Onda Hilbert-Şmidt teoreminə görə AA*  operatorunun 

məxsusi vektorlarından ibarət elə tam ortonormal    M

nn
N

nn ff
11 

  sistemi 
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vardır ki, Nn ,...,2,1  üçün nnn fAfA * , 0n  və Mn ,...,2,1  üçün 

0* nfAA  olsun.  

 Qeyd edək ki, N  və M  ədədləri sonlu və ya sonsuz ola bilər.  

    0,, *  xAxAAxAx , 

bərabərsizliyindən AA*  operatorun müsbət olması alınır. 0* AA . Onda 

Nn ,...,2,1  üçün 0n . 

 Tutaq ki, nn   , 
n

n
n

Af


  , Nn ,...,2,1 . Göstərək ki,  N

nn 1
  

ortonormal sistemdir. Doğrudan da,  

      mnmn

mn

n
mn

mn

mn fffAfA ,
* ,,

1
, 






   

Nmn ,...,2,1,  . Onda Hx  üçün alarıq: 

    




















 



N

n

nn

N

n

nn ffxAffxAAx
11

,,  

    nn

N

n

nn

N

n

n fxAffx  ,,
11




  

Çünki   0,*2


nnn ffAAfA . 

 Beləliklə, 

 



N

n

nnn fxAx
1

,   

alırıq. 

 10.  ,0C  fəzasında  
2

2

dt

xd
tAx   operatorunun məxsusi ədədlərini və 

məxsusi vektorlarını tapın. Burada  

a)                 00,0;,0;   xxCtxCtxtxAD  

b)             ,0;,0;  CtxCtxtxAD   

             xxxx  0,0  

11. 02 A  şərtini ödəyən xətti kəsilməz operatorun sıfırdan fərqli 

məxsusi ədədi ola bilərmi: 

12.  2,0C  fəzasında    txetAx it  operatoru təyin edək. İsbat edin 

ki,    1;   CA . 

13. Tutaq ki,  Nnen   H fəzasında ortonormal bazisidir. HHA : , 

01 Ae , kk eAe 1   Nk  operatoru təyin edək. İsbat edin ki,  

a) A  xətti məhdud operatordur.  
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b)     1;   CA , belə ki, dairənin bütün daxili nöqtələri A  

operatorunun məxsusi nöqtələridir.  

14. 22: llA  ,  

 ,...,...,, 2211 nnxxxAx  ,  ,...,...,1 nxxx   

operatoru təyin edək, belə ki, Cn    Nn  və n
n

sup .  A -nı tapın.  

 15.  1,0C  fəzasında  
dt

dx
tAx   operatoru təyin edək. İsbat edin ki,  

a)             00,1,0;1,0  xCtxCtxAD  isə, onda  A  boş çoxluqdur. 

a)           1,0;1,0 CtxCtxAD   isə, onda  A  çoxluğu bütün kompleks 

müstəvini dolduran məxsusi ədədlərdən ibarətdir.  

v)               10,1,0;1,0 xxCtxCtxAD   isə, onda  A  çoxluğu 

inn  2   ,...2,1,0 n  məxsusi ədədlərindən ibarətdir.  

 16. Tutaq ki,  XLA ,  A . İsbat edin ki, istənilən n  üçün 

 An   . 

 17. Tutaq ki,  XLA  və A -nın kəsilməz tərsi vardır. İsbat edin ki, 

əgər  1 A  isə, onda  A 1  və tərsinə  A  isə, onda 

 11   A . 

 18. Tutaq ki, H – Hilbert fəzasıdır və  HLA . İsbat edin ki, AA* və 
*AA  eyni sıfırdan fərqli məxsusi ədədlərə malikdirlər.  

 19. Tutaq ki, H – Hilbert fəzası və  HLA . İsbat edin ki, 

   AA  *  (xətti kompleks qoşmanı göstərir). 

 20.   22: llA  ,  









 ,...,...,

3
,

2
,,0 32

1
n

xxx
xAx n ,  ,...,...,, 21 nxxxx   

operatorunun tamam kəsilməz olduğunu göstərin və spektrini tapın. 

 21.  

   1,11,1: 22  LLA ,    dtttxssAx 




1

1

2  

operatorunun tamam kəsilməz olduğunu göstərin və spektrini tapın.  

 22.  

   1,01,0: 22 LLA  ,      dttxststsAx  

1

0

1  

operatorunun tamam kəsilməz olduğunu göstərin və spektrini tapın.  

 23.  
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   1,01,0: 22 LLA  ,      dssxstKtAx 
1

0

, , 

 
 

 








10,1

10,1
,

tsts

stst
stK  

operatorunun tamam kəsilməz öz-özünə qoşma operator olduğunu göstərin, 

məxsusi ədədlərini və məxsusi funksiyalarını tapın.  

 24.  ,0C  fəzasında      


0

, dssxstKtKx , belə ki,  

  





1

2

sinsin
,

k k

kskt
stK  

operatorunun məxsusi ədədlərini və məxsusi funksiyalarını tapın.  
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XXII FƏSİL 

SIXILMIŞ İNİKAS PRİNSİPİ VƏ ONUN TƏTBİQLƏRİ 

 

22.1. Sıxılmış inikas prinsipi 

 

 Bir çox cəbri tənliklərin, diferensial və inteqral tənliklərin həllinin 

varlığı və yeganəliyi məsələlərini öyrənərkən ardıcıl yaxınlaşma üsulundan 

istifadə olunması yaxşı məlumdur. Bu üsulun əsas əhəmiyyəti ondan ibarətdir 

ki, bu üsul verilmiş tənliyin həllinin varlığı məsələsini öyrənməklə bərabər, 

həmin həllin təqribi olaraq tapılmasına da imkan verir. Müxtəlif tip tənliklər 

üçün tətbiq edilən ardıcıl yaxınlaşma üsulu funksional analizdə sıxılmış inikas 

prinsipi adlanan vahid bir sxemə gətirilir və istifadə edilir. Funksional analizin 

bu mühüm prinsipi də görkəmli Polşa alimi Stefan Banax tərəfindən alınmışdır.  

 Fərz edək ki, R  hər hansı metrik fəzadır. A  isə bu fəzanı özünə inikas 

etdirən operatordur.  

 Tərif 1. Əgər elə 1  ədədi varsa ki, istənilən Ryx ,  üçün  

   yxAyAx ,,                                              (1) 

şərti ödənilsin, bu halda A  operatoruna sıxılmış inikas, yaxud sıxan operator 

deyilir.  

 Bilavasitə tərifdən alınır ki, sıxan operator kəsilməzdir. Doğrudan da 

0xxn  ,   0, 0 xxn  olduqda (1) şərtindən   0, 0 AxAxn  alırıq, yəni 

0AxAxn  . 

 Tərif 2. xAx   şərtini ödəyən x  nöqtəsinə A  operatorunun tərpənməz 

nöqtəsi deyilir. Başqa sözlə, tərpənməz nöqtə. xAx   tənlyinin həllidir.  

 Teorem (Sıxılmış inikas prinsipi). Tam metrik R  fəzasında təyin 

edilmiş istənilən sıxan inikasın yeganə tərpənməz nöqtəsi vardır.  

 İsbatı. Tutaq ki, Rx 0  ixtiyari nöqtədir. 01 Axx  , 0
2

12 xAAxx  , 

0
3

23 xAAxx  ,... 01 xAAxx n
nn   ,... qəbul edək. Bu qayda ilə  nx  

ardıcıllığı alırıq.  

 Göstərək ki,  nx  ardıcıllığı fundamentaldır. nm   üçün yaza bilərik: 

      nm
nmn

mn xxxAxAxx ,,, 000   

        nmnm
n xxxxxx ,...,, 12110   

       
10

1
1010 ,...,, xxxxxx nmn   

    





 

1

1
,......1, 10

12
10 xxxx nnmn . 

1  olduğu üçün n -in kifayət qədər böyük qiymətlərində   0, mn xx  

alırıq, yəni  nx  fundamentaldır. R tam fəza olduğu üçün  nx  ardıcıllığının 

limiti vardır.  
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 n
n

xx


 lim  olsun. A  operatorunun kəsilməzliyinə görə alarıq: 

xxAxxAAx n
n

n
n

n
n

 


1limlimlim  

yəni xAx  . Deməli, x  A -nın tərpənməz nöqtəsidir.  

 Göstərək ki, tərpənməz nöqtə yeganədir.  

 Əgər A  operatorunun iki müxtəlif x  və y tərpənməz nöqtəsinin 

varlığını fərz etsək, xAx  , yAy   olar. Onda (1) şərtinə görə  

     yxAyAxyx ,,,    

alarıq. Buradan 1  olduğundan   0, yx , yx   olar. Teorem isbat 

olundu.  

 

 

22.2. Sıxılmış inikas prinsipinin cəbri tənliklərin 

həllinə tətbiqi 

 Tutaq ki,  xf   ba,  parçasında təyin edilmiş funksiya bu parçada 

Lipşits şərtini ödəyir,  ba,  parçasını özünə inikas etdirir: və 

    1212 xxKxfxf   

şərtini ödəyir. Burada 1K . Ona görə də  xf  sıxılmış inikasdır və isbat 

edilmiş teoremə görə  010, xfxx  ,  ,...12 xfx   ardıcıllığı  xfx   

tənliyinin yeganə kökünə yığılır. Xüsusi halda,  xf  funksiyasının  ba,  

parçasında  xf   törəməsi varsa və   1 Kxf  şərti ödənərsə, bu halda 

inikasın sıxan olmasını alarıq.  

 Tutaq ki,   0xF  şəklində tənliyin həllinin varlığı məsələsini 

öyrənmək tələb edilir. Fərz edək ki,   0aF ,   0bF ,   210 KxFK   

şərtləri ödənir. Köməkçi    xFxxf   funksiyası daxil edək. Bu halda 

  xxf   və   0xF  tənlikləri eynigüclü tənliklər olar.    xFxf  1  

olduğundan   12 11 KxfK   .   parametrini seçməklə tənliyi ardıcıl 

yaxınlaşma üsulu ilə həll etmək olar.   

 

22.3. Sıxılmış inikas prinsipinin xətti tənliklər 

sisteminin həllinə tətbiqi 

 

 n  ölçülü fəzanı özünə inikas etdirən və aşağıdakı qayda ilə təyin 

edilmiş A  operatoru təyin edək: 





n

j

ijiji bxay
1

   ni ,..,2,1                                     (1) 
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Əgər A  operatoru sıxan operator olarsa, onda xAx   tənliklər sisteminin 

yeganə həlli olar və bu həlli ardıcıl yaxınlaşma üsulu ilə tapa bilərik. Ona görə 

də A  operatorunun sıxan olması şərtlərini tapmaq lazımdır. Bu şərtlər baxılan 

fəzada məsafənin hansı üsulla təyin edilməsindən asılıdır. Aşağıdakı hallara 

baxaq: 

a) Fərz edək ki, məsafə   ii
ni

yxyx 
1

max,  kimi təyin edilir. Onda alarıq: 

     


n

j

jjij
i

ii
i

xxayyyy
1

maxmax,  

 


ii
i

j

ij
i

jj

n

j

ij
i

xxaxxa maxmaxmax
1

 

 xxa
n

j

ij
i















 



,max
1

  

Əgər 

 1
1




n

j

ija , ni ,...,2,1                                        (2) 

olarsa, A  operatoru sıxan operator olar. 

b) Fərz edək ki, məsafə   



n

i

ii yxyx
1

,  kimi təyin olunur. Bu halda alırıq: 

     
 

n

i

n

j

jjij

n

i

ii xxayyyy
1 11

,  

  
 














n

i

n

i

ij
j

n

j

jjij xxaxxa
1 11

,max   

Əgər  

1
1





n

i

ija ,  nj ,...,2,1                                     (3) 

olarsa, A  operatoru sıxan operator olar.  

v) Əgər məsafə    
2/1

1

2
, 










 



n

i

ii yxyx  kimi təyin olunarsa, Koşi-

Bunyakovski bərabərsizliyindən istifadə edərək, alarıq: 

      
  
































n

i

n

i

n

j

ij

n

j

jjij xxaxxayy
1

2

1 1

2

1

22 ,,   

Əgər  
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1
1 1

2 
 

n

i

n

j

ija                                                 (4) 

olarsa, onda A  sıxan operator olar.  

 Beləliklə, alırırq ki, (2)-(4) şərtlərindən hər hansı biri ödənərsə, onda  





n

j

ijiji bxax
1

 

tənliklər sisteminin yeganə həlli vardır və bu həlli ardıcıl yaxınlaşma üsulu ilə 

tapmaq olar. 

 Belə ki, həllə ardıcıl yaxınlaşmalar aşağıdakı kimi qurulur: 

        
        

        
.....................................

,...,,

..................................

,...,,

,...,,

21

11
2

1
1

1

00
2

0
1

0

k
n

kkk

n

n

xxxx

xxxx

xxxx







 

burada  

   



 
n

j

i
k
jij

k
i bxax

1

1  

        00
2

0
1

0 ,...,, nxxxx   olaraq nR  fəzasının istənilən nöqtəsi götürülə bilər. 

 (2)-(4) şərtlərindən heç biri ardıcıl yaxınlaşma üsulunun tətbiq edilməsi 

üçün zəruri deyildir. 

 Qeyd edək ki, əgər A  operatoruna uyğun ija  matrisinin elementləri 

n
aij

1
  şərtini ödəyərsə, bu halda (2)-(4) şərtləri ödənir və ardıcıl yaxınlaşma 

üsulu tətbiq edilə bilər. Əgər 
n

aij

1
  olarsa, bu halda (2)-(4) şərtlərindən heç 

biri ödənmir.  

 

22.4. Birinci tərtib diferensial tənliklər üçün Koşi 

məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi 

 

 Birinci tərtib adi diferensial tənlik üçün Koşi məsələsinə baxaq: 

 yxf
dx

dy
,                                                  (1) 

  00 yxy                                                      (2) 
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Fərz edək ki,  yxf ,  funksiyası müstəvi üzərində  00, yx  nöqtəsini öz 

daxilində saxlayan G  oblastında kəsilməz funksiyadır və bu oblastda y  

dəyişəninə nəzərən Lipşits şərtini ödəyir: 

    2121 ,, yyMyxfyxf   

 Sıxılmış inikas prinsipini tətbiq etməklə isbat edəcəyik ki, hər hansı 

dxx  0  parçasında (1) tənliyinin (2) başlanğıc şərtini ödəyən yeganə 

 xy   həlli vardır.  

 Məlumdur ki, (1)-(2) məsələsi aşağıdakı inteqral tənliyə ekvivalentdir 

    

x

x

dtttfyx

0

,0                                          (3) 

 yxf ,  funksiyasının müəyyən GG   oblastında kəsilməzliyinə əsasən 

  Kyxf , ,   Gyx 00, . d  ədədini elə seçək ki, aşağıdakı şərtlər ödənilsin: 

1)   Cyx , , əgər dxx  0 , Kdyy  0  

2) 1Md  
*C  ilə dxx  0  parçasında təyin edilmiş,   Kdyx  0  şərtini ödəyən 

 x  kəsilməz funksiyalar fəzasını işarə edək, belə ki, məsafə  

     xx
x

2121 max,    

kimi təyin edilir. *C  tam fəzadır və  dxdx  00 ,  parçasında kəsilməz 

funksiyalardan ibarət fəzanın qapalı altfəzasıdır. 

 Bu fəzada  A  operatoru təyin edək, belə ki,  

    

x

x

dtttfyx

0

,0  , 

burada dxx  0 . 

 Bu operator *C  tam fəzasını özünə inikas etdirir və sıxılmış inikasdır. 

Doğrudan da, istənilən *C , dxx  0  üçün yaza bilərik: 

     Kddtttfyx

x

x

 
0

,0   

Buradan   ** CGA  . Buradan əlavə,  

          

x

x

dtttfttfxx

0

2121 ,,   

   xxMd
x

21max    
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1Md  olduğu üçün, A  operatoru sıxan operatordur. Buradan alırıq ki, 

 A  tənliyinin *C  fəzasında yeganə həlli vardır.  

 

     22.5. Sıxılmış inikas prinsipinin inteqral  

tənliklərə tətbiqləri 

 

 a) Fredholm tənlikləri. İndi isə sıxılmış inikas prinsipinin ikinci növ 

qeyri-bircins Fredholm tipli inteqral tənliklərin həllinin varlığı və yeganəliyi 

məsələsinə tətbiqini göstərək. 

        

b

a

xdyyfyxKxf  ,                                   (1) 

inteqral tənliyi ikinci növ qeyri-bircins Fredholm tənliyi adlanır.  yxK ,  

inteqral tənliyin nüvəsi,  x  sərbəst həddi,  – kompleks parametr,  xf  isə 

axtarılan funksiyadır.  

 Göstərəcəyik ki, sıxılmış inikas prinsipini yalnız   parametrinin 

müəyyən kiçik qiymətlərində tətbiq etmək olar.  

 Fərz edək ki,  yxK ,  və  x  funksiyaları bxa  , bya   

parçasında kəsilməz funksiyalardır. Onda   MyxK , .  baC ,  tam fəzasında 

təsir edən Afg   operatoru təyin edək, belə ki,  

        

b

a

xdyyfyxKxg  , . 

Onda yaza bilərik: 

 
 

    


xgxggg
bax

21
,

21 max,  

 
 

   xfxfabM
bax

21
,

max 


  

Əgər   1 abM , yəni 
 abM 


1

  şərti ödənərsə, onda A  operatoru 

sıxan operator olar.  

 Bu halda sıxılmış inikas prinsipindən alırıq ki,   parametrinin 

 abM 


1
  şərtini ödəyən qiymətlərində Fredholm tənliyinin yeganə 

kəsilməz həlli vardır. Bu həllə        ,...,...,,, 210 xfxfxfxf n  ardıcıl 

yaxınlaşmaları aşağıdakı şəkildədir: 

         

b

a

nn xdyyfyxKxf  1,  
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Burada başlanğıc  xf0  funksiyası olaraq istənilən kəsilməz funksiya götürülə 

bilər. 

b) Volterra tənlikləri. İndi isə ikinci növ qeyri-bircins Volterra tipli 

inteqral tənliklərə baxaq: 

        

x

a

xdyyfyxKxf  ,                                    (2) 

 Göründüyü kimi burada Fredholm tənliyindən fərqli olaraq inteqralın 

yuxarı sərhəddi x  dəyişənidir.  

 Əgər (2) tənliynin  yxK ,  nüvəsini xy   qiymətləri üçün   0, yxK  

kimi təyin etsək, bu halda (2) tənliyini Fredholm tənliyinə gətirə bilərik. 

Yuxarıda gördük ki, bu halda Fredholm tənliklərinin yalnız   parametrinin 

kiçik qiymətlərində həllinin varlığını hökm edə bilərik.  

 Amma sıxılmış inikas prinsipinin aşağıda göstərilən ümumiləşməsindən 

istifadə etməklə, göstərmək olar ki, Volterra tənliyinin   parametrinin 

istənilən qiymətində həlli vardır.  

 Teorem. Fərz edək ki, A  kəsilməz operatoru tam R  metrik fəzasını 

özünə inikas etdirir və onun hər hansı nAB   dərəcəsi sıxan operatordur. Onda 

A  operatorunun yeganə tərpənməz nöqtəsi vardır, yəni xAx   tənliyinin 

yeganə həlli vardır.  

 İsbatı. Tutaq ki, Bx   operatorunun tərpənməz nöqtəsidir, yəni 

xBx  . Onda alarıq: 

  xxBAxBxABxABBxAAx kkk  0
2 ... , 

( k  üçün), çünki B  sıxan operator olduğu üçün istənilən Rx 0  nöqtəsi 

üçün ,...,...,, 00
2

0 xBxBBx k  ardıcıllığı x  tərpənməz nöqtəsinə yığılır. Nəticədə 

xAx   alırıq.  

 Bu tərpənməz nöqtə yeganədir, çünki A  operatorunun hər bir 

tərpənməz nöqtəsi eyni zamanda nA  operatorunu da tərpənməz nöqtəsidir. 

Teoremə görə isə nAB   operatorunun yalnız bir tərpənməz nöqtəsi ola bilər.  

 İndi göstərək ki,  

      

x

xdyyfyxKAf

0

,   

operatorunun hər hansı dərəcəsi sıxan operatordur.  

 Tutaq ki,  xf1  və  xf2  funksiyaları  ba,  parçasında kəsilməz 

funksiyalardır. Onda  

            
x

dyyfyfyxKxAfxAf

0

2121 ,  

     xfxfaxM 21max    
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burada  

 
 yxKM

bayx
,max

,, 
  

Eyni qayda ilə alarıq: 

   
 

   xfxf
ax

MxfAxfA 21

2
22

2
2

1
2 max

2



   

Ümumiyyətlə, istənilən n  natural ədədi üçün yaza bilərik: 

   
   

m
n

ab
Mm

n

ax
MxfAxfA

n
nn

n
nnnn

!!
21





  , 

burada  

 
   xfxfm

bax
21

,
max 


 

  ədədinin istənilən qiymətində n  ədədinin elə böyük seçə bilərik ki,  

 
1

!




n

ab
M

n
nn

  

olar. Bu halda nA  operatoru sıxan operator olar. Ona görə də Volterra 

operatorunun yeganə tərpənməz nöqtəsi olar. Buradan isə Volterra tənliyinin 

 -nı istənilən qiymətində yeganə həllinin olduğunu alırıq. 

 

22.6. Sıxılmış inikas prinsipinin tətbiqlərinə aid 

məsələ həlli nümunələri və tapşırıqlar 

 

1. 








3

1
,0  parçasında verilmiş   2xxf   funksiyası ilə təyin olunan 

inikas sıxan inikasdırmı? 

Həlli. Əvvəlcə qeyd edək ki, bu funksiya 








3

1
,0  parçasını öz daxilinə 

inikas etdirir. Göstərək ki, bu funksiya sıxan inikasdır. Tutaq ki, 1x  və 2x  

verilmiş parçanın istənilən nöqtələridir.  

      2121
2
2

2
121 , xxxxxxxfxf  

     212121 ,
3

2
, xxxxxx    

1
3

2
  olduğundan inikas sıxandır. 

 2. Göstərin ki,   244 xxxf   funksiyası  1,0  parçasını özünə inikas 

etdirir. Bu funksiya vasitəsilə təyin olunan inikas sıxandırmı? 
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 Həlli.    xxxf  14  olduğundan  1,0x  üçün   0xf . Digər 

tərəfdən     0121
2
 xxf  olmasından   1xf  alınır. Deməli,  xf  

 1,0  parçasını özünə keçirir.  

 
2

1
,0 21  xx  nöqtələri götürək.   01 xf ,   12 xf  olduğundan  

      2121 ,
2

1
1, xxxfxf    

Buradan baxılan funksiyanın sıxan inikas olmadığı görünür.  

 3.  ,1  yarımoxunda təyin edilmiş  
x

xxf
1

  funksiyası sıxan 

inikasdırmı? 

 Həlli.  

          2121 , xfxfxfxf  

  


















21

21

21

21

1
1

11

xx
xx

xx
xx  

121 xx  olmasından  

      2121 ,, xxxfxf    

alınır. Buradan inikasın sıxan olması çıxmır. Çünki 21xx  hasili kifayət qədər 

böyük olduqda 
21

1
1

xx
  ifadəsi vahidə kifayət qədər yaxın ədəd olur və 1  

seçmək olmur 









21

1
1

xx
 .  

 4.    ,,: uyxf   belə ki,  









05,02,0

8,07,0

x

yxu


 

inikası müstəvini özünə çevirir. Müstəviyə  

a) 2
2R  b) 2

1R  fəzası kimi baxdıqda bu inikasın sıxan olub olmadığını yoxlayın.  

 Həlli. a)  0,01 M ,  10,102 M  nöqtələri götürək.  

   0,011  MfN ,   









2

3
,1522 MfN  

  200, 2 MM ,  
4

9
225, 21 NN  

 Göründüyü kimi  

      2121 ,, MMMfMf    

Yəni 2
2R fəzasında bu inikas sıxan deyildir.  
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b)    222111 ,,, yxMyxM  götürək.    222111 ,,,  uNuN  onların 2
1R  fəzasında 

obrazları olsun.  

        21212121 ,,  uuNNMfMf  

     2211 8,07,08,07,0 yxyx  

     3211 05,02,005,02,0 yxyx  

     2121 8,07,0 yyxx  

     2121 05,02,0 yyxx  

 2121 85,09,0 yyxx  

   212121 ,9,09,0 xxyyxx   

19,0   olduğu üçün inikas sıxan inikasdır.  

 5. Göstərin ki, 3 2 xx  tənliyini ardıcıl yaxınlaşma üsulu ilə həll 

etmək olar və onun kökünü 0,01 dəqiqliklə hesablayın.  

 Həlli.   3 2 xxf  götürək.  

 
  3

1

23

1

3 2





x
xf  

olduğu üçün funksiya  2,0  parçasını özünə inikas etdirir.  

  xxf 1 ,   3
2 2 xxf . Göründüyü kimi 

tənliyin kökü  2,0  parçası daxilində  

yerləşir.  

10 x , 442,133
1 x , 510,1442,13

2 x , 

520,1510,13
3 x , 521,14 x . Buradan 

52,1x -nin 0,01 dəqiqliklə tənliyin həlli 

olmasını alırıq.  

 6. İsbat edin ki, müsbət a  ədədinin kvadrat kökünün tapılması üçün 

başlanğıc yaxınlaşmanın istənilən ax 0  qiymətində  















1

1
2

1

n

nn
x

a
xx  

düsturundan istifadə etmək olar.  

 Həlli.  

  









x

a
xxf

2

1
 

funksiyasını götürək. Bu funksiya  ,a  tam metrik fəzasını özünə çevirir.  

x  

y  

3
2 3 xf  

xf 1  

2  

2  
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        
21

212121 1
2

1
,

xx

a
xxxfxfxfxf   

ax 1 , ax 2  olduqda 110
21


xx

a
. Ona görə də  

      2121 ,
2

1
, xxxfxf    

1
2

1
  olduğu üçün bu funksiya ilə aparılan inikas sıxan inikasdır. Ona görə 

də Banax teoreminə görə 









x

a
xx

2

1
 tənliyinin yeganə həlli vardır. ax   

tənliyinin həllidir.  

 7. İsbat edin ki, aşağıdakı şəkildə  nx  zənciri kəsrlər ardıcıllığı 

yığılandır və onun limitini tapın.  

,....
2

1
2

1
2,

2

1
2,2



  

 Həlli. Verilmiş ardıcıllığı rekkurent  

21 x , 
1

1
2




n

n
x

x   2n  

düsturu şəklində yazmaq olar. Onda  

2

1
2

1
2







n

n

x

x     3n  

münasibətindən alarıq: 

2

5
1 x , 

2

5
,....,

2

5
2  nxx    1n  

Eyni zamanda 2nx   1n . 

 








2

5
,2  parçasını özünə inikas etdirən  

x
xf

1
2   funksiyasını 

götürək: 

         
yx

yfxfyfxf
11

,  

 yxyx ,
4

1

4

1
  
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1
4

1
  olduğu üçün bu funksiya sıxan inikasdır və onun yeganə tərpənməz 

*x  nöqtəsi vardır və bu nöqtə 
x

x
1

2   tənliynin həllidir. Buradan 

21* x  alırıq.  

 8. İsbat edin ki, aşağıdakı rekkurent düsturlarla verilmiş ardıcıllıqlar 

yığılandır və onların limitlərini tapın.  

a)  1
2

0

1

1 





 x
x

x
x

n

n
n ;    b)  5

3
0

1

1 





 x
x

x
x

n

n
n ; 

v)  5
2

5
0

1

2
1 






 x
x

x
x

n

n
n . 

 9. Bütün ədəd oxunu özünə inikas etdirən   arctgxxxf 
2


 inikası 

sıxan inikasdırmı? Onun tərpənməz nöqtəsi varmı? 

 10.    ,,: uyxf   belə ki,  









156,03,0

74,02,0

yx

yxu


 

inikasına müstəvinin özünə inikası kimi baxıldıqda aşağıdakı metrik fəzalarda 

onun sıxılmış inikas olub-olmadığını göstərin.  

a) 2
2R ;  b) 2

1R ;  v) 2
R . 

 11.  ,3  intervalını özünə inikas etdirən  
x

xf
1

3  sıxılmış 

inikasdırmı? 

 12. Ədəd oxunu özünə inikas etdirən   xxf sin  sıxılmış inikasdırmı? 
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XXIII FƏSİL 

OPERATORLAR QRUPU VƏ YARIMQRUPLARI 

23.1. Operatorlar yarımqrupu, onların bəzi xassələri. Hille-İosida teoremi 

 Məlum olduğu kimi 0t  həqiqi dəyişənindən asılı olan və 

       uftfutff  ,00  funksional tənliyini ödəyən həqiqi və ya 

kompleks qiymətli nisbətən ən ümumi kəsilməz funksiya    tatf exp  

şəklində üstlü funksiyadır. İndi tutaq ki, X hər hansı banax fəzasıdır və   tT , 

 t0  bu fəzada təyin olunmuş xətti məhdud operatorlar ailəsidir.           

Tərif. Əgər   tT  operatorlar ailəsi 

1. İstənilən   ,0, st  üçün      ,sTtTstT   

2.   ,0 IT   ( XI  fəzasında vahid operatordur), 

3. İstənilən Xx  üçün  xtT  t dəyişəninə görə  ,0  intervalında  

kəsilməzdir. 

şərtlərini ödəyirsə, ona güclü kəsilməz operatorlar yarımqrupu deyilir. 

 Aşağıdakı qayda ilə təyin olunan A operatoruna  tT  yarımqrupunun 

doğuran operatoru deyilir. 

 
.lim

0 






xxT
Ax                                               (1) 

A operatorunun təyin oblastı  AD  elə Xx elementlərindən ibarətdir ki, 

həmin elementlər üçün (1) bərabərliyinin sağ tərəfindəki limit olsun. 

Göstərmək olar ki, A xətti operatordur və  AD X fəzasında hər yerdə sıx 

çoxluqdur, yəni   .XAD   

Qeyd olunmuş 0t və istənilən Xx üçün aşağıdakı inteqrala baxaq: 

 
t

xdTy
0

,  (inteqral Riman mənada başa düşülür). 

Bu qayda ilə təyin edilmiş y elementləri üçün (1) limitinin olduğunu göstərək. 

            
 ttt t

xdTxdTxdTxdTyyT
000 0

  

       



0000

 xdTxdtTxdTxdT
t

 

olduğundan 

       .
0

 xdTtTyyT 


                               (2) 

 Digər tərəfdən istənilən Xx üçün alarıq: 
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       xxTdxxTdxxT 



 







 
 0

0
0

0
sup

1
sup

1
 

 tT  yarımqrupunun sıfır nöqtəsində kəsilməzliyini nəzərə alaraq bu 

bərabərsizliyin hər tərəfində 0  şərtində limitə keçsək  

   .0
1

lim
0

0








 dxxT  

olduğunu alarıq.  

(2) bərabərliyinin hər iki tərəfini  -ya bölüb 0 şərtində limitə keçsək 

alarıq: 

 
  xxtT

yyT






 0

lim  

 Beləliklə, y şəklində elementlər üçün 
 

t

xxtT 
 nisbətinin limiti vardır, 

yəni   ADy . Beləliklə,  
t

xdT
t 0

1
 şəklində elementlər də  AD  

çoxluğuna daxildir. Digər tərəfdən 

  xxdT
t

t

t




0
0

1
lim   

olduğundan istənilən Xx elementini bu qayda ilə təyin olunan elementlərin 

limiti kimi göstərmək olar. Bu isə  AD  çoxluğunun X -da sıx olması 

deməkdir. (1) bərabərliyindən görünür ki, istənilən 0t  üçün 

   
    .lim

0

AxtTxtTA
xtTxtT








 

Başqa sözlə, 

     .AxtTxtT
dt

d
  

Buradan alırıq ki, 

     .xtTAxtT
dt

d n

n

n

  

Bu bərabərlik yarımqrupun  AD  çoxluğunda istənilən tərtibdən 

diferensiallanan olduğunu göstərir. Təbii olaraq hansı A operatorlarının nə 

zaman kəsilməz yarımqrup əmələ gətirməsi sualı ortaya çıxır. 
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Teorem 1. Tutaq ki, A  X  Banax fəzasında təsir edən xətti məhdud 

operatordur. Onda  

 
 

  




,0,
!0

t
n

tA
etT

n

n

tA  

operatorlar ailəsi güclü kəsilməz yarımqrup təşkil edir və 0t  şərtində 

  ,0 ItT                                                  (3) 

və A,  tT yarımqrupunun doğuran operatorudur. Əksinə, əgər  tT  güclü 

kəsilməz yarımqrupdursa və (3) şərti ödənirsə, onda onun doğuran operatoru A 

X fəzasında xətti məhdud opeartordur və   tAetT  . 

İsbatı. Müsbət  N  və  M  ədədləri üçün 

 










MN

Nn

nn
MN

Nn

n

n

At

n

tA

!!
 

olduğundan 
 




0 !n

n

n

tA
sırası müntəzəm operator topologiyasına görə   tAetT   

operatoruna yığılır. Qüvvət sıraları üçün doğru olan 

 
































000 !!! p

p

m

n

n

n

p

yx

m

y

n

x
 

bərabərliyindən yarımqrupun 1-ci xassəsinin doğru olduğunu alırıq. 

 Aydındır ki,   .0 IT   

  1
!! 11

 








At

n

nn

n

nn

e
n

At

n

At
ItT  

bərabərsizliyində 0t  şərtində limitə keçsək 

  0 ItT  

alarıq. 

Analoji üsulla 0t  şərtində 

  0
!

22

2

1

 





At

n

nn

eAt
n

At
AtT  

olduğunu alırıq. Bu isə A-nın  tT  yarımqrupunun törədici operatoru olduğunu 

göstərir. 

 Əksini göstərmək üçün 0,  tXx  üçün 
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   
t

xdssT
t

xtB
0

1
 

işarə edək. 

(3) bərabərliiyindən çıxır ki, 0t  şərtində 

       0
11

00
 

 t
xdsIsT

t
xdsIsT

t
xxtB , 

Xüsusi halda,    tItB 0,
2

1
 olduqda 

    ItBItB   

bərabərliyindən 

      




 
0

1 1
n

nn
ItBtB  

olduğunu və  tB 1 -nin məhdudluğunu alırıq. 

Tutaq ki, A  tT  yarımqrupunun törədici operatorudur.  ADY   işarə edək. 

(Bu çoxluqda ,xAxx
Y

   ADx  norması təyin edilmişdir.  tB  

operatorları X -dən Y -ə kəsilməz təsir edən operatorlardır. A məhdud operator 

olduğundan  tBA   də (  t0 ) X -dən Y -ə kəsilməz təsir edən operatorlar 

olar. Onda istənilən Xx üçün 

        xtBtABxtBtABAx   11  

alırıq. Bu isə A-nın məhdud operator olduğunu göstərir. 

Teorem 2. (Hille-İosida). A operatorunun sıxan və güclü kəsilməz 

yarımqrupun doğuran operatoru olması üçün zəruri və kafi şərt  A-nın hər yerdə 

sıx çoxluqda təyin olunmuş qapalı operator olması və istənilən 

 A  ,0  üçün   1
1



AI  olmasıdır. 

İsbatı. (zərurilik).  ADx  götürək. Onda  

 
   

 
 

 AxhTx
h

IhT
tTx

h

tThtT
xtT

dt

d

hh












00
limlim  

Ona görə də        ADADtT    və  

        ., ADxAxtTxtATxtT
dt

d




 

Beləliklə, 0t  olduqda   XAD  . 
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 
   

 
  

  .limlim
00

ATxAxtTx
h

IhT
htTx

h

htTtT
xtT

dt

d

hh












 

Deməli  ADx  olduqda    XRCxtT ,1

  və  

          
tttt

AxdssTxdssATxdssATdssT
dt

d
xxtT

0000
                 (4) 

    
t

XxxdssTAxxtT
0

.,                                      (5) 

Göstərək ki, A qapalı məhdud operatordur. 

Tutaq ki,   xnn xADx  ,  və   nyAxn , . 

Onda (4) bərabərliyinə görə 

   

 
  dsAxsT

t
x

t

ItT
n

t

n 


0

1
 

olar. Əgər bu bərabərlikdə n  olmaqla limitə keçsək 

 
 ydssT

t
x

t

ItT t




0

1
 

alarıq. Alınmış bu bərabərlikdə t  şərtində limitə keçsək alarıq: 

 
  






t

tt
yydssT

t
x

t

ItT
Ax

000
.

1
limlim  

Başqa sözlə,  ,ADx  və .Axy  Yəni, A qapalı operatordur. 

 Qeyd edək ki, 0  üçün  tTe t  törədici operatoru IA  olan sıxan 

və 0C  sinfinə daxil olan yarımqrupdur. 

(5) bərabərliyini nəzərə alsaq 

      XxdsxsTeAxxtTe
t st  
 ,

0

   

      .,
0

ADxdsxAsTexxtTe
t st  
   

t şərtində limitə keçsək və A-nın qapalı olduğunu nəzərə alsaq, onda 

   ADdsxsTe s 
 

0

               və 

    ,,
0

XxdssTeAIx s  
   
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    .,
0

ADxxdsAIsTex s  
    

Beləliklə,  A  və 

    0,,
0

1
 

 
  XydsysTeyAI s                         (6) 

Buradan 

    ,
0

1


  y

dsysTeyAI s  
 

 

Xy  və 0  üçün teoremin zəruriliyi isbat edildi. 

Kafilik. Əvvəlcə qeyd edək ki, əgər C və D sıxan və 0C  sinfinə daxil olan 

 tU  və  tV  yarımqrupları əmələ gətirisə, belə ki,  

        ,,,  RtstUsVsVtU  onda 

    .DxCxtxtVxtU                                      (7) 

      IAIAIAIAA  
 12121

 

işarə edək. 

      

 

   0,0,1exp

exp

12

12

















tAIte

AItee

t

ttA

 

bərabərsizliyindən alırıq ki, tA
e yarımqrupu güclü kəsilməz sıxan 

yarımqrupdur. İstənilən  ADx  üçün 

AxxA 




lim  

olduğunu göstərək. 

Əgər  ADg  olarsa, 

    ,gAgAIgAI    

  .,0
1




 AgAI  

Onda   şərtində   .
`1

ggAI 


    XAD  olduğu üçün olar 

  ggIA 




1
lim 


. Buradan 
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  .,
1




 AxAxAIxA  

.lim AxxA 





 

Əgər (7) bərabərsizliyində  ADAC  ,  götürsək, 

 
 ,,0xAxAtee

tAtA
. 

İstənilən  ADx  və qeyd olunmuş  t  üçün 

   ADxxextT
tA




,lim 


 

kimi təyin edək. Göstərmək olar ki,   1tT . Eyni zamanda 

     tsTtTsT    və   IT 0  şərtləri ödənir.  ADx olduqda 

   AxdssTxdsAexxexxtT
tt sAtA

 
 00

limlim 


                     (8) 

olduğundan  xT   istənilən  ADx  R  oblastında kəsilməzdir. Beləliklə, 

 tT  0C sinfinə daxil olan sıxan yarımqrup olur. B ilə bu yarımqrupun doğuran 

operatorunu işarə edək. (8) bərabərliyindən alınır ki,    BDAD   və istənilən 

 ADx  üçün AxBx  , yəni  BA . 

 Teoremin birinci hissəsinə görə  B1 , ona görə də  A1 . 

Buradan alınır ki,     11 
 AIBI . Digər tərəfdən,     11 

 BIAI  və 

hər iki operator X-da məhdud olduğundan A=B  alırıq. 

Teorem 3. Hər bir yarımqrup öz doğuran operatoru vasitəsilə birqiymətli təyin 

olunur. 

İsbatı. Tutaq ki, T və S 0C  sinfinə daxil olan və eyni doğuran A operatora 

malik olan yarımqruplardır. İstənilən  ADx  və 0t  üçün 

     xstSsTsu   

təyin edək. Onda 

 
          0 xstSAsTxstSAsT

ds

sdU
 

Deməli,  su  funksiyası [0,1] parçasında sabitdir. Ona görə də, 

       xtSutuxtT  0  

Bu bərabərlik istənilən  ADx  və 0t  üçün doğru olduğundan  T=S  alırıq. 

 Tutaq ki, X=H  Hilbert fəzasıdır. Əgər istənilən  ADx  üçün 

  0,Re xAx  şərti ödənilərsə, onda A dissipativ operator adlanır. 

Teorem 4. Tutaq ki, A H  Hilbert fəzasında təsir edən xətti operatordur və 

aşağıdakı şərtlər ödənilir: 
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1.   ,XAD   

2.     0,0  A  

3. A  dissipativ operatordur. 

 Onda A operatoru sinfinə güclü kəsilməz yarımqrup əmələ gətirir. 

 

23.2. Eksponensial funksiya və operatorlar qrupu. 

 Fərz edək ki, A operatoru E Banax fəzasında təsir edən məhdud 

operatordur. Onda tərifə görə istənilən   ,x  üçün 

...
!

...
!2

2
2

 n
n

tA A
n

t
A

t
tAIe                                 (1) 

sırasının köməyi ilə eksponensial funksiya təyin edə bilərik. Bu funksiya 

normaya görə t dəyişəninə görə kəsilməz funksiyadır və   AstsAtA eee ,  

bərabərliyini ödəyir. 

 Tutaq ki,  tu  t dəyişəninə nəzərən kəsilməz operatorlar ailəsidir və 

     sutustu   şərtini ödəyir. Bu halda elə məhdud  A  operatoru vardır ki, 

  tAetu  .   Iu 0 ( I  E Banax fəzasında vahid operatordur) olduğundan  tu

-nin spektri 1 ədədinin ətrafında yerləşir və onun üçün  tuln   operatoru təyin 

etmək olar. 
 

t

tu
A

ln
   işarə edək. 

Asanlıqla görmək olar ki,  tu  operatorunu  tAu
dt

du
  diferensial tənliyinin 

həlli kimi də təyin etmək olar. A operatoru yarımqrupun doğuran operatorudur 

və 

  
h

xIhu
Ax

h




0
lim  

kimi təyin edilir. 

    

  ...
!

...
!2

2
2

 xA
n

t
xA

t
tAxxxtu n

n

 

Qeyd edək ki, doğuran operator aşağıdakı teorem vasitəsilə tam təsvir edilir. 

Teorem 1. A operatorunun birparametrli kəsilməz operatorlar qrupunu doğuran 

operator olması üçün zəruri və kafi şərt onun təyin oblastının hər yerdə sıx 

olması və spektrinin  Re  zolağında yerləşməsi və onun  R   

rezolventasının    olduqda     ,
m

MAR


   0M  şərtini 

ödəməsidir. 

 İsbat olunmuşdur ki, bu halda 
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   





i

i
dxAR

i
xtu



 
2

1
                                       (2) 

şəklində təyin edilir və   tMetu  şərti ödənilir. Əgər 0  olarsa,   1tu , 

yəni yarımqrup sıxan yarımqrup olur. Bu halda    0
1

 


R  şərti 

ödənilir. 

 Qeyd edək ki, doğuran operatora görə təyin edilmiş yarımqrupla əlaqəni 

göstərən (2) bərabərliyindən başqa aşağıda göstərilən münasibətlər də 

doğrudur: 

1.   htA

h
extu

0
lim


 ,  burada    Ihu
h

Ah 
1

, 

2.   



tI
extu

0
lim


 ,   burada   ARII   2 , 

3.  
 

    ,
!1

1

!

1

0

1

0

 xdAut
n

xA
k

t
xtu n

ntk
n

k

k



 


  

4.   .lim xA
k

t
Ixtu

k

k













  

 

 

23.3. Sürüşmə tipli operatorlar yarımqrupları 

Yarımox və ya bütün oxda təyin edilmiş müxtəlif sinif funksiyalar fəzasında 

arqumentin sürüşməsi əməli ilə təyin edilmiş yarımqruplara aid bəzi misallara 

baxaq. Məsələn,   ,pL    p1  fəzasında      stfsftu  ,  t  

sürüşmə operatoru təyin edək. Bu operatorlar kəsilməz qrup təşkil edir. 

Doğrudan da, 

     sttfsfttu  2121  

           sttfstftusftutu  212121  

münasibətlərindən       2121 tututtu   alınır. 

 Göstərmək olar ki,  tu  operatorları sıxan operatorlarıdır, yəni  

  1tu . 

 Asanlıqla göstərmək olar ki, sürüşmə operatorunun doğuran operatoru 

diferensiallama operatorudur. Doğrudan da,  
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     
   

  .lim
1

lim
1

lim 1

000
s

hhh
f

h

sfhsf
ffhu

h
fIhu

h






 

Baxdığımız 

         sf
h

sfhsf
h

fIhu
h

fA hh 
111

 

operatoru  sf  funksiyasının birinci tərtib ayrılmış fərqini verir. 

Bu operatorun n-ci dərəcəsi n-ci tərtib ayrılmış fərq adalanan kəmiyyətə 

bərabərdir: 

     sf
h

khxfC
h

fA n

hn

k

n

n

n

kn

n

n

h  


 1
1

1

0

. 

Bu halda aşağıdakı bərabərlik doğrudur: 

 
 

n

n

h

n

n

h h

sf

n

t
tsf


 



 00 !
lim  . 

 

 

23.4. Unitar operatorlar qrupu və yarımqrupları.  

Stoun teoremi 

 Tutaq ki, U  H Hilbert fəzasında təyin edilmiş unitar operatordur. Tərifə 

görə istənilən Hyx ,  üçün          1,,1,,, 1  

iUUxuyxyUxU   

şərtləri ödənilir, ( i - məxsusi ədədlərdir).  U  operatoru üçün 


 dEeU i


1

0

2  

spektral ayrılış düsturu doğrudur. Burada E -vahidin ayrılışıdır. 

İstənilən tam n ədədi üçün 


 dEeU inn


1

0

2  

bərabərliyi də doğrudur. 

Onda tərifə görə istənilən t həqiqi ədədi üçün  


 dEeU itt


1

0

2                                                (1) 

operatorunu təyin edək. Bu bərabərlik vasitəsilə təyin olunmuş  tU  unitar 

operatorlar ailəsi aşağıdakı xassələrə malikdir: 
stst UUUIU  ,,0  

və ts  şərtində 
ts UU  . 

 İndi isə tərs məsələyə baxaq. Fərz edək ki, Hilbert fəzasında 

    tTt  xətti məhdud operatorlar ailəsi verilmişdir, belə ki, aşağıdakı 

şərtlər ödənir: 
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;,0 stst TTTIT   

Bu şərtləri ödəyən operatorlar ailəsi bir parametrli operatorlar qrupu adlanır. 

Fərz olunur ki, tT  t parametrindən kəsilməz asılıdır, yəni st   şərtində tT  hər 

hansı mənada sT -ə yaxınlaşır (müntəzəm, güclü və ya zəif mənada). Aşağıdakı 

sual ortaya çıxır. 

Hər hansı sonlu və ya sonsuz intervalda tU unitar operatorlar qrupunu (1) 

inteqralı şəklində göstərmək olarmı? 

Stoun isbat etmişdir ki, operatorlar qrupunun zəif kəsilməzliyi şərti daxilində 

bu formada göstəriliş mümkündür. 

 Əvvəlcə xüsusi hala baxaq. Fərz edək ki, tU  periodik funksiyadır 

(Sadəlik üçün periodun 1 olduğunu fərz edək). Onda IUU  01 , 

tttt UIUUUU  11  olar. 

Bu halda tU  üçün Furye sırasına oxşar şəkildə  

n
n

t PeU 




 int2                                                   (2) 

ayrılışı doğrudur. Burada nP  qarşılıqlı ortoqonal proyeksiya operatorları 

ailəsidir və IP
k

k 


1

 şərtini ödəyirlər. nP  proyeksiya operatorları 

dtUeP t

a

an 
 
1 int2                                               (3) 

kimi tapılır. Bu bərabərliyi zəif mənada başa düşsək, istənilən Hgf ,  üçün 

   dtgfUegfP t

a

an ,,
1 int2


                                       (4) 

olar. 

(4) bərabərliyinin sağ tərəfi məhdud bixətti formadır. Ona görə də (4) 

bərabərliyini ödəyən nP  operatorunun varlığı Hilbert fəzasında xətti məhdud 

funksionalın ümumi şəkli haqqında teoremdən alınır. nP  operatorları simmetrik 

operatorlardır və ona görə tt UU 

   şərti ödənilir. 

n

in

tn PdUedUedtUeP   

 



  



 0

1

int21

0

21

0

int2 . 

n

inss

s

inins

tsns PeUeedtUePU 


 21 221

0

int2  
 



                    (5) 

Buradan alırıq: 








 



.,0

,,1

0

int2int21

0

int2

nm

nmP
dtPeedtPUePP

n

nntnm


 

Beləliklə, kP  operatorlarının ortoqonal olduğunu alırıq. 
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İndi isə 





n

n IPP olduğunu və (2) ayrılışının doğru olduğunu 

göstərək. 

P  və PIQ   operatoru proyeksiya operatorlarıdır və Q  bütün nP  

operatorlarına ortoqonaldır. 

Doğrudan da istənilən f  və g  elementləri üçün 

     .,...2,1,0,0,,
1

0

int2 
 ngQfPdtgQfUe nt

  

Onda alırıq ki,  gQfUt ,  ədədi funksiyasının bütün Furye əmsalları sıfra 

bərabərdir. Onda həmin funksiya eyniliklə sıfra bərabər olamlıdır. Buradan 

IQIPQUUQQU ttt   ,0,0  

olduğunu alırıq. Onda 







n

nPI  

alarıq. Bu bərabərliyin hər tərəfinə tU  operatoru ilə təsvir etsək və (5) 

bərabərliklərini nəzərə alsaq 







n

nt PeU int2  

bərabərliyini alarıq. 

əgər  E -spektral ailəsini 









2
n

nPE  kimi təyin estək, onda (2) bərabərliyini 

inteqral forma 





 

 dEeU ti

t                                               (6) 

şəklində göstərə bilərik. 

Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq: 

Stoun teoremi. İstənilən tU  birparametrli operatorlar qrupu ixtiyari gf ,

elementləri üçün  gfUt ,  funksiyasının t  parametrinə görə kəsilməz olduğu 

halda 





 

 dEeU ti

t  

inteqral şəklində göstərilə bilər. Burada E tU operatorlarına uyğun spektral 

ailədir. 

 

 

23.5. Öz-özünə qoşma operatorlar qrupu və yarımqrupları 

    tTt  bir parametrli operatorlar qrupuna baxaq. Belə ki, bu 

operatorlar unitar olmayan operatorlar ailəsidir. Eyni zamanda yalnız 0t  

üçün verilmiş və  
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,0 IT    0,0   tsTTT tsts  

şərtlərini ödəyən yarımqruplara baxaq. 

 Qeyd edək ki, əgər yarımqrupa daxil olan bütün operatorlar tərs 

operatora malik olarsa, bu halda 1

  tt TT  qəbul etməklə birparametrli 

operatorlar qrupu alarıq. Alınmış qrupa baxılan yarımqrupun genişlənməsi 

(davamı) kimi baxa bilərik. Əvvəlcə  tA  məhdud simmetrik operatorlar 

yarımqrupuna baxaq. 02

2

 tt AA  olduğundan bütün tA operatorları müsbət 

operatorlardır. 

Göstərək ki,    
2

2

log,log fAffAth ttj   

funksiyası qabarıqdır, yəni 

    .
2

1

2
thsh

ts
h jjj 







 
 

Doğrudan da, 












































2

2

2

2

2

222

log
2

1
,log

2

1
,log fAfAfAfAffA tststs Əgər  t  qabarıq 

funksiyası təyinolunma oblastı daxilində yuxarıdan məhduddursa və ya 

ölçüləndirsə, onda o kəsilməz funksiyadır. 

 Beləliklə, alarıq ki, əgər aşağıdakı şərtlər ödənərsə, onda  ffAt ,  

funksiyası 0t  qiymətlərində kəsilməz funksiyadır; 

1) 10  t  olduqda  CAt  . 

yaxud 

2)  ffAt ,  funksiyası t parametrinə görə (0ç1) intervalında ölçüləndir. 

 Tutaq ki, 0m  və 1AM  operatorunun aşağı və yuxarı sərhədləridir 

və 

 0
01   

tdEA
M

m

t

  

bərabərliyi ilə öz-özünə qoşma operatorlar yarımqrupunu təyin edək. tB  t 

parametrindən asılı kəsilməz funksiyadır (müntəzəm yığılma mənada). 

tt BA   bərabərliyi 1t  olduqda tərifə görə doğrudur. Bu bərabərliyin 

,...
8

1
,

4

1
,

2

1
t  qiymətlərində doğru olması müsbət operatorun kvadrat kökünün 

yeganəliyindən alınır. Parametrin  ,...2,1,
2

 nk
k

t
n

qiymətlərində tB nin 
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kəsilməzlik xassəsindən istifadə etməklə bərabərliyin doğruluğunu ala bilərik. 

Bütün 0t  qiymətlərində tt BA   olduğunu alarıq. Bundan əlavə IBA  00 . 

 Beləliklə, aşağıdakı teoremin doğruluğunu göstərmiş oluruq: 

Teorem (S.Nad, Hille). 1) və ya 2) şərtlərini ödəyən istənilən məhdud öz-özünə 

qoşma operatorlar yarımqrupu  

 MmdEA
M

m

t

t   
0

0                                       (1) 

şəklində göstərilə bilər. Burada E - spektral funksiyalar ailəsidir. 

 Qeyd edək ki,  0
0

lim EIAt
t




. 

Buradan alırıq ki, tA  operatorunun 0t  nöqtəsində kəsilməzliyi yalnız 00 E  

olduqda, yəni 0-ın 1A  operatorunun məxsusi ədədi olmadığı halda mümkündür. 

Əgər bu şərt ödənilərsə, onda (1) göstərilişini 


 dFeA t

t 



                                               (2) 

şəklində yazmaq olar. Burada  F  spektral ailəsi  nE  ilə  e
EF   

bərabərliyi ilə bağlıdır. 

 dFdA 



 öz-özünə qoşma operatoru daxil edək. Əgər 0m  isə, onda A 

məhdud operatordur. Mlog olduqda IF  olduğundan bu operator 

yuxarıdan məhduddur. Bu halda (2) göstərilişini  
tA

t eA   

şəklində göstərmək olar. 

Nəticədə A törədici operatoru tA  vasitəsilə 

 IA
h

A h
h




1
lim

0
                                              (3) 

düsturu ilə ifadə olunur. Doğrudan da, əgər f A operatorunun təyinolunma 

oblastına daxil olarsa, onda 

    01
11 2

22









 




fFde

h
fAIA

h

h

h 
  , 

çünki 0h  şərtində inteqralaltı funksiya sıfra yaxınlaşır. Ona görə də (3) 

bərabərliyinin sağ tərəfi A operatorunun genişlənməsi olduğundan və hər iki 

tərəf simmetrik olduğundan, bu operator A ilə üst-üstə düşməlidir. 

 Qeyd edək ki, bu teorem ixtiyari normal operatorlar qrupu və 

yarımqrupları halında S.Nad tərəfindən isbat olunmuşdur. Hilbert və Banax 

fəzalarında ümumi şəkildə xətti məhdud operator yarımqrupları müxtəlif 

müəlliflər tərəfindən öyrənilmiş və analizin eləcə də ehtimal nəzəriyyəsinin 

müxtəlif məsələlərində tətbiqləri verilmişdir.  
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 Operatorlar qrupu və yarımqrupları, onların tətbiqi ilə bağlı olan 

E.Hillin “Funksional analiz i poluqruppı”, M.1951 monoqrafiyasından ətraflı 

şəkildə tanış olmaq mümkündür. 
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XXIV FƏSİL 

BANAX FƏZASINDA DİFERENSİAL TƏNLİKLƏR VƏ ONLARIN 

HƏLLİ ÜSULLARI 

 Banax fəzalarında diferensial tənliklər nəzəriyyəsi müasir funksional 

analizin mühüm və tətbiqi əhəmiyyəti olan sahələrindən biridir. Bu 

nəzəriyyənin əsasları XX əsrin ortalarında Hille və İosida tərəfindən qoyulmuş 

və Banax fəzasında sabit qeyri-məhdud operator əmsallı diferensial tənliklər 

üçün Koşi məsələsinin həllinin varlığı teoremləri isbat edilmişdir. Banax 

fəzasında diferensial tənliklər üçün Koşi məsələsinin həlli operator 

yarımqrupları nəzəriyyəsi ilə əlaqələndirilmiş və inkişaf etməyə başlamışdır. 

Sonralar bu nəzəriyyə müstəqil tədqiqat istiqamətinə çevrilmiş və bu 

istiqamətdə fundamental nəticələr alınmışdır. Baxılan məsələlərin həlli üçün 

Qalyorkin üsulu, fərqlər sxemi, kiçik parametr üsulu, inteqral çevrilmələr üsulu 

və digər metodlar işlənməyə başlamışdır. 

 

 

24.1. Məhdud operatorlu birinci tərtib xətti tənliklər 

1. Koşi məsələsinin qoyuluşu. Korrektlik.  E  Banax fəzasında  

Ax
dt

dx
                                                        (1) 

diferensial tənliyinə baxaq. Burada A E-də hər yerdə sıx  AD  təyin oblastına 

malik xətti operatordur. 

Tərif 1. (1) tənliyinin  T,0  parçasında həlli elə  tx  vektor-funksiyasına 

deyilir ki, 1) istənilən  Tt ,0  üçün  tx funksiyasının qiymətləri A 

operatorunun  AD təyin oblastına daxil olsun; 2) istənilən  Tt ,0  

nöqtəsində  tx funksiyasının  tx  güclü törəməsi olsun; 3)  Tt ,0  bütün 

qiymətlərində    tAxtx   tənliyi ödənilsin. Aydındır ki,  tx  həlli  T,0  

parçasında kəsilməz funksiyadır. 

 T,0  parçasında (1) tənliyi üçün Koşi məsələsi dedikdə tənliyin elə həllinin 

tapılması başa düşülür ki, həmin həll üçün 

   ADxx  00                                               (2) 

olsun. 

Tərif 2. Əgər aşağıdakı şərtlər ödənərsə, bu halda (1)-(2) Koşi məsələsi korrekt 

qoyulmuş məsələ adlanır: 

I. istənilən  ADx 0  üçün məsələnin yeganə həlli vardır, 
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II. bu həll başlanğıc verilənlərdən kəsilməz asılıdır, yəni 

      ADxx nn  000  olduqda uyğun  txn  həlləri istənilən  Tt ,0  üçün 

  0txn  şərtini ödəsin. 

Qeyd. A operatorunun sabit olması şərtindən alınır ki, əgər Koşi məsələsi 

 T,0  parçasında korrekt isə, onda məsələ bütün  ,0  yarımoxunda 

korrektdir. 

 Hər bir  ADx 0  elementinə qarşı Koşi məsələsinin   tx  həllini qarşı 

qoyan  tU  operatoru təyin edək. Əgər Koşi məsələsi korrekt qoyulmuşsa, 

onda  tU  operatoru  AD  çoxluğunda təyin olunmuşdur. Tənlik xətti 

olduğundan  tU  additiv, bircins və kəsilməz operatordur.   EAD 

olduğundan onu kəsilməzliyə görə bütün E fəzasında təyin olunmuş xətti 

operatora qədər genişləndirmək olar. Alınmış operator da  tU  ilə işarə olunur. 

 tU  operatorları   tt 0  parametrindən asılı yarımqrup təşkil edir. 

Aşağıdakı teorem doğrudur: 

Teorem 1. Əgər (1)-(2) Koşi məsələsi korrektdirsə, onda onun həlli 

   ADxxtUx  00 ,                                            (3) 

bərabərliyi ilə təyin olunur. Burada  tU  0t  üçün güclü kəsilməz operatorlar 

yarımqrupudur. 

Bu həll   0xetx At  şəklində də göstərilir. 
Ate  operator-funksiyası 

......
!2

2
2

 nAt AA
t

tAIe  

şəklində təyin edilir. Bu sıra t-nin hər bir qiymətində  0t  normaya görə 

yığılandır. Sıranın hər bir həddini qiymətləndirməklə 

AttA ee   

olduğunu almaq olar. 
tAe -nın sıranın cəmi şəklində qiymətləndirilməsi nisbətən 

kobud qiymətləndirmədir. Bu qiymətləndirmə yalnız A  kəmiyyətindən asılıdr 

və A operatorunun spektri nəzərə alınmır. Aşağıdakı daha güclü təklif 

doğrudur: Əgər A operatorunun spektrinin bütün nöqtələrinin həqiqi hissələri 

  ədədini aşmırsa, onda  
tAt ece   

qiymətləndirməsi doğrudur. Daha dəqiq qiymətləndirmələr A operatorunun 

spektrindən asılı olaraq tapılır.  
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2. E-nin Hilbert fəzası olduğu hal. 

Tutaq ki, Ax
dt

dx
  bircins tənliyinə H Hilbert fəzasında baxılır. Əgər A öz-

özünə qoşma operator olarsa AA  , onda 
tAe  operatoru da öz-özünə qoşma 

müsbət-müəyyən operator olar. Əgər iBA  olarsa, belə ki, BB   öz-özünə 

qoşmadır, bu halda 
iBte unitar operator olar. Bu halda bircins tənliyin bütün 

həllərinin həqiqi oxda məhdud olması üçün zəruri və kafi şərt A operatorunu 

 BBiB   operatoruna oxşar olmasıdır, yəni   1 QiBQA olmasıdır. Burada 

Q  və 1Q məhdud operatorlardır. Amma bütün həllərin  t0

yarımintervalında məhdud olması üçün kafi şərt A-nın spektrinin bütün açıq sol 

yarımmüstəvidə yerləşməsidir. 

Hilbert fəzasında Lyapunov teoreminin ümumiləşməsi olan aşağıdakı meyarı 

göstərmək olar: 

A operatorunun spektrinin açıq sol yarımmüstəvidə yerləşməsi üçün zəruri və 

kafi şərt elə məhdud, öz-özünə qoşma, müsbət-müəyyən W  operatorunun 

varlığıdır ki, WAWA  operatoru mənfi-müəyyən olsun. Başqa sözlə desək, A-

nın spektrinin açıq sol yarımmüstəvidə yerləşməsi üçün zəruri və kafi şərt 

 xWx,  müsbət-müəyyən formasının olmasıdır ki, istənilən  tx  həlli üçün 

 
 xx

dt

xWxd
,

,
   şərti ödənilsin.   0 . 

 

3. Dəyişən operator əmsallı bircins tənliklər. 

E Banax fəzasında  xtA
dt

dx
 tənliyinə baxaq. Burada  tA  E Banax fəzasında 

təsir edən məhdud operatordur və t parametrindən kəsilməz asılıdır. Bu tənlik 

üçün   00 xx   Koşi məsələsinin yeganə həlli vardır və bu həll aşağıdakı 

inteqral tənliyin həllidir: 

       dxAxtx
t


00  

Bu tənlik ardıcıl yaxınlaşma üsulu ilə həll edilir. Tənliyin həllini     0xtUtx   

şəklində göstərmək olar: Burada 

        ...
0 0 110   
tt

dAAdAItU


  

sırasının cəmidir və bu sıra normaya görə yığılandır.  tU  operatoru üçün 

aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur: 

 
 

t
At

etU






0
max
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 tU operatoruna     IuutA
dt

du
 0, Koşi məsələsinin həlli kimi də baxmaq 

olar. 

t-nin hər bir qiymətində    tUtV 1  məhdud tərs operatoru vardır. Bu 

operator 

    IVtVA
dt

d
 0,

V
 

Koşi məsələsinin həllidir. Bu məsələ əvvəlki məsələ ilə qoşma olan məsələ 

adlanır. Əgər daha ümumi Koşi məsələsinə baxılarsa, yəni 0t deyil, istənilən 

0t nöqtəsinə baxılarsa, onda başlanğıc şərt   00 xtx  olar və bu halda Koşi 

məsələsinin həlli         0000

1 , xttUxtUtUtx    kimi yazılar. 

     0

1

0, tUtUttU   həlledici operator adlanır. Bu operator 

      ,,, tUsUstU   və   IttU ,  şərtlərini ödəyir. 

  AtA   sabit operator olarsa,      tAetU ,  olar. Əgər  tA -nin müntəzəm 

məhdud, yəni     tMtA 0  olduğunu fərz etsək, tənliyin həlli üçün 

   0xetx Mt   

qiymətləndirilməsinin doğru olduğunu alarıq. 

 

t

tx

t

ln
lim


  kəmiyyətinə həllin eksponensial artma göstəricisi deyilir. 

Göründüyü kimi M . Bütün həllərə uyğun  ədədlərinin dəqiq yuxarı 

sərhədinə yüksək göstərici deyilir və s kimi işarə olunur. 
 

t

tU

t
s

ln
lim


  

düsturu doğrudur. 

Tənliyin digər bir xarakteristikası məxsusi göstərici adlanan və 

 





 






t

tU

tr

,ln
lim
,,  

 kimi işarə edilən kəmiyyətdir. 

Tənliyin hər bir həlli üçün 

        00
0 tttxeNtx

tt


 

  

doğrudur. Burada 0  istənilən müsbət ədəddir və N - yalnız  -dan asılıdır. 

Yüksək və məxsusi göstəricilər arasında  s  münasibəti doğrudur. Xüsusi 

halda  tA  sabit operator olduqda bunlar bərabər olur. 
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4. Sabit operator əmsallı qeyri-bircins xətti tənliklər üçün Koşi məsələsi. 

Tutaq ki, X -Banax fəzası,  XLA  xətti kəsilməz operator, Xx 0 verilmiş 

element,  tf  qiymətləri X  fəzasına daxil olan, istənilən  Tt ,0  üçün 

kəsilməz funksiyadır.  T,0  parçasında birinci tərtib qeyri-bircins tənlik üçün 

Koşi məsələsinə baxaq: 

 tfAx
dt

dx
                                                 (4) 

  00 xtx                                                        (5) 

(4)-(5) Koşi məsələsinin həlli qiymətləri X Banax fəzasına daxil olan, istənilən 

 Tt ,0  üçün kəsilməz diferensiallanan elə  tx funksiyasına deyilir ki, bu 

funksiya (4) tənliyini eyniliyə çevirsin və (5) başlanğıc şərtini ödəsin. Bu həlli 

aşkar şəkildə də yazmaq olar. 

 Əvvəlcə fərz edək ki (4)-(5) məsələsinin  tx həlli vardır. Bu həlli (4) 

tənliyində yazaq və alınmış eyniliyi 
Ate

-yə vuraq. Daha sonra bu bərabərlikdə 

t  dəyişənini s ilə əvəz etsək, alarıq: 

      Tssfesxe
ds

d AsAs ,0,  
                                  (6) 

(6) eyniliyini  T,0  parçasında s  dəyişəninə görə inteqrallasaq, alarıq: 

   dssfextxe
t AsAt


 

00                                        (7) 

  1  AtAt ee  olduğundan (4) bərabərliyinin hər tərəfinə 
Ate  operatorunu tətbiq 

etsək, alarıq:  

     dssfexetx
t stAAt




00                                        (8) 

Beləliklə, alırıq ki, əgər (4)-(5) məsələsinin həlli varsa, onda bu həll hökmən 

(8) düsturu şəklində göstərilir. Bu, xüsusi halda (4)-(5) Koşi məsələsinin 

həllinin yeganəliyini göstərir. Baxılan məsələnin həllinin varlığını göstərmək 

üçün (8) düsturu ilə təyin olunan funksiyanın (4) tənliyini və (5) şərtini 

ödədiyini göstərmək lazımdır. Əgər (8) bərabərliyini t -yə nəzərən 

diferensiallasaq və bu zaman 

          dssfeAtfdssfe
dt

d t stAt stA


 

00
                         (9) 

olduğunu nəzərə alsaq, (8) düsturu ilə təyin olunan  tx  funksiyasının (4) 

tənliyini və (5) başlanğıc şərtini ödədiyini görərik. 
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Qeyd. (4)-(5) məsələsinin həllini göstərən (8) düsturunun sadə quruluşa malik 

olmasına baxmayaraq, ədədi hesablamalar zamanı 
Ate şəklində operatordan 

asılı funksiyanın hesablanması və bu tipli ifadələrin inteqrallarını tapmaq lazım 

gəlir. Bunlar isə olduqca mürəkkəb hesablamalar tələb etdiyi üçün (4)-(5) 

məsələsinin həlli üçün başqa təqribi üsullardan istifadə olunur. Bunlardan 

bəziləri aşağıda nəzərdən keçirilir.  

 

24.2. Qalyorkin və Furye üsullarının tətbiqi 

 24.1-də baxılan (1)-(2) məsələsinin təqribi həllini tapmaq üçün 

Qalyorkin üsulunu tətbiq edək.  

 Tutaq ki,  i  elementlər sistemi X  Banax fəzasında xətti asılı 

olmayan sistem,  i  isə *X  fəzasından bu sistemlə biortoqonal olan 

funksionallar sistemidir.  

i

n

i

inP 



1

,                                                (1) 

ortoqonal proyeksiya operatorları daxil edək.  

 Fərz edək ki,  tf  vektor funksiyası ona yığılan Qalyorkin sırasına 

ayrılmışdır: 

    k

k

k tCtf 





1

,     kk tftC ,                               (2) 

Eyni zamanda 0x  başlanğıc elementinin də k sisteminə nəzərən sıraya 

ayrılmasını fərz edək: 







1

00

k

kkx  , kk  ,0                                       (3) 

Bu halda (2) və (3) şərtlərini  

   tftfPn  , 00 xxPn  , n  

kimi yaza bilərik.  

 (1)-(2) Koşi məsələsinin təqribi həllini  

   



n

k

kkn ttx
1

                                               (4) 

şəklində axtaraq. Qalyorkin metoduna görə  txn  funksiyasını tapmaq üçün  

 tfPAxP
dt

dx
nnn

n                                            (5) 
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                         00
xPx ntn 


                                                (6) 

Koşi məsələsini alırıq.  

 24.1 yarımfəslində alınmış nəticəyə görə (5)-(6) məsələsinin yeganə 

həlli vardır və aşağıdakı düstur vasitəsilə təyin edilir: 

     dssfPexPetx n

t
stAP

n
AtP

n
nn 




0

0                               (7) 

Fərz edək ki, nP  proyeksiya operatorları  

CPn                                                     (8) 

şərtini ödəyilər. Onda (7) bərabərliyindən alırıq: 

 
   

 
 












tfPxPTKtx n
Tt

nn
Tt ,0

0
,0

maxmax                          (9) 

burada  

 










 


Ac

e
eTK

TA
TAc 1
,max  

Alınmış (9) bərabərsizliyi (5)-(6) Qalyorkin sxeminin dayanıqlı olduğunu 

göstərir.  

 A  operatoru məhdud olduğu üçün və (8) şərti ödəndiyindən  tx  həlli 

üçün  

   txtxPn
n




lim  

Bu halda (1)-(2) məsələsinin (5)-(6) vasitəsilə approksimasiya edilməsi şərtləri 

ödənər.  

 Xüsusi halda, X – Hilbert fəzası olarsa, bu halda    kk    tam 

ortonormal sistem olar və yuxarıdakı şərtlər ödənilər. Əgər A – separabel H  

Hilbert fəzasında öz-özünə qoşma tamam kəsilməz operator olarsa, onda  k  

sistemi olaraq A  operatorunun məxsusi vektorları sistemini götürə bilərik. Bu 

halda nnAPP  matrisi diaqonal şəklində olar və (4) ayrılışının  tk  əmsalları  

 t
dt

d
kkk

k 


  

  00 kk   , nk ,...,2,1  

tənliklərindən tapılır. Burada k – A  operatorunun məxsusi ədədləridir. Bu 

qayda ilə biz məlum Furye üsuluna gəlirik.  
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24.3. Banax fəzasında fərqlər sxemi 

 24.1 yarımfəslində göstərilən (1)-(2) Koşi məsələsinin həlli üçün 

aşağıdakı kimi fərqlər sxemindən istifadə edilir. Tutaq ki,    Tk
n

k ,00   

parçasında müntəzəm şəbəkədir. A  operatorunu müntəzəm yığılma mənada 

(normaya görə)  XLA   operatorlar ardıcıllığı ilə approksimasiya edək. 

Aydındır ki, elə C  sabiti vardır ki, istənilən   üçün  

CA                                                       (1) 

şərti ödənir.  

 Aşağıdakı fərqlər sxeminə baxaq: 

   
   




 


tftuA

tutu
,  nkkt 0                          (2)          

  00 xu                                                       (3) 

Fərqlər sxeminin approksimasiyasının ümumi nəzəriyyəsinə əsasən (2)-(3) 

fərqlər sxeminin dayanıqlı olması yoxlanır. (2)-(3) fərqlər sxemi aşkar şəkildə 

həll edilir və onun həlli  

        





1

0
0

k

s

sk

x
skfAIAIku                          (4) 

düsturu ilə verilir.  

Buradan  

       


 


1

0 0
0 max11

k

s kl

sk
lfCxCku                       (5) 

alırıq.  

 Əgər  

      CT
T

nk
eCCC   111 , 

 
C

e
C

CTk

s

s 1
1

1

0








  

bərabərsizliklərini nəzərə alsaq və (5) bərabərsizliyini davam etdirsək, nəticədə 

alarıq: 

  f
C

e
xetu

CT
CT 1

0


                                       (6) 

Sonuncu bərabərsizlik (2)-(3) fərqlər sxeminin dayanıqlı və yığılan olduğunu 

göstərir.  
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24.4. Kiçik parametr üsulu 

 X  Banax fəzasında  ,  kiçik parametrindən asılı birinci tərtib 

diferensial tənlik üçün Koşi məsələsinə baxaq: 

    
 ,tfxA

dt

dx
                                            (1) 

  ax
t


0

                                                    (2) 

 Fərz edək ki,  A  operator funksiyası,  ,tf  funksiyası və başlanğıc 

şərtə daxil olan  a  funksiyaları 0  nöqtəsi ətrafında   dəyişəninə görə 

analitik funksiyalardır, belə ki, bu funksiyalar üçün aşağıdakı ayrılışlar 

doğrudur: 

  





0k

k
kAA  ,    






0

,
k

k
k tftf  ,   






0k

k
kaa                     (3)  

Bu sıralardan hər birinin   radiuslu dairə daxilində yığılan olduğu fərz edilir.  

 Yuxarıda 24.1 yarımfəslində gördük ki, (1)-(2) Koşi məsələsinin həlli 

aşağıdakı şəkildə verilir: 

          dssfeaetx

t
stAtA  

 ,

0


                               (4) 

Buradan görünür ki,  tx  funksiyası da  -a nəzərən analitik funksiyadır və 

   olduqda  

   





0k

k
k txtx                                               (5) 

yığılan sırası şəklində göstərilə bilər. Bu həlli kiçik parametr üsulu ilə almaq 

olar. Bunun üçün (5) həllini (2) başlanğıc şərtini nəzərə almaqla (1) tənliyində 

yerinə yazaraq,  -un eyni dərəcələrinin əmsallarını bərabərləşdirsək,  txk  

əmsallarını tapmaq üçün aşağıdakı rekkurent Koşi məsələləri ardıcıllığını 

alarıq: 

 

  ktkk

k

s

sksk
k

t

axtfxAxA
dt

dx

axtfxA
dt

dx












 0
1

0

000000
0

,

.................................................

,
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 Qeyd edək ki, 0A  operatorunun daxil olduğu birinci tənlik üçün Koşi 

məsələsinin həllini araşdırmaq sadə olarsa, bu halda kiçik parametr üsulundan 

istifadə etmək daha effektiv olur. 

 

24.5. Qeyri-məhdud operator daxil olan tənlik üçün 

Koşi məsələsinin Laplas çevirməsi  

vasitəsilə həlli 

 Fərz edək ki, A  operatoru X  Banax fəzasında   XAD   hər yerdə sıx 

təyin oblastına malik, qiymətləri X  fəzasına daxil olan funksiyalarda təyin 

edilmiş xətti qapalı qeyri-məhdud operatordur.  

 Aşağıdakı Koşi məsələsinə baxaq: 

Ax
dt

dx
 ,  t0                                             (1) 

00
xx

t



.                                                      (2) 

(1)-(2) məsələsinin həlli dedikdə qiymətləri  AD -ya daxil olan elə mücərrəd 

 tx  funksiyası başa düşülür ki,  ,0  intervalında kəsilməz,  ,0  

intervalında kəsilməz diferensiallanan, (1) tənliyi və (2) başlanğıc şərtini 

ödəmiş olsun.  

 Hələlik fərz edək ki, (1)-(2) məsələsinin həlli vardır, həll yeganədir və 

elə 0M ,   sabitləri vardır ki,  

  tMetx  .                                                 (3)  

(3) şərtini ödəyən,  ,0  intervalında kəsilməz olan hər bir  tx  funksiyasına 

qarşı p  kompleks dəyişənindən asılı, qeyri-məxsusi inteqral şəklində təyin 

edilən  px  funksiyasını qarşı qoyaq: 

    dttxepx pt






0

                                              (4) 

 px  funksiyasına  tx -nin surəti (yaxud təsviri),  tx  funksiyasına isə  px -

nin əsli (orijinalı) deyilir. (4) çevirməsinə mücərrəd  tx  funksiyasının Laplas 

çevirməsi deyilir və  

    txLpx                                                    (5) 
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kimi işarə edilir.  

 Asanlıqla görmək olar ki, Laplas çevirməsi xətti çevirmədir və (4) 

qeyri-məxsusi inteqralı pRe  yarımmüstəvisində mütləq yığılandır. Ona 

görə də  px  funksiyası bu yarımmüstəvidə təyin edilmiş funksiyadır. Eyni 

zamanda göstərə bilərik ki, (4) qeyri-məxsusi inteqralını formal olaraq p -yə 

nəzərən diferensialladıqdan sonra alınan inteqral da   1Re p  şəklində 

istənilən yarımmüstəvidə p -yə görə mütləq və müntəzəm yığılandır. Ona görə 

də buradan alınır ki,  px  funksiyası pRe  yarımmüstəvisində 

diferensiallanan və analitik funksiyadır. Hissə-hissə inteqrallama düsturunun 

köməyi ilə göstərmək olar ki,  tx  funksiyası  ,0 -da kəsilməz funksiya isə 

və (3) şərtini ödəyirsə, onda  tx  funksiyası da (3) şərtini ödəyir və  

      0xpxptxL                                           (6)    

bərabərliyi doğrudur.  

 İsbat olunmuşdur ki,  tx  funksiyası göstərilən şərtləri ödədikdə  px  

təsvirinə görə  tx  funksiyasını birqiymətli olaraq aşağıdakı formul təyin 

etmək olar: 

   dppxe
i

tx

ia

ia

pt







2

1
                                          (7) 

Burada inteqrallama istənilən ap Re , a  düz xətti boyunca aparılır.  

 İndi isə (7) formulundan istifadə edərək (1)-(2) məsələsinin həllini 

tapaq. (1) tənliyinin hər tərəfinə Laplas çevirməsini tətbiq etsək və bu zaman 

(2) şərtindən və (6) bərabərliyindən istifadə etsək, alarıq: 

     0xtAxLpxp   

A  operatoru ilə L  çevirməsinin kommutativ olduğunu fərz etsək, yaza bilərik: 

    0xpxpIA   

Fərz edək ki, pRe  yarımmüstəvisi A  operatorunun rezolvent çoxluğuna 

daxildir. Onda A  operatorunun  

    1
 pIAARp  

rezolventası vardır. Bunu nəzərə alsaq 

      00
1

xARxpIApx p


 

alarıq. Sonuncu bərabərlikdən (7) formuluna əsasən  tx  funksiyasını təyin edə 

bilərik 

    dpxARe
i

tx p

ia

ia

pt
0

2

1








                                    (8) 
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Beləliklə, (1)-(2) məsələsinin həllinin inteqral şəklində göstərilişini aldıq.  

 (8) düsturu ilə təyin edilmiş  tx  funksiyasının baxılan məsələnin həlli 

olması üçün A  operatoru müəyyən əlavə şərtləri ödəməlidir. Bu şərtlər 

məhdud operatorların güclü kəsilməz yarımqrupları anlayışı ilə sıx bağlıdır və 

Banax fəzalarında diferensial tənliklər nəzəriyyəsinə həsr edilmiş daha 

mükəmməl monoqrafiyalarda şərh edilmişdir. (məs. S.Q.Kreyn [24], 

S.Y.Yakubov [8], A.A.Dezin [32]).   
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XXV FƏSİL 

ŞTURM-LİUVİLL OPERATORUNUN SPEKTRAL NƏZƏRİYYƏSİ 

HAQQINDA 

 

25.1. Şturm-Liuvill operatoru 

 

 Tutaq ki, L  hər hansı fəzada təyin edilmiş xətti operatordur. yLy   

bərabərliyini ödəyən 0y  elementi L  operatorunun məxsusi elementi,   isə 

operatorun məxsusi ədədi adlanır.  

 Mühüm tətbiqlərə malik olan ən sadə operatorlardan biri  

 xq
dx

d
L 

2

2

 

şəklində operatordur. Burada  xq  müəyyən  ba,  parçasında kəsilməz olan 

həqiqi qiymətli funksiyadır. L  operatorunun təyin oblastı müəyyən 

differensiallama şərtlərini ödəyən və  ba,  parçasının uc nöqtələrində müəyyən 

şərtləri ödəyən funksiyalardan ibarətdir.  

 L  operatoru üçün parçanın uc nöqtələrindəki sərhəd şərtləri məsələn, 

aşağıdakı şəkillərdə ola bilər: 

I.     0sincos   ayay , 

       0sincos   byby . 

II.    byay  ,    byay  . 

 Aşağıdakı sərhəd məsələsinə baxaq: 

  yyxqyLy                                             (1) 

   

    ,0sincos

,0sincos









byby

ayay
                                       (2) 

(1)-(2) Şturm-Liuvill məsələsi adlanır. Əgər  ba,  parçası sonlu,  xq  

funksiyası isə bu parçada cəmlənən funksiya olarsa, Şturm-Liuvill məsələsi 

requlyar məsələ adlanır. Əks halda, yəni  ba,  parçası sonsuz olduqda, yaxud 

 xq  funksiyası bu intervalda cəmlənən olmadıqda Şturm-Liuvill məsələsi 

sinqulyar məsələ adlanır.  

 Qeyd edək ki, daha ümumi  

     yxryxl
dx

dy
xp

dx

d










     bxa                         (3) 

şəklində ikinci tərtib tənlikləri də (1) şəklinə gətirmək mümkündür. Burada 

 xp  və  xr  funksiyaları  ba,  parçasında müsbət funksiyalardır. Əgər  xp -

in birinci tərtib,    xrxp  -in ikinci tərtib kəsilməz törəməsi olduğunu fərz 

etsək, onda  
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 
  










x

a

dx
xp

xr

c
z

2/1
1

,      yxpxru 4

1

 ,  c , 

 
  










b

a

dx
xp

xr
c

2/1
1


, 

əvəzləmələrinin köməyi ilə (3) tənliyini (1) şəklinə gətirmək mümkündür. Bu 

halda (1) tənliyində   parametrini   ilə,  

 
 
 

 
 xr

xl
c

z

z
xq 2






,        4/1

xpxrx   

əvəz etmək lazımdır.  

 Bu çevirmələr zamanı  ba,  parçası  ,0  parçasına çevrilir, amma (2) 

sərhəd şərtləri öz şəklini dəyişmir. Ona görə də əvvəlcədən 0a , b  

götürmək olar.  

 Fərz edək ki,   parametrinin hər hansı 1   qiymətində (1)-(2) 

sərhəd məsələsinin   0, 1 xy  həlli vardır. Yuxarıda verdiyimiz tərifə görə bu 

halda 1  verilmiş sərhəd məsələsinin məxsusi ədədi,  1,xy  isə uyğun 

məxsusi funksiyası adlanır. (1)-(2) sərhəd məsələsinin məxsusi ədədləri və 

məxsusi funksiyalarının aşağıdakı xassələrini qeyd edək.  

 Lemma 1. (1)-(2) sərhəd məsələsinin müxtəlif 21    məxsusi 

ədədlərinə uyğun  1,xy  və  2,xy  məxsusi funksiyaları ortoqonaldır, yəni  

    




0

21 0,, dxxyxy    21    

 İsbatı. Tutaq ki,  xf  və  xg  iki dəfə kəsilməz diferensiallanan 

funksiyalardır. 

     xfxqxfLf   

işarə edək.  

 İki dəfə ardıcıl hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq etməklə alarıq: 

        







0

0

0

,, LgdxxfgfWgfWdxxLfg                    (4)  

burada  

 
   

   xgxf

xgxf
gfWx


, . 

 Tutaq ki,    ,xyxf  ,    2,xyxg  . (2) sərhəd şərtlərindən alınır 

ki,     0,,0  gfWgfW  . Bunu nəzərə alsaq (4) bərabərliyindən  
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      0,, 2

0

121   dxxyxy 


. 

21    olduğundan lemmanın doğru olduğunu alarıq. 

 Lemma 2. (1)-(2) sərhəd məsələsinin məxsusi ədədləri həqiqidir.  

 İsbatı. Əksini fərz edək. Fərz edək ki, məsələnin  iu 1  kompleks 

məxsusi ədədi də vardır.  xq  funksiyasının və  ,  ədədlərinin həqiqi 

olmasından  iu  12  ədədinin də sərhəd məsələsinin məxsusi ədədi 

olduğunu alarıq. Əgər 1  məxsusi ədədinə uyğun məxsusi funksiya  1,xy  

isə, onda 1  məxsusi ədədinə uyğun məxsusi funksiya  1,xy  olar. Onda 

birinci lemmaya görə  

  




0

2

1 0, dxxy  

və buradan   0, 1 xy  alarıq. Bu isə  1,xy -in məxsusi funksiya olması 

şərtinə ziddir. Deməli  iu 1  kompleks ədədi məxsusi ədəd ola bilməz.  

 Teorem 1. Əgər  xq  funksiyası  ba,  parçasında kəsilməz funksiya 

isə, onda istənilən   üçün (1) tənliyinin  

   sin, a ,    cos,  ax  

şərtlərini ödəyən yeganə   ,x  həlli vardır. İstənilən  bax ,  üçün   ,x  

funksiyası  -dan asılı tam funksiyadır.  

 İsbatı.      cossin,0 axx   qəbul edək və istənilən 0n  

üçün 

         dttxtxqxx

x

nn   

0

10 ,,,   

düzəldək.  xq  kəsilməz olduğundan  bax ,  üçün   Mxq  .  

 Tutaq ki, N . Onda  bax ,  üçün   Kx  ,0 . Bunu nəzərə 

alsaq, yaza bilərik: 

          dttxKNMxx

x

0

01 ,,   

  2
2

1
axNMK   

2n  olduqda alarıq: 

            dttxtttqxx

x

a

nnnn     ,,,, 211  
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            

x

a

nnnn dtttabNMxx  ,,,, 211  

Buradan  

   
   

  


 
x

a

dtat
abNMK

xx
3

2

12
2

,,   

    
!3

32
axabNMK 

  

Ümumi halda  

   
     

 !1
,,

11

1








n

axabNMK
xx

nnn

nn  . 

Buradan alırıq ki,  

        





1

10 ,,,,
n

nn xxxx                        (5) 

sırası  -ya görə N  üçün və x -ə görə bxa   üçün müntəzəm 

yığılandır.  

 2n  olduqda  

             
x

a

nnnn dttttqxx  ,,,, 211 , 

            ,,,, 211 xxxqxx nnnn   , 

olduğu üçün (5) sırasının bir və iki dəfə diferensiallanmasından alınan sıralar 

da müntəzəm yığılandır. Nəticədə  

       






1

1 ,,,
n

nn xxx   

         






2

101 ,,,,
n

nn xxxx   

          








 






2

210 ,,,
n

nn xxxxq   

     ,xxq   

Buradan   ,x  funksiyasının (1) tənliyinin ödədiyini alırıq.   ,x  

funksiyasının sərhəd şərtlərini ödəməsini də yoxlaya bilərik. (5) sırasının 

müntəzəm yığılmasından və   ,xn  funksiyasının xassələrindən   ,x  

funksiyası  -ya nəzərən tam funksiya olmasını da alırıq.  
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25.2. Şturm-Liuvill məsələsinin məxsusi ədədləri və 

məxsusi funksiyaları üçün asimptotik 

düsturlar 

 

 Aşağıdakı sərhəd məsələsinə baxaq: 

  yyxqyLy                                           (1) 

   

    







0sincos

0sin0cos0





yy

yy
                                    (2) 

hctg  , Hctg   qəbul edək. Onda (2) sərhəd şərtlərini  

   
    








0

000

 Hyy

hyy
                                            (3) 

şəklində yazmaq olar.  

   ,x  ilə (1) tənliyinin   1,0  ,   h  ,0  şərtlərini ödəyən 

həllini,   ,x  ilə– həmin tənliyin   0,0  ,   1,0    şərtlərini ödəyən 

həllini işarə edək.  

 Lemma 1. Tutaq ki, 2s . Onda   ,x  və   ,x  funksiyaları üçün 

aşağıdakı münasibətlər doğrudur.  

        

x

dqxs
s

sx
s

h
sxx

0

,sin
1

sincos,                (4) 

        

x

dqxs
ss

sx
x

0

,sin
1sin

,                         (5) 

 İsbatı. Əvvəlcə (4) bərabərliyini isbat edək.   ,x  funksiyasının (1) 

tənliyini ödəməsindən istifadə edərək, alarıq: 

           
xx

dxsdqxs

00

,sin,sin   

    

x

dxss

0

2 ,sin   

Sağ tərəfdəki birinci inteqrala iki dəfə hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq 

etsək və bu zaman   1,0  ,   h  ,0  şərtlərini nəzərə alsaq, nəticədə  

        sxsxssxhdqxs

x

cos,sin,sin

0

   

alarıq. Buradan (4) bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq. (5) bərabərliyi də 

analoji üsulla göstərilir. 
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 Lemma 2. its   işarə edək. Onda elə 00 s  ədədi vardır ki, 

0ss   olduqda  

   xt
eOx  , ,    xt

esOx
1

,


                               (6) 

yaxud daha dəqiq olan  

   xt
esOsxx

1
cos,


 ,                                   (7) 

 















2

sin
,

s

e
O

s

sx
x

xt

 .                                    (8) 

qiymətləndirmələri doğrudur. Göstərilən bu qiymətləndirmələr  x0  

şərtini ödəyən bütün x -lər üçün müntəzən olaraq ödənilir.  

 İsbatı.    xFex
xt

 ,  qəbul edək. Onda (4) bərabərliyindən istifadə 

etməklə alarıq: 

  









xt

esx
h

sxxF sin
2

cos  

        


dFqexs
s

x
xt






0

sin
1

 

 Tutaq ki,  xF
x 





0
max . Onda sonuncu bərabərlikdən  

 







0

1 dq
ss

h
, 

yaxud  

 










0

1

1

dq
s

h

s

h

, 

burada  

 



0

dqs  

olduğu fərz edilir. Beləliklə,   ,x  funksiyası üçün (6) qiymətləndirməsinin 

doğru olduğu alınır. Eyni qayda ilə (5) bərabərliyindən istifadə etməklə   ,x  

funksiyası üçün də (6) münasibətinin doğruluğunu göstərə bilərik. (7) və (8) 

bərabərliklərinin doğru olduğunu göstərmək üçün (6) qiymətləndirmələrini (4) 

və (5) bərabərliklərinin sağ tərəfindəki inteqrallarda nəzərə almaq lazımdır.  

 Aydındır ki,   ,x  və   ,x  funksiyalarının s -ə nəzərən asimptotik 

ayrılışlarını almaq üçün bu prosesi ardıcıl təkrar etmək lazımdır.  
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 İndi isə   ,x  və   ,x  funksiyaları üçün aldığımız asimptotik 

bərabərliklərdən istifadə edərək məxsusi ədədlər və məxsusi funksiyalar üçün 

asimptotik formulları müəyyən edək. Fərz edək ki, h  və H . İstənilən 

  üçün   ,x  funksiyası (2) sərhəd şərtlərindən birincisini ödəyir. Ona görə 

də məxsusi ədədləri təyin etmək üçün   ,x  funksiyasını ikinci sərhəd 

şərtində yerinə yazmaq lazımdır. (1)-(8) sərhəd məsələsinin məxsusi ədədləri 

həqiqi olduğundan 0Im  ts . Ona görə də (7) bərabərliyi 

  









s
Osxx

1
cos,                                          (9) 

şəklinə düşür. (5) bərabərliyini x -ə nəzərən diferensiallayıb (9) 

bərabərliyindən istifadə etsək  

  









s
Osxhsxsxx

1
cossin,                               (10) 

alarıq.   ,x  və   ,xx
  funksiyaları üçün alınmış (9) və (10) 

bərabərliklərini (3) sərhəd şərtlərindən ikincisində yazsaq, aşağıdakı tənliyi 

alarıq: 

  0
1

cossin 









s
OsHhss                               (11) 

s -in kifayət qədər böyük qiymətlərində (11) tənliyinin həlli vardır və bu həllər 

tam ədədlərin yaxın ətradında yerləşirlər. Buradan baxılan sərhəd məsələsinin 

sonsuz sayda məxsusi ədədlərinin olması alınır.  

 Göstərək ki, kifayət qədər böyük tam n  ədədindən başlayaraq hər bir 

tam n  ədədinin yaxım ətrafında (1) tənliyinin yalnız bir kökü yerləşir. Bu 

məqsədlə (11) tənliyinin sol tərəfini s -ə nəzərən diferensiallasaq, alarıq: 

   1sincossin OsHhsss    

Bu ifadəni dəqiq araşdırdıqda onun s -in böyük tam ədədlərə yaxın 

qiymətlərində sıfra bərabər olmadığını göstərmək olar.  

 Tutaq ki, ns – (11) tənliyinin n -ci köküdür. Göstərək ki, nS  kökü n  

natural ədədinin ətrafında yerləşə bilər, hər  hansı başqa tam ədəd ətrafında 

yerləşə bilməz. Yuxarıda qeyd etdik ki, məxsusi ədədlər  

      0,,   xH  

tənliyinin kökləridir. 2s  qəbul edək. Onda    s1  . (5) formulundan 

alınır ki,  s1  s -dən asılı tam funksiyadır. (9) və (10) asimptotik 

düsturlarından çıxır ki, 0sin s  olduğu hallarda 

 



























s
Osss

1
1sin1  .                                 (12)  
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s – müstəvisi üzərində radiusu 
2

1
 NR , ( N – natural ədəddir) olan RD  

dairəsi götürək. (12) asimptotik düsturundan Ruşe teoreminə əsasən alırıq ki, 

RD  dairəsi daxilində  s1  və sssin  funksiyalarının sıfırları sayı bərabərdir 

və  12 N -dir.  s1  cüt funksiya olduğundan onun yalnız müsbət köklərinə 

baxmaq olar.  s1 -in hər bir müsbət kökünə bir məxsusi ədəd uyğundur. 

Onda 
2

1
N  ədədindən kiçik olan məxsusi ədədlərin sayı 1 NSk  olar. 

Buradan çıxır ki, nS  üçün asimptotik düstur  

 1onSn                                                (13)  

kimi olmalıdır.  

 Doğrudan da, fərz edək ki,  1oms nn  , nmn  . Onda, bir tərəfdən 

ns -dən kiçik məxsusi ədədlər sayı 1 nsk   nk ,...,1,0 . Digər tərəfdən, 

əvvəldə gördüyümüz radiusu 
2

1
nm  olan dairə daxilində  s1  funksiyasının 

kökləri sayı 12 nm  olar. Bu halda ns -dən kiçik məxsusi ədədlər sayı ks  

11  nmn  olar. Alınmış ziddiyyət (13) bərabərliyinin doğru olduğunu 

göstərir.  

 nn ns   qəbul edək. Bu halda (11) tənliyi aşağıdakı şəklə düşər: 

      01cossin  OHhn nnn   

Buradan çıxır ki, 











n
On

1
sin  , yaxud 










n
On

1
  

Beləliklə, alırıq ki, n -in böyük qiymətləri üçün (11) tənliyinin kökləri 











n
Onsn

1
,                                              (14) 

şəklində olar.  

 Əgər (1) tənliyinə daxil olan  xq  potensialı müəyyən hamarlıq 

şərtlərini ödəyərsə, bu halda (14) asimptotik düsturunu dəqiqləşdirmək 

mümkündür. Belə ki, əgər  xq  funksiyası məhdud törəməyə malik olarsa, bu 

halda  











2

1

n
O

n

c
nsn ,                                        (15) 

düsturunu almaq olar; burada  

 













 






0
2

11
dqHhc  
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Əgər    ,02Cxq   olduğunu fərz etsək, bu halda 











43
1 1

n
O

n

c

n

c
nsn ,                                    (16) 

olar. Burada c  və 1c  sabit kəmiyyətlərdir.  

 İndi isə məxsusi ədədlər üçün (15) asimptotik düsturundan istifadə 

edərək    xx nn  ,  məxsusi funksiyaları üçün asimptotik düsturlar alaq. 

Əgər (5) bərabərliyində   ,x  funksiyasının yerinə onun (7
`
) ifadəsini yazsaq 

və  xq  funksiyasının diferensiallanan olması şərtindən istifadə etsək, alarıq: 

      







  2

0

1
sin

1
sincos,

s
Odqxs

s
sx

s

h
sxx

x

  

  









x

s
Odq

s

sx
sx

s

h
sx

0

2

1

2

sin
sincos   

Bu bərabərlikdə s -in yerinə (16) ifadəsini yazsaq, alarıq: 

    
n

nx
nx

n

h
nx

h

cx
nxxx nn

2

sin
sinsincos,   

 
 

 


















x

n
Onx

n

x
nx

n
Odq

0

22

1
sincos

1 
 ,                  (17) 

burada  

   

x

dqhcxx

0
2

1
 . 

Baxılan məsələnin normalaşmış məxsusi funksiyalarının asimptotik ayrılışını 

almaq üçün  

     



00

2

0

22 2sin
1

cos nxdxx
n

nxdxdxxnn  




















22

1

2

1

n
O

n
O


, 





























22

121
1

21

n
O

n
O

n 
 

olduğunu nəzərə alsaq 

   
 




















2

1
sincos

21

n
Onx

n

x
nxxx n

n

n







              (18) 

alarıq. 

 Aşağıdakı xüsusi hallara baxaq: 
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a) Əgər h , H  olarsa, ( h , H  halı xt   əvəzləməsinin 

köməyi ilə əvvəlki hala gətirilə bilir) birinci sərhəd şərti   00 y  şəklində 

düşər. Bu halda göstərmək olar ki, məsələnin məxsusi ədədləri və normalaşmış 

məxsusi funksiyaları üşün aşağıdakı asimptotik düsturlar doğrudur: 






















2

1 1

2

12

1

n
O

n

H
nsn



,  




0

1
2

1
dqHH                 (19) 

    


















n
Oxnxx n

n

n

1

2

1
sin

21





                        (20) 

b) Əgər h , H  olarsa, bu halda sərhəd şərtləri  

    00  yy  

şəklində olar.  

 Məxsusi ədədlər və normalaşmış məxsusi funksiyalar aşağıdakı kimi 

olar: 

 









2
1 1

n
O

n
nsn


,  







0

1
2

1
dq                          (21) 

  









n
Onxxn

1
sin

2


  

 

 

 

25.3. Məxsusi funksiyalarının sıfırları haqqında 

 

 Yuxarıda baxılan (1)-(2) sərhəd məsələsinin məxsusi funksiyalarının 

sıfırlarının dərindən öyrənilməsi bu sərhəd məsələsinin sonsuz sayda məxsusi 

ədədlərinin varlığını isbat etməyə imkan verir.  

 Bu məsələni öyrənmək üçün əvvəlcə aşağıdakı sadə sərhəd məsələsinə 

baxaq: 

0 yy  , 

    00  yy . 

 Asanlıqla görmək olar ki, bu məsələnin məxsusi ədədləri 00  , 

2
1 1 , ,...,,...,2 22

2 nn    uyğun məxsusi funksiyaları isə,   10 x , 

  xx cos1  ,   ,...,2cos2 xx     ,...cosnxxn   funksiyalarıdır. Göründüyü 

kimi məsələnin məxsusi funksiyalarının sıfırları aşağıdakı xassələrə malikdir: 

1) n -ci məxsusi funksiyanın  ,0  parçası daxilində n  sayda sıfırları vardır.  
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2) n -ci və  1n -ci məxsusi funksiyaların sıfırları növbələşir, yəni, n -ci 

məxsusi funksiyanın istənilən iki ardıcıl sıfırları arasında  1n -ci məxsusi 

funksiyanın bir sıfrı yerləşir.  

 Göstərmək olar ki, məxsusi funksiyalar üçün bu xassə ümumi halda da 

doğrudur. 

 Bu tipli məsələlərin həllində Şturm tərəfindən isbat edilmiş aşağıdakı 

teorem mühüm əhəmiyyətə malikdir.  

 Teorem 1. Tutaq ki,  

  0 uxgu ,                                             (1) 

  0  xh .                                             (2) 

tənlikləri verilmişdir. Əgər  ba,  parçasında    xhxg   şərti ödənilirsə, onda 

birinci tənliyin istənilən həllinin iki ardıcıl sıfırları arasında ikinci tənliyin hər 

bir həllinin heç olmazsa, bir sıfrı yerləşir.  

 İsbatı. (2) tənliyini  -yə, (1) tənliyini isə u -ya vurub tərəf-tərəfə 

çıxsaq, alarıq: 

        uxgxhuu
dx

d
uu                         (3) 

 xu  funksiyasının iki ardıcıl sıfırlarını 21, xx  ilə işarə edək. (3) bərabərliyini 

 21, xx  parçasında inteqrallasaq, alarıq: 

         
1122

2

1
xxuxxuuu

x

x   

         
2

1

x

x

dxxxuxgxh   

 Fərz edək ki,  x  funksiyası  21, xx  intervalında sıfra çevrilmir. 

Ümumiliyi pozmadan fərz edək ki,  21, xx  parçası daxilində   0xu , 

  0x . Onda aydındır ki, bərabərliyin sağ tərəfi müsbət olar. Şərtə görə 

  0xu , onda  xu  1x  nöqtəsində artandır və   01  xu . Eyni mülahizəyə görə 

  02  xu . Buradan  

        01122  xxuxxu   

alırıq. Alınmış bu ziddiyyət göstərir ki, fərziyyə doğru deyildir, yəni  x -in 

 21, xx  daxilində sıfrı vardır. Teorem isbat edildi.  

 Nəticə. Əgər  

  0 yxgy    xbxa                             (4) 

tənliyində   02  mxg  olarsa, bu halda tənliyin birdən artıq sıfrı ola bilməz.  

 Doğrudan da 02  ymy  tənliyinin həlli mxey   funksiyasının heç bir 

sıfrı yoxdur. Onda teoremə görə (3.4) tənliyinin istənilən həllinin ixtiyari solu 
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parçada birdən artıq sıfrı ola bilməz. Əks halda yəni iki sıfrı olsaydı, bu sıfırlar 

arasında mxe -in bir sıfrı olmalı idi. Bu isə mümkün deyil. 

 Teorem 2. (müqayisə teoremi). Tutaq ki,  xu  (1) tənliyinin  

  sinau ,   cos au                                      (5) 

şərtlərini ödəyən həlli,  x  isə (4) tənliyinin eyni şərtləri ödəyən həlləridir. 

Eyni zamanda fərz edək ki, istənilən  bax ,  üçün    xhxg  . Bu halda, əgər 

 xu  funksiyasının bxa   intervalında m  sayda kökləri varsa, onda  x -in 

da həmin intervalda m -də az olmayan sayda sıfırları vardır və  x -in k -cı 

sıfrı  xu -in k -cı sıfrından kiçikdir.  

 İsbatı. 1x  ilə  xu -in a  nöqtəsinə yaxın sıfrını işarə edək. Əvvəlki 

teoremə əsasən  x  funksiyasının  1, xa  parçası daxilində heç olmazsa bir 

sıfrının olduğunu göstərmək kifayətdir. Əksini fərz edək. Fərz edək ki, bu 

parça daxilində  x -in heç bir sıfrı yoxdur.  

 Tutaq ki,  1, xax  üçün     0,0  xxu  .   01 xu  olduğundan 1x  

ətrafında  xu  azalandır. Onda   01  xu . (3.3) eyniliyini  1, xa  parçasında 

inteqrallasaq, alarıq: 

             
1

11

x

a

dxxxuxgxhxxu   

Şərtə görə  1, xa  parçasında     0,0  xux ,    xgxh   olduğundan 

bərabərliyin sağ tərəfi müsbətdir. Amma bərabərliyin sol tərəfi mənfidir. 

Alınmış ziddiyyət fərziyyənin doğru olmadığını göstərir. Deməli,  x -in 

 1, xa  daxilində heç olmazsa, bir sıfrı vardır. Teorem isbat edildi.  

 Fərz edək ki,   ,x  (1) tənliyinin   1,0  ,   h ,0  şərtlərini 

ödəyən həlləridir.  

  0,  x , bxa   

tənliyinə baxaq. Aydındır ki, bu tənliyin kökləri   parametrindən asılı 

funksiyalardır. Aşağıdakı lemma bu tənliyin köklərini  -dan kəsilməz asılı 

olduğunu göstərir.  

 Lemma 1. Əgər 0x   bxa  0    0, 00  x  tənliyinin sıfrıdırsa, onda 

istənilən kiçik 0  ədədi üçün elə 0  ədədi vardır ki,   0  olduqda 

(yəni   00 )   0,  x  tənliyinin  0xx  şərtini ödəyən 

(yəni,   00 xxx  intervalına daxil olan) düz bir həlli vardır. 

Bu lemmadan aşağıdakı mühüm nəticə alınır: 

 Nəticə.  parametri dəyişdikdə   0,  x  tənliyi o zaman köklər itirə 

bilər və ya əlavə köklərə malik ola bilər ki,   parametri a  və b  sərhəd 

nöqtələrindən intervala daxil olsun və ya intervaldan kənara çıxsın.  
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 Ştrum tərəfindən isbat edilmiş aşağıdakı teorem (3)-(4) məsələsinin 

sonsuz sayda məxsusi ədədlərrinin varlığını göstərir. 

 Teorem 3. (ossilyasiya teoremi). (1)-(3) sərhəd məsələsinin qeyri-

məhdud olaraq artan sonsuz sayda ,...,...,,, 210 n  məxsusi ədədlər ardıcıllığı 

vardır. Belə ki, bu halda hər bir m  məxsusi ədədinə uyğun məxsusi 

funksiyanın  ba,  intervalında düz m  sayda sıfırları vardır.  

 Sonuncu lemma 3.1 və teorem 3.3-ün isbatını [22] monoqrafiyasından 

oxumaq olar.  

 

 

25.4. Şturm-Liuvill məsələsinin məxsusi funksiyaları 

sisteminin tamlığı. 

Məxsusi funksiyalara görə ayrılış teoremi 

 

   0 yxqy                                           (1) 

   

    







0sincos

0sin0cos0





yy

yy
                                  (2) 

sərhəd məsələsinə baxaq. Yuxarıda (1)-(2) sərhəd məsələsinin məxsusi 

ədədlərinin və məxsusi funksiyalarının bəzi xassələrini göstərdik, bəzi hallarda 

onların asimptotik göstərilişi düsturlarını yazdıq, məxsusi funksiyaların 

sıfırlarının xassələrini göstərdik və bunlardan istifadə edərək məxsusi ədədlərin 

sonsuz sayda olmasını və sonsuz artan ardıcıllıq təşkil etdiyini qeyd edək. 

Qeyd edilən bu məsələlər Şturm və Liuvill tərəfindən isbat edilmiş və hərtərəfli 

öyrənilmişdir. Amma onlar baxılan məsələnin məxsusi funksiyalar sisteminin 

tamlığı məsələsini araşdırmamışlar. Bu məsələ görkəmli rus alimi, akademik 

B.A.Steklov tərəfindən öyrənilmişdir.  

 Hazırda (1)-(2) məsələsinin məxsusi funksiyalar sisteminin tamlığının 

isbatı üçün müxtəlif üsullar verilmişdir. Bu metodlar içərisində sonlu fərqlər 

üsulunu, kontur inteqral metodunu və inteqral tənliklər üsulu, yaxud Qrin 

funksiyası üsulunu qeyd edə bilərik. 

 Baxılan məsələni öyrənmək üçün ən münasib hesab edilən inteqral 

tənliklər (Qrin funksiyası) üsulundan istifadə edək. Bu məqsədlə qeyri-bircins  

      xfyxqy   ,    0xf .                             (3) 

tənliyinə baxaq.  

 Tutaq ki,   qeyd edilmiş kompleks ədəddir.  ,xu  ilə (1) tənliyinin 

   sin,0 u ,    cos,0 u  şərtlərini ödəyən həllini,   ,x  ilə həmin 

tənliyin  

   sin,  ,    cos,   

şərtlərini ödəyən həllini işarə edək.  
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 Əgər  ,xu  və   ,x  funksiyaları xətti asılı deyilsə, onda  ,xu  

(eləcə də   ,x ) funksiyaları (1)-(2) məsələsinin məxsusi funksiyaları 

olmazlar və onların Vronski determinantı  

  0, 








u

u
uW . 

Əgər hər hansı   üçün Vronski determinantı sıfır olarsa, bu halda cu  olar, 

yəni  ,xu  funksiyası (1)-(2) sərhəd məsələsinin məxsusi ədədlərinin Vronski 

determinantını sıfırları ilə üst-üstə düşdüyünü alırıq. (1) tənliyinə birinci tərtib 

törəmə daxil olmadığı üçün məlum Liuvill düsturundan alırıq ki,  ,uW  

Vronski determinantı x -dən asılı deyildir.  

    ,uW . 

Aşağıdakı kimi funksiya daxil edək: 

 
 

   

 
   



















.,,,
1

,,,,
1

;,

txxtu

txtxu

txG







  

 ;,txG  Qrin funksiyası adlanır. Bu funksiya x  və t -yə nəzərən simmetrikdir 

və  -nın həqiqi qiymətlərində həqiqi qiymətlər alır. Göstərək ki, 

     dttftxGxy 



0

;,,                                       (4) 

funksiyası (2)-(3) sərhəd məsələsinin həllidir. Doğrudan da 

 
 

     






 
x

dttftuxxy

0

,,
1

, 


  

     






 



x

dttftxu ,,                                        (5) 

bərabərliyindən istifadə edərək, alarıq: 

 
 

     






 
x

dttftuxxy

0

,,
1

, 


  

             xfxuxdttftxu

x




,,,,  

     
 

   


 xqxfxxu
1

,,  
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            












 
x

x

dttftxudttftux

0

,,,,



  

        xfxyxqxf   ,  

Buradan  

    xfyxqy   . 

Bilavasitə yoxlamaq olar ki,  ,xy  funksiyası (2) sərhəd şərtlərini ödəyir.  

 Beləliklə, alırıq ki, əgər   (1)-(2) bircins tənliyinin məxsusi ədədi 

deyilsə, onda (2)-(3) qeyri-bircins tənliyinin istənilən  xf  funksiyası üçün 

həlli vardır. Bu halda qeyri-bircins məsələnin həlli (4) düsturu vasitəsilə verilir. 

Əgər  – (1)-(2) bircins məsələnin məxsusi ədədi isə, onda qeyri-bircins 

məsələnin ümumiyyətlə həlli yoxdur.  

 Əgər   bircins məsələnin məxsusi ədədi deyilsə, onda qeyri-bircins 

məsələnin yeganə həlli vardır.  

 Doğrudan da, qeyri-bircins məsələnin iki həllinin fərqi bircins 

məsələnin məxsusi funksiyası olar. Şərtə görə   məxsusi ədəd olmadığı üçün 

bu funksiya sıfra bərabər olmalıdır.  

 Fərz edə bilərik ki, 0  bircins tənliyin məxsusi ədədi deyildir. Əks 

halda qeyd olunmuş   ədədini seçək və aşağıdakı sərhəd məsələsinə baxaq: 

     0 yxqy  , 

    0sin0cos0   yy , 

    0sincos   yy . 

Bu məsələnin məxsusi funksiyaları (1)-(2) məsələsinin məxsusi funksiyaları ilə 

eynidir. Sadəcə olaraq bütün məxsusi ədədlər   qədər sağa sürüşmüşdür. 

Aydındır ki,   ədədini elə seçmək olar ki, sıfır ədədi yeni məsələnin məxsusi 

ədədi olmasın.    txGtxG ,0;,   işarə edək. Onda  

     dttftxGxy 


0

,                                            (6)  

funksiyası    xfyxqy   tənliyinin (2) şərtlərini ödəyən həllidir. Qeyri-

bircins (3) tənliyini aşağıdakı kimi yazaq: 

    yxfyxqy   

Onda (2)-(3) məsələsinin  

         xgdttftxGdttytxGy  



00

,,  

ekvivalent inteqral tənliyi şəklində yazmaq olar.  

 Xüsusi halda bircins məsələ (   0xf ) 
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      0,

0

  dttytxGxy



                                       (7) 

inteqral tənliyinə ekvivalentdir.  

 II. ,...,...,,, 210 n  ilə (1)-(3) məsələsinin məxsusi ədədlərini, 

     ,...,...,, 10 xxx n  ilə uyğun normalaşmış məxsusi funksiyalar sistemini 

işarə edək.  

 
   







0

,
n n

nn x
xH




  

nüvəsinə baxaq. 15.2-də (1)-(3) məsələsinin məxsusi ədədləri və məxsusi 

funksiyaları üçün alınmış asimptotik düsturlardan istifadə edərək alarıq ki, 

 ,xH  üçün yazılmış sıra müntəzəm və mütləq yığılandır, ona görə də 

 ,xH  kəsilməzdir.  

 İndi isə 

       
   







0

,,,,
n n

nn x
xGxHxGxQ




  

nüvəsinə baxaq. Bu nüvə kəsilməz və simmetrikdir. İnteqral tənliklər 

nəzəriyyəsindən məlumdur ki, eyniliklə sıfra bərabər olmayan hər bir 

simmetrik  ,xQ  nüvəsinin heç olmazsa, bir məxsusi ədədi vardır, yəni elə 

0  ədədi və   0xu  funksiyası vardır ki,  

      




0

0 0, duxQxu                                      (8) 

Əgər biz  ,xQ  nüvəsinin heç bir məxsusi ədədi olmadığını göstərsək, 

nəticədə   0, xQ  olduğunu alarıq, yəni  

 
   







0

,
n n

nn x
xG




 .                                      (9)  

Bu ayrılışdan məxsusi funksiyalar sisteminin tamlığını asanlıqla almaq olar. 

 (7) inteqral tənliyindən alarıq: 

     xdxG n

n

n 





1
,

0

  

Bundan istifadə etsək 

    0,

0

 


dxQ n  

olduğunu, yəni  ,xQ  nüvəsinin (1)-(2) sərhəd məsələsinin bütün məxsusi 

funksiyalarına ortoqonaldır.  

 Tutaq ki,  xu  (8) inteqral tənliyinin həllidir.  
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 Göstərək ki,  xu  bütün  xn  funksiyalarına ortoqonaldır. Doğrudan 

da (8) tənliyindən çıxır ki,  

          












   dxduxQxdxxxu nn

 


00 0

0 ,0  

          












  


ddxQudxxxu nn

00

0

0

,  

   dxxxu n



0

 

Buradan  

            


duxGxuduxQxu  

0

0

0

0 ,,0  

alırıq, yəni  xu  funksiyası (1)-(2) məsələsinin məxsusi funksiyalarıdır.  xu  

bütün  xn  funksiyalarına ortoqonal olduğundan   0xu , yaxud   0, xQ  

alırıq. Deməli, (9) bərabərliyi doğrudur.  

  Teorem 1. (ayrılış haqqında teorem). Əgər  xf  funksiyası ikinci 

tərtib kəsilməz törəməyə malik funksiya isə və (2) sərhəd şərtlərini ödəyirsə, 

onda  xf  funksiyasını (1)-(2) sərhəd məsələsinin məxsusi funksiyalarına 

nəzərən müntəzəm və mütləq yığılan Furye sırasına ayırmaq olar.  

   





0n

nn xaxf  ,    dxxxfa nn 



0

                         (10)  

 İsbatı.        xhxfxqxf   qəbul edək. Onda (4) və (9) 

bərabərliklərinə əsasən alarıq: 

         


 nn

n xdhxGxf





1
,

00

 

     





10 n

nnn xadh 


 

 xn  funksiyalar sistemi ortoqonal və normalaşmış olduğundan  

   dxxxfa nn 



0

 

alırıq. 

 Teorem 2.  ,0  parçasında kvadratı ilə inteqrallanan istənilən  xf  

funksiyası üçün Parseval bərabərliyi doğrudur 
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  








0 0

22

n

nadxxf                                            (11) 

 İsbatı. Əgər  xf  funksiyası 1 teoreminin şərtlərini ödəyərsə, onda 

(11) bərabərliyi (10) sırasının müntəzəm yığılmasından alınır. Doğrudan da, bu 

halda 

      









0

2

000

2

n

nn

n

n adxxxfadxxf



                         (12) 

alarıq. Parseval bərabərliyinin istənilən kvadratı ilə inteqrallanan funksiyalar 

üçün doğru olması aşağıda göstərilən qaydada isbat edilir.  

 Tutaq ki,  xf   ,0  parçasında kvadratı ilə inteqrallanan istənilən 

funksiyadır. Məlum olduğu kimi,  xf  funksiyasına orta kvadratik mənada 

yığılan ikinci tərtib kəsilməz törəməsi olan (hətta sonsuz diferensiallanan) 

 xfk  funksiyalar ardıcıllığı tapmaq olar. Hesab etmək olar ki,  xfk  

funksiyaları 0x  və x  nöqtələri ətrafıda eyniliklə sıfra çevrilirlər. Onda 

(12) bərabərliyinə əsasən  

          








0 0

22

n

m
n

k
nmk aadxxfxf ,                         (13) 

Burada  

     dxxxfa nk
k

n 



0

 

Əgər lk,  olarsa, bu halda (13) bərabərliyinin sol tərəfi sıfra yaxınlaşar. 

Onda bərabərliyin sağ tərəfində sıfra yaxınlaşar. Koşi-Bunyakovski 

bərabərsizliyinə görə alarıq: 

      
2/1

0

2













 


dxxfxfaa k
k

nn  

 xfk  ardıcıllığı  xf -ə orta kvadratik mənada yığılan olduğundan 

 
n

k
n

k
aa 


lim , ,...2,1,0n  alırıq. 0N  ilə qeyd edilmiş tam müsbət ədədi 

işarə edək. (13) bərabərsizliyindən alırıq: 

         




0

2

0

2

dxxfxfaa mk

N

n

m
n

k
n . 

k  limitə keçsək, alarıq: 

       




0

2

0

2

dxxfxfaa m

N

n

m
nn , 

Buradan N  şərtində 
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       






0

2

0

2

dxxfxfaa m

n

m
nn . 

Bu bərabərsizlikdən, xüsusi halda 


0

2

n

na  sırasının yığılan olması alınır. 

 Aşağıdakı kimi fərqə baxaq: 

      




   











 0

22

0 0

22

n

m
nn

n n

m
nn aaaa  

       


0n

m
nn

m
nn aaaa  

   
2/1

0

2
2/1

0

2






















 







 n

m
nn

n

m
nn aaaa , 

Bu bərabərsizliyin sağ tərəfi m  şərtində sıfra yaxınlaşdığından  

 










0

2

0

2

n

n

n

m
n aa  

alırıq. 

Digər tərəfdən  xfm -in  xf -ə orta kvadratik yığılmasından  

    



0

2

0

2 dxxfdxxfm  

alırıq. Ona görə də  

    





0

2

0

2

n

m
nm adxxf



 

bərabərliyində m  şərtində limitə keçsək (11) bərabərliyini alarıq. Teorem 

isbat olundu.  

 III.Yuxarıda baxdığımız  

     dttftxGxy 



0

;,,                                       (14) 

düsturunu götürək. Bu bərabərliyin sağ tərəfi rezolventa adlanır. Məlum olduğu 

kimi rezolventa yalnız  -nın məxsusi ədədlərdən fərqli qiymətlərində vardır.  

İndi isə  xf -in məxsusi funksiyalara görə ayrılışı məlum olduqda  -

nın məxsusi ədədlərdən fərqli qiymətlərdə rezolventanın məxsusi funksiyalara 

nəzərən Furye sırasına ayrılışını yazaq.  

(14) düsturu ilə təyin edilən  ,xy  funksiyası (2) sərhəd şərtlərini 

ödədiyindən istifadə etsək, hissə-hissə inteqrallanmanın köməyi ilə alarıq: 



 515 

          dxxxyxqxy n


0

,,  

           dxxyxxqx nn 


,

0

 

     


nnnn ddxxxy  
0

,                              (15) 

Tutaq ki, 

     





0

,
n

nn xdxy  ,      dxxxfa nn 



0

 

 ,xy  funksiyası     xfyxqy    tənliyinin həlli olduğundan (15) 

bərabərliyindən istifadə etsək, alarıq: 

         


nnnnn dddxxyxqya  
0

, 

buradan  

 
n

n
n

a
a





 . 

Onda rezolventanın ayrılışı aşağıdakı kimi olar 

       x
a

dttftxGxy n

n n

n 








 


00

;,,                     (16) 

Bu ayrılışdan istifadə etməklə Karleman formulu adlanan çox mühüm düstur 

almaq olar.  

 (16) bərabərliyinin sağ tərəfində    dtttfa nn 



0

 qiymətini yazsaq, 

alarıq: 

        
 

   dtttf
x

dttftxG n

n n

n 










 


000

;, , 

Buradan  tf -nin ixtiyari funksiya olmasından istifadə etsək  

 
   




 


0

;,
n n

nn

z

tx
ztxG




 

Əgər bu bərabərlikdə xt   qəbul edərək hər tərəfi  ,0  parçası üzrə 

inteqrallasaq və bu zaman  xn  məxsusi funksiyalarının normallaşmış 

olduğunu nəzərə alsaq 
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  


 


00

1
,,

n nz
dxzxxG





                                     (17)  

alarıq.   







n

N
0

1  qəbul edək.  N – məsələnin verilmiş   ədədində kiçik 

olan məxsusi ədədlərinin sayını göstərir.  N -ya məxsusi ədədlərin paylanma 

funksiyası da deyilir.  

 Bunu nəzərə alsaq, (17) düsturunu  

 
 




 


00

,,
n z

dN
dxzxxG






 

şəklində yazmaq olar. Bu düstura Karleman düsturu deyilir. Bu düsturdan 

istifadə edərək verilmiş məsələnin Qrin funksiyası məlum olduqda bir çox 

hallarda məxsusi ədədlərin paylanma funksiyası  N -nın asimptotik 

istifadəsini almaq olur.  

 

 

25.5. Şturm-Liuvill operatorunun requlyarlaşmış 

izinin hesablanması 

 

 Aşağıdakı sərhəd məsələsinə baxaq: 

   0 yxqy       x0 ,                              (1) 

    000  hyy ,                                              (2) 

    0  Hyy ,                                            (3) 

burada    ,02Cxq   və Hh, – sonsuzluğa bərabər olmayan həqiqi 

ədədlərdir. ,...,...,,, 210 n  ilə bu məsələnin məxsusi ədədlərini işarə edək. 

Yuxarıda 15.2 yarımfəslində göstərilmişdir ki,  











2

1

2 n
O

n

c
nn ,                                       (4)  

asimptotik bərabərliyi doğrudur, belə ki,  

 













 




0

2

12
dxxqHhc .                                    (5)  

(4) bərabərliyindən alınır ki,  











2

2 1

n
ocnn  

Ona görə də  

 





0

2

n

n cn .                                        (6) 
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(6) sırasına Şturm-Liuvill operatorunun requlyarlaşmış izi deyilir.  

 





0

2

n

n cns   

işarə edək.  

 İsbat edilmişdir ki, 

    
2

0
4

1 2HH
qqs 


  

düsturu doğrudur.  

 

 

25.6. Şturm-Liuvill operatorunun spektrinin 

   diskretliyi şərtləri haqqında məlumat 

 

 ,0  yarımoxunda aşağıdakı sərhəd məsələsinə baxaq: 

   0 yxqy  ,                                       (1) 

    0sin0cos0   yy                                    (2) 

Bu bölmədə biz (1)-(2) sərhəd məsələsinin spektrinin diskretliyi üçün 

bəzi kafi şərtləri göstərəcəyik.  

Lemma 1. (1)-(2) sərhəd məsələsinin spektrinin diskret olması üçün 

kafi şərt,  -nın hər bir qeyd olunmuş qiymətində (1) tənliyinin istənilən 

həllinin  ,0  intervalında sonlu sayda sıfırlarının olmasıdır.  

  xq , x                                        (3) 

olduqda 1 lemmasının şətləri ödənilir və məsələnin spektri diskret olur.  

 Aşağıdakı lemma göstərir ki,  xq  funksiyası (3) şərtindən daha yüngül 

şərtləri ödədiyi halda da məsələ diskret spektrə malik olur.  

 Lemma 2. Tutaq ki,  xq  funksiyası aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

1
0
. Elə 0c  sabiti vardır ki, istənilən x  üçün  

  cxq                                                  (4) 

2
0
. İstənilən 0  üçün  

  




x

x
x

dttqlim                                          (5) 

Onda  -nın hər bir qeyd olunmuş qiymətində (1) tənliyinin istənilən həllinin 

 ,0  intervalında sonlu sayda sıfırları vardır və deməli 1 lemmasına görə (1)-

(2) məsələsinin spektri diskretdir.  

 A.M.Molçanov isbat etmişdir ki, (4) şərti daxilində (5) şərtinin 

ödənməsi (1)-(2) məsələsinin spektrinin diskret olması üçün zəruri və kafidir.  

 Bu faktın isbatını İ.M.Qlazmanın [25] monoqrafiyasından oxumaq olar.  
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 Şturm-Liuvill məsələsinin diskret spektrini xarakterizə edən aşağıdakı 

mühüm teoremi də qeyd edək.  

 Teorem 1. Əgər 0  nöqtəsi (1)-(2) sərhəd məsələsinin diskret spektri 

isə və  0, x  uyğun məxsusi funksiya isə, onda     ,0, 20 Lx  . 

 Teorem 2. Tutaq ki,  xq  aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

1
0
. 0x  üçün   0xq ,   0 xq  

2
0
. x  olduqda   xq  

3
0
. x -in böyük qiymətlərində  xq   öz işarəsini saxlayır 

4
0
.  




0

2/1
dxxq  yığılır. 

Bu halda (1)-(2) məsələsinin spektri diskretdir və spektrin yeganə limit nöqtəsi 

sonsuzluqdur.    
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